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M. Norrner. Luigi Cremona. 1 


Luigi Cremona. 
Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Auf Luigi Cremona, dessen Hinscheiden wir im Sommer des vorigen 
Jahres zu beklagen batten, geht nicht nur die in kriftiger Bliite stehende 
geometrische Schule Italiens zuriick, vielmehr erkennen die Geometer aller 
Linder, nicht zum wenigsten die deutschen, ihn als einen ihrer geistigen 
Lehrer an. Es gibt kein zusammenfassendes rein-geometrisches Werk, das 
einen weiteren und tieferen Einflu8 auf die Ausbildung und Handhabung 
der geometrischen Methoden ausgeiibt hiitte, als Cremonas Schriften iiber 
die ebenen Kurven und die Flichen — nur vergleichbar dem Einflu8 der 
Salmonschen Kompendien auf die algebraisch-geometrische Entwickelung. 
Auch fiir die Griindung und Existenz dieser Annalen war, wie diese 
letztere Richtung, so die Starke des rein-geometrischen Fortschritts eine 
der notwendigen Voraussetzungen. Wir folgen daher einerseits einem 
historischen und persdnlichen Antriebe, andrerseits denken wir im Sinne 
des Begriinders der Annalen, Alfred Clebsch, des fast gleichaltrigen 
Kreundes Cremonas, zu handeln, wenn wir hier eine Wiirdigung der 
wissenschaftlichen Tiitigkeit des italienischen Geometers zu geben ver- 
suchen. 

Eine Lebensskizze sei in Kiirze vorausgeschickt*). Luigi Cremona 


*) Die benutzte Literatur beschriinkt sich auf: G. Veronese, Commemorazione, 
gelesen in der Sitzung der R. Acc. dei Lincei vom 6. Dez. 1903 (Rendic. XII, 2° sem., 
fase. 12) und auf die kiirzeren Nachrufe von E. D’Ovidio (Atti d. R. Acc. delle Se. 
di Torino, t. 88, vom 14. Juni 1903) und G. Celoria (Rendic. Istit. Lomb., t. 36, 
fasc. 14, 1903). Ferner konnten einige dankenswerte briefliche Mitteilungen der 
Herren G. Castelnuovo und G. Jung, wie auch ein im Jahre 1871 gefiihrter Brief- 
wechsel zwischen Cremona und dem Verf. benutzt werden. Verzeichnisse der Arbeiten 
Cremonas befinden sich in dem Catalogue of Scient. Papers der R. Soc. von London, 
und am Schlusse des Veroneseschen Nachrufs. An letzterer Stelle fehlen noch u. A. 
die Arbeiten: ,,Courbes gauches etc.“ (C. R. 1861 und Annali di Mat. IV), ,,Sulla 
trasformazione razionale etc.“ (Mem. Acc. Bologna, ser. 3, t. I, 1871), und einige 
Nachrufe, insbesondere der gréfere auf Beltrami (Rend. Acc. Lincei 1900). 
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wurde am 7. Dezember 1830 zu Pavia geboren, als Sohn eines stiidtischen 
Beamten. Er wuchs mit einem jiingeren Bruder, Tranquillo, auf, der ein 
geschitzter Maler wurde, aber lange vor ihm verstarb. Gegen Abschlu8 
der Gymnasialzeit traf und begeisterte den Jiingling die Erhebung von 
1848; er schlo8 sich im April dem studentischen Freiwilligenkorps an 
und nahm an der Verteidigung Venedigs als emer der Tapfersten teil, 
bis zur Ubergabe — eine 14, jiihrige Periode, in der sich Kérper und Geist 
stiirkten und sein energischer reiner Charakter herausbildete. Zwar warf 
ihn zunichst eine schwere Erkrankung darnieder, aber es verblieb ihm 
bis an sein Ende die Liebe zum Vaterlande und die Arbeitsfreudigkeit 
fiir dessen Wohl. — Cremona bezog die Universitit Pavia, wo noch 
A. Bordoni wirkte und bald darnach auch F. Brioschi als Lehrer auftrat; 
iibernahm dort eine Repetitortitigkeit in angewandter Mathematik und 
legte 1853 das Bauingenieur-, 1855 das Mittelschul-Examen ab. Die 
Jahre 1856—60 waren der Lehrtitigkeit an Lyceal-Gymnasien gewidmet, 
in Pavia, Cremona, zuletzt in Mailand; und eine gliickliche Ehe, aus der 
drei Kinder entsprossen sind, schuf ihm eine Hiiuslichkeit, in der sich sein 
wissens- und schaffensbediirftiger Geist ruhig entfalten konnte. Die all- 
gemeinen Grundanschauungen der projektiven Geometrie waren durch 
Poncelet, Chasles und die deutschen Geometer festgelegt; nun forderte 
ein uniibersehbares neues Gebiet die Durchforschung heraus. Schon hatte 
die in Italien neuerwachte intellektuelle Bewegung auch die héhere Geo- 
metrie aus Frankreich an einige Universitiiten verpflanzt; und Cremona 
schloB sich dort als erster dieser Bewegung mit Erfolg an, indem er nach 
umfassendsten Studien die Theorie der Raumkurven 3°" Ordnung férderte. 
So wurde er im Jani 1860 der erste Vertreter auf dem geometrischen 
Lehrstuhl der Universitat Bologna, als ordentlicher Professor: neben den 
héheren synthetisch- und algebraisch-geometrischen Methoden hatte er 
auch die deskriptive*) Geometrie vorzutragen; und hier sollten bald seine 
epochemachendsten Forschungen entstehen. Diese Wirksamkeit brachte 
ihm 1866 die Professur fiir graphische Statik und héhere Geometrie an 
dem vier Jahre vorher gegriindeten Istituto Tecnico Superiore in Mailand, 
wo er mit dem Leiter Brioschi und mit Casorati zusammen arbeiten und 
seine Forschertitigkeit weiter entfalten konnte. 

Von 1873 an gehérte Cremona der erneuerten Universitiit und der 
Ingenieurschule in Rom an. Letztere Anstalt organisierte und leitete er, 
er gliederte sie zu wechselseitiger Beeinflussung der Universitiit an und 
las neben den Fachkollegien fiir den Verband gemeinsam die héhere 


*) Hiervon zeugt nur eine unter dem Anagramm ,,Marco Uglieni“ 1864 in Bologna 
erschienene kleine Schrift iiber einige Fragen der Zentralprojektion. 
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Geometrie. Aber immer mehr absorbierte ihn die pidagogische und 
organisierende Tiitigkeit. Seine Lehrbiicher, in ihrer praktischen Richtung und 
ihrer klaren und konziesen Sprache, drangen in alle Schulen und alle Lander. 
Langjihriges Mitglied, auch Chef des Consiglio Superiore fiir den Unterricht, 
seit 1879 Mitglied des Senats, in dem er seit 1897 das Amt des Vize- 
prisidenten bekleidete, ganz voriibergehend 1898 auch Unterrichtsminister — 
iiberall genoB er unbestrittenes Ansehen, ob er nun 1880/81 die Bibliothek 
Vittorio-Emanuele zu Rom trefflich organisierte, iiber schultechnische 
Fragen als héchste Autoritiit oder iiber andere Verwaltungsmaterien 
referierte. Vor allem verdanken ihm die Mittelschulen seines Landes, 
denen er seine héchsten Bestrebungen zuwandte, eine Hebung ihres ganzen 
Standes, wenn auch die Hinfiihrung der projektiven Geometrie und des 
graphischen Rechnens in die Programme der Instituti Tecnici sich nur 
wenige Jahre hielt. Die Leitung der Annali hatte Cremona mit Brioschi von 
1866 bis 1877 gefiihrt, von da an war er innerhalb einer gréferen Redaktion 
daran beteiligt. Der Schwerpunkt seiner Lehrertiitigkeit lag aber nicht im 
Kathedervortrag: hier hatte er mit dem Worte zu kiimpfen; die ihm beim 
schriftlichen Ausdruck eigene gedrungene Eleganz war ihm im Vortrag ein 
unerreichbares Ziel, und so brachte er seine anregende Kraft am liebsten in 
seminaristischen Kolloquien zur Wirksamkeit. Wie beredt seine Feder werden 
konnte, davon zeugt, auBer manchen Vorworten und Besprechungen, vor 
allem seine letzte Arbeit, ein Nachruf auf den fiinf Jahre jiingeren Freund 
Beltrami (Rend. Acc. Linc. 1900), der warme Téne des Andenkens an den 
Menschen und Gelehrten findet. Es war Cremona, der nur das wahrhaft 
Wissenschaftliche achtete, gegeben, was ihm bei Andern als Verdienst 
erschien, bescheiden und neidlos, ja mit freudiger Bewunderung anzuerkennen. 
Dieser hochherzige Zug verband sich mit eimem unerschiitterlich starken 
Charakter; und sein fester Wille hielt ihn noch bis zur letzten Zeit in 
treuester strengster Pflichterfiillung, als der Kérper lingst von einer 
schweren schleichenden Krankheit befallen war. Er hatte nach und nach 
immer zuriickgezogener gelebt, seit 1885 in zweiter gliicklichster Ehe mit 
einer Deutschen; und in deren Armen verschied er am 10. Juni. — 


Cremonas wissenschaftliche Betiitigung mégen wir, da sie sich fast 
ausschlieBlich auf das geometrische Gebiet beschriinkte, am besten wesent- 
lich chronologisch verfolgen. Wir wenden uns zuniichst zu den Jahren 
1855—1861. 

AnschlieBend an eine starke Erweiterung der Dupinschen Kriimmungs- 
theorie fiir Flichen, die schon 1832 von Bordoni vorgenommen worden 
war, behandelt der ,Dottore in matematica“ im Jahr 1855 den speziellen 
Fall: das Verhalten einer Fliiche gegeniiber einer Schar von einfach 

1* 
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beriihrenden Kugeln (,,Sulle tangenti sfero-conjugate“, Annali di Tortolini VI), 
spiterhin (Annali di Mat. (1), II, Jan. 1861) allgemeiner gegeniiber einer 
Schar von Fliichen, fiir welche der Beriihrungspunkt je ein Nabelpunkt 
ist. Hierbei werden einige der Siitze iiber Kriimmungskurven, welche 
nachher die Kugelgeometrie erschlossen hat, schon antizipiert. Nach 
einigen kleinen Noten verschiedener Richtung macht sich von 1858 an 
ein andrer geometrischer Geist geltend. In den ersten beiden Binden der 
neuen Annali (,,Sulle linee del terz’ ordine a doppia curvatura“, 1858) 
veréffentlicht Cremona eine groBe Reihe originaler Theoreme iiber die 
Raumkurven 3° Ordnung; und die Publikation findet ihre Fortsetzung — 
nach Behandlung der zwei Fliichen 2%" Grades umschriebenen abwickel- 
baren Fliche 4‘ Klasse (ibid. II) — in der Untersuchung ihres dualistischen 
Gebildes: der abwickelbaren Fliche 3** Klasse ihrer Schmiegungsebenen 
(,Intorno alle coniche inscritte etc.“, ibid. Febr. 1859), und eine weitere 
Férderung und Zusammenfassung im Crelleschen Journal (,,Sur quelques 
propriétés des lignes gauches etc.“; Bd. 58, von Miirz 1860; Note sur les 
cubiques gauches“, Bd. 60, von Juni 1861). Aber erst im April 1861, 
schon von Bologna aus, erfolgte eine Mitteilung der Beweise der erst- 
erhaltenen Resultate (Mém. de géométrie pure etc.“, Nouv. Annales de 
Math. (2), 1). Diese Arbeiten kniipfen zuniichst durchaus an Chasles 
(Apergu hist. und Liouv. J. 1857) an: an dessen Satz von der vereinigten 
Lage des Schnittpunkts dreier Schmiegungsebenen der Kurve mit der 
Ebene durch die drei zugehérigen Punkte und an das hierdurch bestimmte 
Nullsystem im Raume, wie es auch zu gleicher Zeit bei Schréter (Cr. J. 56) 
geschieht. Aber bald geht Cremona iiber Chasles hinaus, indem er eine 
Theorie von Paaren konjugierter Punkte beziiglich der kubischen Raum- 
kurve (d. i. konjugiert beziiglich aller durch die Kurve gehenden Flichen 
2" Grades) und die reziproke Theorie entwickelt; an der Hand der 
Seydewitz-Chaslesschen Erzeugungen wird der Pascalsche Satz, der sich 
auf die Kegel iiber sechs festen Punkten, aber mit beweglichem Scheitel 
auf der Kurve bezieht, ergiinzt: die Pascalschen Ebenen gehen durch eine 
vom Scheitel unabhingige Sehne der Kurve; Konstruktionen der Kurve 
aus allen Kombinationen von Punkt- und Sehnenbedingungen, Anzahl- 
bestimmungen fiir die zweien Kurven gemeinsamen Sehnen (Cr. J. 60) 
werden gegeben. Hine Leistung anderer Art liegt in eingehenden metrischen 
Diskussionen, ausgezeichnet durch umfassende Fallunterscheidungen: auf 
die Untersuchung der Verteilung der Zentren einer Schar von Flachen 
2“ Ordnung wird die analoge Aufgabe fiir die Kegelschnitte aufgenom- 
men, die der abwickelbaren Fliache dritter Klasse eingeschrieben sind, 
und auf die schon bekannten Realititsunterscheidungen der Asymptoten 
der Kurve zuriickgefiihrt. In derselben Richtung wendet sich Cremona 
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noch den homozyklischen — den Reziproken der konfokalen — sphiirischen 
Kegelschnitten zu (Nouv. Ann. XIX, 1860), dann dem Biischel von Flachen 
2** Ordnung, das eine Kugel enthilt, in einer an Resultaten reichen 
Arbeit (,,Coniche e superficie di 2° ordine congiunte“, Annali III, Dez. 1860); 
und noch 1863 (Mem. Acc. Bologna III) wieder der kubischen Parabel 
mit neuen Siitzen iiber deren Paare von orthogonalen Schmiegungsebenen. 

Deutlich zeigt sich in diesen Arbeiten ein allmihlicher Ubergang von 
der algebraischen zur synthetischen Behandlungsweise. Cremonas Hilfs- 
mittel ist zunaéchst — und zwar erst ohne den Vorgang von Moebius zu 
kennen — die Parameterdarstellung der kubischen Kurve, in der kanonischen 
Form; und die metrischen Untersuchungen bedienen sich der Linien- und 
Ebenenkoordinaten. Aber schon die Aufsiatze von 1858 neigen am Schlu8 
etwas der synthetischen Richtung zu, und die Abhandlung im Crelleschen 
Journal 58 vom Mirz 1860 kann — wenn sie auch anhangsweise wieder 
die Parameterdarstellung einfiihrt, wie auch die vom April 1861 — als 
seine erste ganz synthetische Arbeit gelten. Von da an tritt bei Cremona 
die rein-geometrische Richtung, wie er sie mit Vorliebe bexzeichnet, véllig 
in den Vordergrund. 

Schon in der Theorie der kubischen Raumkurven hatte er Gelegen- 
heit genommen, sich, nach dem allgemeinen Vorgange von Salmon (1852) 
und Cayley, mit der Erzeugung spezieller Regelflaichen zu beschiftigen. 
Jetzt (Atti Ist. Lomb. II, Apr. 1861) nimmt er die Theorie der allgemeinen 
Regelfliichen 3°" Grades zam ersten Male als solche in Angriff, studiert 
deren Erzeugungen und Polareneigenschaften, und bald darauf (Cr. J. 60, 
Sept. 1861), veranlaBt durch einen Hinweis von Cayley, auch die Speziali- 
sierung, bei welcher die einfache Leitgerade an die doppelte heranriickt. 
Bei diesem Studium war er auf die, auf nur einem Hyperboloid gelegene, 
Rawmkurve 4°” Ordnung gestoBen, welche schon 1849 von Salmon, 1856 
von Steiner aufgefunden worden war und die Cremona als solche 2” Spezies 
bezeichnet: er behandelt sie (Rend. Acc. Bologna und Annali IV, 1861) 
durch eine Konstruktion der Kurve mittels des Schnittes homologer Ebenen 
dreier projektiven Biischel von Ebenen und Ebenenpaaren. Auf den 
speziellen Fall, in welchem die vier stationiiren Schmiegungsebenen paar- 
weise zusammenfallen, ausgezeichnet durch ein zuzuordnendes Nullsystem, 
ist Cremona spiiter (Rend. Ist. Lomb. I, 1868) zuriickgekommen, wahrend 
er zunichst zu den Raumkurven auf dem Hyperboloid iiberhaupt (C. R. 52, 
Annali IV), dann (C. R. 54, 1862) zur abwickelbaren Fliche 5** Ordnung 
der Schmiegungsebenen einer andern, schon von Cayley behandelten Raum- 
kurve 4'** Ordnung iibergeht: der mit stationirem Punkt, die ihm wiederum 
zu einem Nullsystem Anlaf gibt. — 
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Eine der geometrischen Richtungen Cremonas geht auf die linearen Ver- 
wandtschaften und besonders auf die Beziehungen der Polarentheorie. In dem 
fruchtbaren Jahre 1861 entstand nun, neben den riiumlichen Betrachtungen, 
auch dasjenige Werk, welches diese Richtung am meisten charakterisiert und 
das fiir die Systematik der ,,Geometria pura“ der Ebene eine Tat geworden ist: 
die ,,Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane“. Als Abhandlung 
wurde es noch im Dezember jenes Jahres der Akademie von Bologna ein- 
gereicht (deren Rendiconto 1861—62) und erschien in deren Memorie ((1), XII); 
die deutsche Buchiibertragung durch M. Curtze (Greifswald 1865) hat noch die 
von Cremona 1864 (Annali VI) gegebenen Verbesserungen und Zusiitze in 
sich aufgenommen. 

Cremona liefert eine einheitliche geometrische Entwickelung und 
Darstellung des ganzen vorhandenen oder mit den damaligen Mitteln 
erforschbaren Stoffes aus der Theorie der allgemeinen ebenen algebraischen 
Kurven. Was ihm damals von Synthetischem vorlag, waren einige grund- 
legende Methoden, so die von Chasles und Jonquiéres iiber Erzeugung 
von Kurven, und die von Steiner 1848 gegebenen Polarensiitze (,,Allge- 
meine Eigenschaften der algebraischen Curven“, Cr. J. 47). Das Ziel der 
Arbeit Cremonas, letztere Siitze zu beweisen, also das Steinersche Pro- 
gramm durchzufiihren, ist erreicht worden. 

Durchgangspunkt des Buches bilden metrische Definitionen des Doppel- 
verhiiltnisses und der projektiven Beziehung, die Theorie der harmonischen 
Mittelpunkte 7“ Grades, beziiglich eines festen Pols, fiir ein System von 
n Punkten einer Geraden, die Involutionsgruppen von je » Punkten einer 
Geraden — alles nach Poncelet und Chasles und mit den von Jonquiéres 
kurz vorher (1859) gegebenen Verallgemeinerungen; wie bei diesen Geo- 
metern hergeleitet aus den Gleichungen fiir die Parameter der Abstiinde. 
Diese Gleichungen dienen, neben dem Kontinuitiits- und andern abziihlenden 
Prinzipien, zur Ableitung der Schnittpunktsiitze und der Siitze fiir Involution 
und Kurvenbiischel. Hier steht also Cremona wesentlich auf dem Boden seiner 
Vorgiinger. Aber die Methoden werden leicht und sicher angewendet, und 
ein zerstreuter, noch kaum in den Elementen entwickelter Stoff wird in 
geordneter Ideenverarbeitung einfach und doch weitfiihrend dargestellt. 
Schon der erste Teil enthilt manches Originale, wie Untersuchungen iiber 
den Einflu8 zusammenfallender Basispunkte bei der Kurvenerzeugung. Die 
geometrisch — abgesehen von dem Grafmannschen algebraischen Ausgange- 
punkt — groBangelegte Polarentheorie, mit ihren Verzweigungen bis zu 
allen Eigenschaften auch der ,gemischten“ Polaren, der Steinerschen und 
Hesseschen Kurve und deren Hauptsingularitiiten hin, mit ihrer umfassenden 
Anwendung auf die Theorie der Kurven dritter Ordnung, ist aufs Héchste 
lehrreich und fiir die Entwickelung der Geometrie anregend geworden. 
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Wenn Cremona sich in den Abzihlungen, so in der Theorie der 
Indizes von Kurvensystemen, noch zu eng an Jonquiéres anschlieBt, so 
nimmt doch schon die deutsche Ausgabe die Chaslessche Charakteristiken- 
theorie der Kegelschnittsysteme von 1864 auf. Er erkennt 1863 (Annali V) 
den Grund der Widerspriiche der bisherigen Abziahlungen in der Existenz 
von zerfallenden Kegelschnitten, die Richtigkeit seiner bisherigen beziig- 
lichen Resultate aber darin begriindet, daB sie nur Punkt-Gerade-Bedingungen 
betreffen. Diese speziellen Betrachtungen kénnen als ein Vorliufer der 
Charakteristikentheorie gelten, deren Bedeutung Cremona als erster erkannte 
und der er auch dadurch eine besondere formale Wendung gab, daB er 
ein System von drei Bedingungen fiir Kegelschnitte zusammen durch eine 
lineare Funktion von drei Zahlen definierte. Bei den allgemeinen Anzahl- 
bestimmungen Cremonas, die zum Teil komplizierte Probleme richtig 
erledigen, wird man sich erinnern, daB 1861 das Korrespondenzprinzip 
noch nicht in seiner allgemeinsten Form ausgesprochen war. 

Auf dem heutigen Standpunkt fillt die algebraische Grundlage auf, 
die der Reinheit der Methode der synthetischen Geometrie nicht entspricht. 
Und ebenso vermift man die Strenge, die man jetzt von den Definitionen 
und Beweisen, insbesondere der Schnittpunktsitze, sei es von algebraischem, 
sei es von geometrischem Standpunkte aus, zu fordern berechtigt ist. 
Aber Cremona, der selbst seit lange diese Ansicht geteilt, konnte sich zu 
einer zweiten Bearbeitung des Buches deshalb nicht entschlieBen, weil sie 
eben einer volligen Neugestaltung hitte gleichkommen miissen; und ein 
anderweitiger Ersatzversuch ist nicht gemacht worden. immerhin wiire 
vor allem die heutige italienische Wissenschaft in der Lage, der Geometrie 
ein neues analoges Werk zu geben, das den groBen Fortschritten seit 
40 Jahren Rechnung tragen wiirde, auf sicheren Grundlagen, die ihm erst 
einen unvergiinglichen Nutzen sicherten. Fiir Cremonas Werk bleibt die 
historische Bedeutung, daB es mit seinen Methoden und Auffassungen die 
Fiihlung der reinen Geometrie mit der ganzen analytisch-geometrischen 
Entwicklung hergestellt hat, welche durch Pliicker, Hesse und Clebsch, 
durch Salmon und Cayley hochgekommen war. — 

Wie dieses Buch zu Beginn der Bologneser Zeit entstand, so reitte 
am Schlusse derselben das Werk heran, das die Polarentheorie von den 
Kurven zu den Fldchen fortsetzte, die ,,Preliminari di una teoria geometrica 
delle superficie (veréffentlicht in den Mem. Acc. Bologna VI, 1866 und 
VII, 1867; deutsch, mit starken Erweiterungen, iibertragen durch M. Curtze, 
Berlin 1870): eine gliickliche und erfolgreiche Ergiinzung des urspriing- 
lichen Plans, die an Systematik dem ersten Buche gleichkommt, an 
Originalitiit es noch iibertrifft. Mit dem viel umfassenderen und sehr viel 
komplizierteren Stoff, an dem bisher hauptsichlich nur die ersten Algebraiker 
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Erfolge aufzuweisen hatten, wachst auch Cremonas Kraft, und seine geo- 
metrischen Methoden bearbeiten und bemeistern ihn in einer Weise, daf 
gerade diesem Werke zugleich der didaktische und der schépferische 
Charakter aufgedriickt ist. Die prignante und verstiindliche Schreibart 
ist beiden Biichern gemeinsam. 

Cremonas Betrachtungen entbehren natiirlich auch hier wieder der 
Reinheit und Strenge der Grundlagen; aber sie wirken auch in dem 
héheren Gebiete gerade dadurch anregend, da sie sich im allgemeinen 
ohne Miihe in algebraische Form umsetzen lassen. Nur einige tief ein- 
dringende Forschungen lassen sich auf analytischem Wege schwerer ver- 


folgen: so bezeugt das lehrreiche — aus Korrespondenz mit Cayley und 
Zeuthen angeregte, nur in der deutschen Ausgabe enthaltene — Kapitel, 


das die Singularitiiten von abwickelbaren Flichen mittels der Polaren- 
theorie untersucht, ein starkes intuitives Erfassen des Infinitesimalen; es 
hat auch bald weitere Fortschritte (Zeuthen, mit Hilfe der Korrespondenz- 
theorie, Annali (2), III, 1869) hervorgerufen. 

Eine weitere Férderung der allgemeinen Prinzipien der Polarentheorie 
der Flichen x‘** Ordnung hat Cremona in den ersten Abschnitten seiner 
groBen Abhandlung iiber die Fliichen 3‘ Ordnung (,.Mém. de géom. pure 
sur les surfaces du 3° ordre“, Crelle J. 68) gegeben, mit welcher er 1866 
(zugleich mit R. Sturm) den Steiner-Preis der Berliner Akademie erwarb 
und welche voll in die deutsche Ausgabe der Preliminari aufgenommen 
ist. In den Vordergrund tritt hier die geometrische Untersuchung der, 
symmetrischen Determinanten entsprechenden Orter und ihre Anwendung 
auf die Flichensysteme: die Jacobische Fliche eines Systems, und die 
Hessesche und Steinersche Kernfliiche einer Fliche n‘** Ordnung: alles im 
Sinne des Steinerschen Programms von 1856, und in vielfacher Begegnung 
mit den bedeutendsten algebraischen Forschungen von Salmon und Clebsch. 

Von Arbeiten, die wesentlich der Polarentheorie angehéren, seien 
noch einige angefiihrt. Die Arbeit iiber die Steinersche Fliiche (Cr. J. 63, 
Febr. 1864) erschlieBt von der Betrachtung eines Kegelschnittnetzes aus, 
wenn auch wesentlich an Schréter anschlieBend, neue Eigenschaften tiber 
das singulire Tetraeder der Fliche. Die Note iiber die, schon von Steiner 
behandelte, dreispitzige Hypozykloide (ib. 64) leitet aus der Einordnung 
der Kurve unter die allgemeinen Kurven 3"" Klasse Resultate ab; einige 


Noten aus derselben Zeit im Messenger of Math. (III) beziehen sich aut 


das vollstiindige Vierseit: den sog. 14-Punktkegelschnitt, und eine Um- 
formung des Normalenproblems der Kegelschnitte mittels der quadratischen 
Transformation, welche Gerade in Gerade, die Punkte der Ebene in dic 
dem Diagonaldreieck einbeschriebenen Kegelschnitte iiberfiihrt. — 
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Inmitten der Entstehungszeiten der beiden Hauptwerke der projektiven 
Geometrie kam bei Cremona eine zweite Richtung der Verwandtschaftslehre 
zam Durchbruch: die der rationalen Transformationen. In dieser Richtung, 
die seiner Geistesart besonders entsprach, ist er tiber den Systematiker 
hinausgegangen und zum bahnbrechenden Forscher geworden: die all- 
gemeinen eindeutigen und eindeutig umkehrbaren, algebraischen Trans- 
formationen zweier Ebenen ineinander tragen seinen Namen. 

Cremonas Bestrebungen in diesen Ebenentransformationen gehen auf 
1862 zuriick. .Er behandelt zuerst (,,.Intorno alla trasformazione geo- 
metrica ete.“, Rend. Acc. Bologna vom 27. Miirz 1862) das in der Ebene 
Duale der eindeutigen quadratischen Punkttransformationen von Magnus, 
und zwar, wie fiir diese unmittelbar vorher (Turiner Ak.) Schiaparelli, 
die vermége homographischer Umformung herzustellenden reellen Typen. 
Mit letzterem geht er hierbei durch die falsche Anschauung hindurch, hier 
die allgemeinsten ein-eindeutigen Transformationen der Ebene vor sich zu 
haben. Aber bald erkennt er aus der — auch schon von Magnus ge- 
machten — Bemerkung, daf eine Fortsetzung von quadratischen Trans- 
formationen zu héheren fiihre, seinen Irrtum. Er erweist 1863 (,,Sulle 
trasformazioni geometriche ete“, Mem. Acc. Bologna, II) mittels Strahlen, 
die zwei raiumliche Leitkurven treffen, also in Erweiterung der Steiner- 
schen windschiefen Projektion, die geometrische Existenz von ein-ein- 
deutigen Ebenentransformationen » — , bei welcher den Geraden je Kurven 
irgend einer Ordnung » entsprechen — freilich zuniichst nur an dem Fall 
der Kurven x" Ordnung mit gemeinsamem (x —1)-fachem Punkt, ein 
Fall, der spiiter nach Jonquiéres benannt wurde, weil dieser ihn schon 
1859 der Pariser Akademie vorgelegt hatte, wenn er ihn auch erst 1864 
(Nouv. Ann. III) veréffentlichte. Und Cremona stellt auch schon all- 
gemein die zwei arithmetischen Bedingungen, fiir Konstanten- und Schnitt- 
punktanzahl, auf, denen irgend ein Kurvennetz n** Ordnung geniigen muB, 
wenn es den Geraden entsprechen und zu einer ein-eindeutigen Trans- 
formation fiihren soll. 

Die eigentlich grundlegende Arbeit fiir die ganze Theorie ist die am 
15. Dez. 1864 der Akademie iibergebene Arbeit (unter demselben Titel, 
Mem. V; in kurzem Auszuge schon im Sept. 1864 der in Bath tagenden 
British Assoc. tibermittelt). Abgesehen davon daB die Frage, wie weit 
jene zwei Bedingungen auch geometrisch geniigen, soweit gefdrdert ist, 
da8 noch die Irreduktibilitiit einer allgemeinen Kurve des Netzes als not- 
wendige Bedingung erkannt wird, werden die Grundbegriffe der Theorie 
selbst hier zum ersten Male eingefiihrt und erértert: die Begriffe der 
Fundamental-Punkte und -Kurven (,,curve principale“) der beiden Ebenen, 
ihr Zusammenhang mit der Jacobischen Kurve des Netzes der Trans- 
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formationskurven, die hierdurch entstehende Paarung der fiir jedes n 
endlich vielen Liésungssysteme der zwei arithmetischen Definitionsglei- 
chungen. Das Studium der Jacobiana und des gegenseitigen Verhaltens 
der Fundamentalkurven in ihren Schnittpunkten fiihrt Cremona sogar 
schon zur Beobachtung und zu einem Beweise des Satzes, daB die ge- 
paarten Lésungssysteme bis auf die Anordnung iibereinstimmen: ein in- 
duktiver Beweis, der spiiter (diese Annalen IV) von Clebsch durch einen 
eleganteren ersetzt wurde. Als ein Fortschritt iiber die Cremonasche 
Theorie hinaus wire nur die Erkenntnis anzufiihren, daB sich die simt- 
lichen Transformationen als aus quadratischen zusammengesetzt ansehen 
lassen — ein Theorem, das, obwohl schon 1870 von deutscher und eng- 
lischer Seite ausgesprochen, erst 1901 von den italienischen Geometern 
vollig sichergestellt wurde. 

Wie iibrigens die beiden Richtungen, in welche wir Cremonas Titig- 
keit zerlegt haben, bei ihm nicht isoliert neben und nacheinander her- 
laufen, zeigte sich hier gerade darin, daB die eingehende Betrachtung der 
Jacobischen Kurve eines Netzes, die in die deutsche Ausgabe der ,,Intro- 
duzione“ aufgenommen ist, durch die Ebenentransformationen angeregt 
erscheint. Auch in die ,,Preliminari“ greift an einer Stelle die Theorie 
der rationalen Transformationen, die sich inzwischen unter den Hinden 
von Cremona und Clebsch entwickelt hatte, ein: in dem schénen Beweis 
der Erhaltung der Geschlechtszahl bei sich eindeutig entsprechenden 
Kurven, mittels doppelter Bestimmung der Ordnung der Doppelkurve der 
Regelfliche, welche durch die entsprechende Punkte verbindenden Geraden 
erzeugt wird. Cremona dachte sich spiiter eine noch engere Verbindung 
zwischen beiden Richtungen, ohne ihr aber niher zu treten: als im Juni 
1871 von dem Verfasser dieses Aufsatzes auf die Zerlegung beliebiger 
Kurvensingularitiiten mittels der Transformationen, etwa quadratischer, 
hingewiesen worden war, griff Cremona sogleich den Gedanken voll auf. 
»osollte ich“, bemerkte er brieflich schon unter unter dem 18. Juni, in 
deutscher Sprache, die er geliufig schrieb, ,,in Zukunft eine neue Ausgabe 
meiner geometrischen Werkchen iiber Kurven und Flichen bearbeiten, 
so werde ich mich bestreben, auf die Lehre der Transformationen und auf 
Thr --- Verfahren die Theorie der mehrfachen Punkte zu begriinden; was 
so gewiB weit besser als anders gelingen wird. — 

Der Gesichtspunkt der héheren Verwandtschaften fiihrt Cremona iiber 
die Ebenentransformationen hinaus zu den eindeutigen ebenen Abbildungen 
von Fldchen. Die erste Ausfiihrung in dieser Richtung ist in der oben 
erwahnten Preisarbeit von 1866 iiber die Fliichen dritter Ordnung enthalten. 

Die Abbildung ist Cremona hierbei ein Mittel zur Behandlung der 
Geometrie auf der Fliiche dritter Ordnung. Es erscheint unnétig, jetzt 
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im einzelnen zu berichten, wie diese Untersuchungsrichtung geometrisch 
und algebraisch sich entwickelt hat, da es in diesen Annalen bei Gelegen- 
heit der Wiirdigung der Arbeiten von A. Clebsch durch den Verfasser 
bereits geschehen ist (Math. Ann. VII, 8. 30—33). Nur sei daran erinnert, 
da8 Cremona schon 1861 mit Chasles die Geometrie auf der Fliche 2'* 
Ordnung aus deren projektiver Erzeugung studiert hatte. Jetzt, etwa um 
die Wende 1864/65, geht er, wie Clebsch, von der GraBmann-Steiner- 
schen Erzeugung der allgemeinen Fliiche 3'* Ordnung durch drei pro- 
jektive Ebenenbiindel aus, oder vielmehr von einer Verallgemeinerung: 
von der ein-eindeutigen Transformation des ganzen Raumes, welche durch 
drei projektive Ebenennetze bewirkt wird; hieraus studiert er das Geraden- 
system der Fliche nach allen Seiten, dann ihre Kurvensysteme. Genau 
zur Zeit, als diese Arbeit der Berliner Akademie eingereicht wurde, lag 
Clebschs dasselbe Thema mit denselben Mitteln behandelnder, nur alge- 
braisch gehaltener Aufsatz von Oktober 1865 dem Crelleschen Journal 
vor (Cr. J. 65); und beide Arbeiten stimmen auch in den Spezialisierungen 
auf die Schnitte mit Flichen 2‘* und 3° Ordnung und derer Beziehungen 
zu den Doppelsechsen von Geraden iiberein. Das Zusammentreffen wird 
geniigend durch den beiderseitigen gleichen Ausgangspunkt erklirt: ,,Es 
macht mich sehr gliicklich“, schreibt Clebsch unter dem 21. Juli 1866 an 
Cremona, ,mich mit Ihnen in diesen Untersuchungen zu begegnen, und 
ich werde mich freuen, Ihre Methoden kennen zu lernen; ein solches 
Zusammentreffen zeigt jedenfalls, daB man an der richtigen Stelle arbeitet“. 
Fiir Cremonas Arbeit ist aber noch charakteristisch, einmal daf er auch 
die Beziehungen der speziellen Schnitte zur Polarentheorie hervorhebt, 
so der von Steiner angegebenen konjugierten Trieder, deren Ebenen 
einander je in Geraden der Fliche treffen und von denen u. a. nach- 
gewiesen wird, daB die Scheitel jedes der 120 Paare korrespondierende 
Punkte der Hesseschen Fiche sind; sodann Realitiitsuntersuchungen, auch 
mittels dieser Trieder. 

Cremona geht hier in der Tat, wie er sich ausdriickt, in den Geist 
der miichtigen und lichtvollen Steinerschen Methoden ein; aber seine 
Grundlage ist eine noch allgemeinere, indem er die speziellen von Steiner 
gegebenen Erzeugungen vinheitlich zusammenfaBt. Ubrigens bleibt die 
Entwickelung der Geometrie einer Fliche aus als bekannt angenommener 
Erzeugung, ohne daB deren allgemeine Giiltigkeit untersucht wird, sein 
wesentlicher Gesichtspunkt; und in dieser Richtung bewegen sich nun 
mehrere weitere Abbildungsarbeiten, parallel mit solchen von Clebsch. 

In dem angefiihrten Briefe vom Juli 1866 hatte Clebsch ein aus der 
Abbildung auf ziemlich weitliiufigem Wege analytisch erhaltenes Resultat 
tiber den algebraischen Charakter der Haupttangentenkurven (Raumkurven 
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4** Ordnung 2‘* Spezies) auf der Steinerschen Fiche angedeutet. Die 
Einfachheit des Resultats reizte Cremona, es auf geometrischem Wege 
aufzufinden, und schon im September konnte er die Abbildung der ebenen 
Schnitte der Flache durch ein Kegelschnittsystem der Ebene und die der 
Haupttangentenkurven durch die dem _,,Polvierseit* des Systems ein- 
beschriebenen Kegelschnitte melden (cf. die Note in Rend. Ist. Lomb. IV 
von Januar 1867). Seine friiheren Betrachtungen iiber das vollstiindige 
Vierseit kamen ihm hier zu statten. Wiederum begegnete er sich mit 
Clebsch (Cr. J. 67); nur treibt er die Spezialisierungen der Fliiche bei 
Koinzidenz der drei Doppelgeraden weiter, wihrend er die windschiefen 
Flichen 3** Ordnung nicht als Spezialisierung behandelt. Bei den wind- 
schiefen Flichen n‘* Ordnung mit zwei vielfachen Leitgeraden hingt der 
algebraische Charakter der Haupttangentenkurven, den Cremona kurz 
darauf (Annali (2), 1) aus Abbildung, aber analytisch, bestimmt, mit einem 
Lieschen Satz iiber einfach unendlich viele lineare Geradenkomplexe, denen 
diese Fliichen angehéren, zusammen (cf. diese Annalen V, S. 23, Anm.). 
Auch im Anschlu8 an Liesche Begriffe iiber Kriimmungslinien zeigt 
Cremona (Mem. Acc. Bologna, I, 1870), wie diese Kurven fiir abbildbare 
Flichen nach der Abbildung konstruierbar sind. 


Aus der Abbildungstitigkeit heraus sollte sich, ebenfalls noch in der 
Mailander Zeit, die Erweiterung der Cremonaschen Ebenentransformationen, 
die Theorie der ein-eindeutigen Raumtransformationen entwickeln. 

Sie fiihrt zuniichst wiederum auf die Preisarbeit von 1866 zuriick, 
auf die dort betrachtete, oben erwiahnte allgemeine Raumtransformation, 
welche zwei Raume einander so zuordnet, daB sie den Ebenen jedes 
Raumes im andern Fliichen 3°" Ordnung mit gemeinsamer Basiskurve 6'** 
Ordnung vom Geschlecht 3 entsprechen lift. Es ist eine Verallgemeinerung 
einer schon von Hesse und dann vielfach benutzten Verwandtschaft, 
welche auf drei symmetrisch-bilineare Gleichungen fiihrt: der Zuordnung 
der Raumpunkte durch die Paare konjugierter Punkte beziiglich eines 
Biindels von Flichen 2** Ordnung. Aber 1866 verfolgte Cremona den 
allgemeinen Transformationsgedanken fiir den Raum nicht in dem Sinne 
weiter, in dem er es friiher fiir die Ebene getan hatte; und auch dem 
etwaigen Zusammenhang seiner Abbildung der Steinerschen Flaiche mit 
solchen Transformationen ging er nicht nach. 

Inzwischen hatte nun Clebsch die Abbildungen auf neue Flichenarten 
ausgedehnt; und in Arbeiten des Verf. dieses Aufsatzes (diese Annalen II, 
1869; die erste von III, 1870, ,Uber Flichen etc.“), welche auf dem 
Boden der Cremonaschen Ebenentransformationen und der Clebschschen 
Abbildungen erwachsen sind, waren einerseits allgemein die bei Raum- 
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transformationen auftretenden Fundamentalgebilde untersucht worden, andrer- 
seits waren, gerade zum Zwecke von ebenen Abbildungen mehrerer F lichen, 
als Hilfsmittel einige jener ein-eindeutigen 3-3-Raumtransformationen 
hervorgetreten, charakterisiert durch besonderes Zerfallen der Basiskurve 
6‘** Ordnung; zugleich (III, p. 227) war die allgemeinere Verwendbarkeit 
dieses Hilfsmittels wenigstens angedeutet worden, und Cremona hatte 
letztere Arbeit in einem Kurs am Istit. Tecnico Superiore im Jahre 1870/71 
behandelt. Im Dezember 1870 erschien zugleich eine Abhandlung von 
Cayley (Proc. London Math. Soc. III), in der der Begriff der allgemeinen 
ein-eindeutigen Raumtransformation, insbesondere derer durch drei bilineare 
Gleichungen, dargelegt und einige Fiille, insbesondere eine Transformation 
2—3, betrachtet waren, aber ohne die Abbildungen zum Ziel zu nehmen. 
Aus diesen Umstiinden sollte sich wieder ein Zusammentreffen eigenster 
Art entwickeln. 

Es war der Gedanke des Zerfiillens der Grundkurve der Trans- 
formation, der die Méglichkeit einer fruchtbringenden und umfassenden 
Anwendung dieser Theorie auf die Flichenabbildungen eingab, und zwar 
sowohl bei Cremona, als bei dem Verfasser dieser Wiirdigung. Wihrend 
letzterer um die Wende des Jahres einen Aufsatz in dieser Richtung aus- 
arbeitete (,,Uber die eindeutigen Raumtransformationen“, diese Annalen III, 
erschienen in den ersten Tagen des Mai 1871), ging auch Cremona, an- 
schlieBend an seinen Kurs, in ganz demselben Sinne vor. Zuniichst ver- 
Sffentlicht er unter dem 9°" und 23°" Marz 1871 eine Note (,,Sulle 
superficie di quart’ ordine, etc.“, Rend. Ist. Lomb.) tiber einen speziellen 
Fall der bekannten Raumtransformation 2—2, die im wesentlichen mit 
der durch reziproke Radien identisch ist: den interessanten Fall, daB 
Fundamentalpunkt und -Kegelschnitt zusammenriicken; und er verwendet 
diese Verwandtschaft, wie es iibrigens gerade vorher mit dem allgemeinen 
Fall durch Geiser geschehen war (Cr. J. 70), zur ebenen Abbildung der 
Fliiche 4‘ Ordnung mit Doppelkegelschnitt. Anfang Mai aber iibergibt 
er der Gdttinger Societiit eine Note (,Uber die Abbildung algebraischer 
Flichen“, Gott. Nachr. vom 3. Mai 1871; mit Erweiterung des Schlusses 
abgedruckt in den Annalen IV, datiert vom 1. Juni), welche mit der ge- 
nannten Annalenarbeit nicht nur in ihren Zielen und Mitteln, sondern 
auch in den Formulierungen vollig iibereinstimmt: bis auf ,,minuti parti- 
colari“ (cf. Cremonas Note vom 1. Juni in den Rend. Ist. Lomb.). Man 
sollte sich nicht dariiber wundern — so etwa fihrt Cremona fort —, 
wenn man die gegenseitige Abhiingigkeit der Ausgangspunkte beachtet. 

Aber wenn die beiden Arbeiten nach Zeit und Stoff: in der Charakteri- 
sierung des Transformationssystems, in der Aufstellung von Ausartungen 
und in deren Anwendungen im allgemeinen und im einzelnen zusammen- 
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fallen, abgesehen von der iiuferlichen Form der mehr oder weniger geo- 
metrisch ausgesprochenen Methode, und abgesehen davon, daB Cremona 
die Schnittpunktsysteme der Fundamentalpunkte der Abbildungen nicht 
immer verfolgt, so geht Cremona nun dariiber hinaus. Schon am SchluB 
der Géttinger Note wird eine ganze Reihe von neuen héheren Trans- 
formationen angedeutet, insbesondere von solechen 3—~», namlich 3** Ord- 
nung mit einer Umkehrung der Ordnung 9 >> 3; das leitende Prinzip 
entwickelt er in der Annalenausfiihrung und in Noten vom 4. Mai und 
1. Juni 1871 (,,Sulle trasformazioni razionali nello spazio“, Rend. Ist. 
Lomb.; teilweise wiedergegeben in Annali V). Es besteht in einer Art 
von Umkehrung des friiheren Prozesses, die Transformationen zu Ab- 
bildungen zu benutzen: aus einer bekannten ebenen Abbildung einer Fliche 
n‘* Ordnung wird eine Transformation n‘* Ordnung hergeleitet, namlich 
ein dreifach unendliches System von Flichen n‘* Ordnung, dem jene 
Fliche angehért und dessen Flichen sich zu drei im allgemeinen in je 
einem beweglichen Punkte schneiden — ein ,,homaloidisches* System, dem 
die Ebenen des andern Raumes zugeordnet werden. Zur Herleitung ge- 
niigt es nach Cremona, in der Ebene der Abbildung der gegebenen Fliache 
ein ,,homaloidisches* Netz von rationalen Curven anzunehmen, das, ver- 
bunden mit einer festen Kurve, die Abbildung von Schnitten der Fliche 
mit Flichen n** Ordnung vorstellt, welche dieselben vielfachen Linien 
und Punkte wie die gegebene Filiiche enthalten. Freilich fiihrt nicht jede 
abbildbare Fliiche zu einer Raumtransformation; aber Cremona hat hier 
eine endlose Kette von neuen eindeutigen Transformationen und von Ab- 
bildungen hergestellt, bis zu kompliziertesten und singulirsten hin, die 
auf keine andere Weise vorauszusehen méglich gewesen wiire: in der Tat 
eine ,unerschépfliche Quelle“ (diese Ann. IV). 

Cremona hat selbst wiederholt aus dieser Quelle geschipft. Er be- 
arbeitet geometrisch und algebraisch die Transformation 2—4 (Mem. Ace. 
Bologna (3), I, unter dem 4. Mai 1871), mit Abbildung einer speziellen 
Fliche 4‘ Ordnung, diesmal mit Untersuchung des Schnittpunktsystems; 
bald darauf (ibid. Il, 1872) Abbildungen zweier Flichen mit Riickkehr- 
kurven, Flaichen, die er aus Transformation hervorgehen laBt. 1881 be- 
handelt er, in den von ihm mit Beltrami herausgegebenen ,,Collectanea 
in Memoriam D. Chelini“, die Fliche vierter Ordnung mit einem Selbst- 
beriihrungspunkt*); und noch 1884 untersucht er, im Anschlu8 an Ent- 
wickelungen Caporalis, seines Schiilers, die reziproke Polare der allgemeinen 
Flaiche dritter Ordnung aus der Abbildung letzterer Fliche (Transact. R. 
Soc. Edinburgh XXXII), und nach seinem Prinzip aufgestellte neue 


*) cf. zur Ergiinzung diese Annalen Bd. 33, p. 552. 
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Raumtransformationen 4—6 (R. Irish Acad. XXVIII) und 5—6 (Proc. London 
Math. Soc. XV). Erst ein geringer Teil des gewaltigen Stoffes ist in 
Angriff genommen; insbesondere bleibt hiiufig die Frage nach dem Grad 
der Allgemeinheit der abgebildeten Fliche noch zu erledigen. 


Aus der Mailinder Zeit haben wir noch einiger Leistungen Cremonas 
za gedenken. Fiir die Regelfliichen 4°" Grades liefert er mit Hilfe der 
Korrespondenztheorie eine Klassifikation, zugleich nach der Natur der 
Doppelkurve und der Enveloppe der Doppelebenen, wobei er den von 
Cayley gegebenen Arten acht neue zufiigt (Mem. Acc. Bologna (2), VIII, 
1868). Zwei Jahre spiiter verkniipft er die Geradentheorie der Fliche 
3° Ordnung mit gruppentheoretischen Untersuchungen. C. Jordan hatte 
(C. R. 1869) die Gruppe der Dreiteilung der ultraelliptischen Funktionen 
und den Ubergang von ihrer @leichung 40*" Grades zu einer des 45%" 
entwickelt, und war mittels einer Funktion von sechs Wurzeln der 
letzteren zu einer Resolvente 27'°* Grades gelangt, mit einer Gruppe, 
die derjenigen der Gleichung fiir die Geraden der Fliichen 3‘* Ordnung 
isomorph ist. In dem umgekehrten Ubergang von letzterer Gleichung zu 
einer solchen 40'" Grades trafen nun beide Forscher zusammen (Jordan 
in C. R. Febr. 1870; Cremona in Rend. Ist. Lomb. III, Marz 1870). Mit 
Hilfe der friiher behandelten konjugierten Trieder bildet Cremona aus 
den 45 dreifachen 'langentenebenen zwei Arten von Enneaedern, deren 
neun Ebenen je alle 27 Geraden umfassen; die hier in Frage kommenden 
Enneaeder der ersten Art sind wie die neun Wendepunkte einer Kurve 
3° Ordnung zusammengesetzt, ihre Anzahl ist 40, und ihre Beziehungen 
sind genau dieselben, wie sie Clebsch in den Gott. Abh. von 1869 fiir 
die Gleichung 40° Grades der Dreiteilung entwickelt hat. — 

Ein in Kooperation mit Brioschi und Casorati 1868/69 am Istituto 
Teen. Sup. eingerichteter Kurs hat Cremona 1869 AnlaB zu einigen Noten 
aus der Theorie der algebraischen Funktionen gegeben. Cremonas Vortriige 
hatten den Zweck, in die algebraischen Teile der Theorie der Abelschen 
Funktionen von Clebsch-Gordan einzufiihren, mit Verwertung des Ganges 
der ,.ntroduzione“. So entstand eine Darstellung der Einteilung der 
Integrale in Typen und des Abelschen Theorems (Mem. Acc. Bologna X), 
die etwas mehr geometrisch gehalten war als in jenem Buche; ferner eine 
Note iiber die Transformation der hyperelliptischen Kurven (Rend. Ist. 
Lomb. (2), Il) und eine Note iiber die Anzahl der Moduln einer allge- 
meinen Kurvenklasse, die, wenn auch fir p=5 nicht zutreffend, fiir 
p=6 sinnreich auf die Riemannsche Form oder auf die niedrigste Normal- 
kurve mit 15 Moduln fiihrt. 

In der rémischen Zeit, von 1873 an, hat die Forschertiitigkeit Cremonas 
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keine neue Richtung eingeschlagen, wohl aber noch einige Friichte ge- 
bracht. AuBer einigen schon erwihnten Transformationsarbeiten, und 
auBer einer algebraischen Note von 1879 (Rend. Ist. Lomb. (2), XII) iiber 
Polyeder, die aus Schmiegungsebenen einer Raumkurve 3*' Ordnung ge- 
bildet sind, ist besonders eine Untersuchung aus dem Jahre 1877 iiber 
das Pascalsche Sechseck (,,Teoremi stereometrici ete.“, Atti. Acc. Line. (3), I) 
mit der Fortsetzung tiber die Polarhexaeder der Fliche 3° Ordnung (diese 
Annalen XIII, vorgetragen auf der Miinchener Naturforscherversammlung 
von 1877) hervorzuheben. Die Untersuchung ist durch eine Arbeit 
G. Veroneses, seines Schiilers, angeregt, die Cremona im selben Bande der 
Atti mitgeteilt hatte. Von perspektiven Dreiecken ausgehend, hatte Veronese 
neue polare Konfigurationen innerhalb des Gebildes des Pascalschen Sechs- 
ecks gefunden und damit bekannte und neue Eigenschaften bewiesen. 
Durch eine raumliche Betrachtung, nimlich durch Projektion des Ge- 
radensystems einer Flaiche 3°" Ordnung mit Doppelpunkt aus diesem auf 
eine Ebene, machte nun Cremona diese Higenschaften intuitiv evident. 
Zwar hatte Cayley schon 1868 (Papers VI) die Projektion eines riium- 
lichen Sechsseits benutzt; hier aber wurde das System der 15 nicht 
durch den Doppelpunkt gehenden Geraden, die je zu drei in 15 Ebenen 
liegen, verwendet und damit gerade das Wesentliche der Figur, wihrend 
die unwesentlichen Schnittpunkte im Raume nur als scheinbare erschienen. 
Diese Seite der Frage ist weiterhin von Richmond (ef. diese Annalen LIII) 
unter Ubergang zu ebenen Sechsriumen des vierdimensionalen Raumes 
verfolgt worden. 

Wie Cremona weiter erkennt, geniigte jede Figur von 15 Geraden, wie 
sie nach AusschluB einer der 36 Doppelsechsen auf einer allgemeinen Fliiche 
3** Ordnung liegt, zu demselben Zwecke; und diese Erkenntnis hat ihn zu 
einem interessanten Resultate geleitet, das in diesen Annalen XIII alge- 
braisch ausgefiihrt wird: zu einem Zusammenhang zwischen der Geraden- 
und der Pentaedertheorie bei der allgemeinen Fliche 3" Ordnung. Als 
»Kern* der riumlichen Figur tritt niimlich zuniichst ein Sechsflach auf: 
die 15 Ebenen gruppieren sich in zehn Paare konjugierter Trieder, deren 
Scheitel in der Projektion die Steinerschen Punkte werden; und diese 
2-10 Scheitel sind die Ecken des Sechsflachs. Bezieht man nun die 
Flaiche auf dasselbe, so stellt sich ihre Gleichung als eine Summe von 
sechs Kuben dar; man hat also ein ,,Polsechsflach“ vor sich, wie sie 
Reye 1873 (Cr. J. 78) als in vierfach unendlicher Zahl existierend fiir 
die Fliche nachgewiesen hat. Da nun nach Reye alle abwickelbaren 
Flaichen 3** Klasse, welche je zweien solcher Polsechsflache einbeschrieben 
sind, fiinf gemeinsame erzeugende Ebenen besitzen, so kommt man hier 
durch einfache Konstruktion aus zwei verschiedenen der 15-Systeme von 
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Geraden auf ein Pentaeder: das Pentaeder der allgemeinen Fliche 3'* 
Ordnung. Hiermit war eine Frage gelést, welche schon Clebsch sehr am 
Herzen gelegen hat (vgl. diese Annalen VII, 8. 17). — 

Die wiederholt hier beriihrten pddagogischen Bestrebungen Cremonas 
nehmen einen groBen Teil seiner Titigkeit ein. So zeugt ein Aufsatz 
(Atti Acc. Lincei III, 1876) iiber die Lieschen Beziehungen zwischen 
Linien- und Kugelgeometrie, mit vielen Anwendungen, von seinen, den 
Fortschritten der Wissenschaft zugewandten Vortriigen in Rom. Aus den 
Kursen heraus sind auch die Lehrbiicher entstanden. 

Zugleich mit dem Erscheinen von Culmanns Werk iiber die graphische 
Statik (1866) trat Cremona seine Professur fiir dieses Fach an; und ein 
fiir 1866/67 zusammengestellter lithographierter Kurs gibt schon von der 
Theorie des Culmannschen Trigheitsellipsoides fiir planare Trigheits- 
momente und von den zugehérigen Polarbeziehungen mehr rein-geo- 
metrische Fassungen. Die projektiven Methoden haben ihm dann in 
einer Mailiinder Gelegenheitsschrift von 1872, die seitdem wiederholt in 
verschiedenen Sprachen erschienen ist, ,,Le figure reciproche nella statica 
grafica“, zu schénen und vielbenutzten graphischen Konstruktionen zur 
Bestimmung der Spannungen in Fachwerken AnlaB gegeben. Culmanns 
Seilpolygon und Kriiftepolygon fiir ebene statische Probleme werden als 
Orthogonalprojektionen zweier Polyeder erhalten, die in Bezug auf ein 
Nullsystem reziprok sind; so zwar, daB die homologen Seiten der beiden 
ebenen Diagramme direkt ihre parallele Lage einnehmen, wiihrend bei 
einer friiher von Maxwell gegebenen analogen Konstruktion, nur mit 
anderer Art der Reziprozitaét der Polyeder, noch eine Drehung eines der 
Polygone nétig war; und diese Konstruktion wird tiberhaupt und syste- 
matisch auf ebene Fachwerke mit zugehérigen reziproken Krifteplinen 
ausgedehnt. Die Anwendbarkeit der Konstruktion beschriinkt sich freilich 
auf ebene Fachwerke; und auch die rein-projektive Methode wird in der 
graphischen Statik neuerdings als unwesentlich erachtet. Zwei Jahre spiiter 
gab Cremona auch ein Lehrbuch ,,Die Elemente des graphischen Kalkuls“ 
(deutsch durch Curtze, Leipzig 1875) heraus, ein hiibsches lehrreiches 
Werkchen, gedacht als Vorbereitung fiir die graphische Statik auf tech- 
nischen Mittelschulen. 

Aus Vorbereitung der Studierenden fiir die graphische Statik ist, 
wie vorher Reyes, so auch Cremonas Lehrbuch ,,Elemente der projektiven 
Geometrie“ hervorgegangen (erste Auflage 1873; deutsch durch Traut- 
vetter, Stuttgart 1882). Das Werk zeichnet sich durch einen einfachen 
Gang aus: aus den Projektivitiitseigenschaften der Ebene, die zur Ver- 
anschaulichung zunichst durch Zentralprojektion aus dem Raume abgeleitet 
werden, aus den harmonischen Higenschaften des vollstiindigen Vierecks 
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und aus der Dualitit wird systematisch die Lehre von den Kegelschnitten 
gefolgert: Das Metrische, das Cremonas Geist wegen der Anwendungen 
nahe lag, wird, von vornherein und weiterhin, als Beispiel des Projektiven 
verfolgt, um das Interesse und das Verstiindnis fiir dieses zu férdern; 
nicht um jenes zu begriinden. Dabei ist die Durchfiihrung so gliicklich, 
daB das Buch nicht nur den Technikern, sondern noch mehr fiir die 
Erziehung der Mathematiker selbst groBe Dienste geleistet hat. Eine 
Fortsetzung sollte bis zur analytischen Geometrie hingeleiten, ist aber 
nicht erschienen. Spiterhin (Kurs 1898/99) dachte sich Cremona fiir die 
erste Einfiihrung die synthetische und die analytisch-geometrische Richtung 
am besten in einen Lehrgang vereinigt, um méglichst leicht den Gesichts- 
kreis zu erweitern; und aus diesem Bestreben sind auch G. Castelnuovos 
»Lezioni di Geometria analitica e proiettiva“, vol. I, 1904, veranlaBt: diese 
Vereinigung und die Beriicksichtigung der angewandten Mathematik waren 
bis zuletzt Gegenstand seiner Fiirsorge. — 


Bei einem Riickblick auf Cremonas Schaffen fallt auBerlich sein 
hiufiges Zusammentreffen mit anderen Autoren auf. Es ist darauf zuriick- 
zufiihren, daB Cremona ganz in seiner Zeit wurzelt und da bislang 
unklare, in der Zeit reifgewordene Ideen sich leicht an verschiedenen 
Stellen plétzlich zu Theorien verdichten. Am hiiufigsten begegnete er 
Clebsch, der ebenfalls das offene Auge fiir die Probleme seiner Zeit hatte, 
und mit dem er iiberhaupt viele Vergleichspunkte darbietet. Die Freund- 
schaft zwischen den Forschern beruhte in erster Linie auf der gegen- 
seitigen Hochschiitzung des systematischen Geistes des Hinen, der ana- 
lytischen Kraft in der Behandlung geometrischer Fragen des Andern, eine 
Teilnahme, die Beide ermutigte. Vor allem ist sie auf die Uberein- 
stimmung in dem inneren Ideengehalt der beiderseitigen Methoden ge- 
griindet: sie entstand im Beginn der sechziger Jahre, als sich Beide mit 
den Problemen der Polarentheorie beschaftigten und sie hat sich nur noch 
vertieft, als sie 1866 in den Abbildungstheorien zusammengetroffen waren. 
»Wir leben gliicklicherweise in einer Zeit, wo analytische und synthetische 
Geometrie aufgehért haben einander zu befeinden, und zufrieden sind 
voneinander zu lernen“, schreibt Clebsch im Dez. 1863 und Cremona 
erwidert*) ebenso: ,.Ich bin voll iiberzeugt von der gegenseitigen Hilfe, 
die sich Analysis und Synthesis in der Geometrie leisten“. Die von beiden 
Seiten her gekommenen Begriffsbildungen waren ihr gemeinsames Higentum 
geworden; und wihrend sie verschiedenen Ausgangspunkt hatten, stand 
doch ihre intuitive Erfassung der Probleme unter demselben Zeichen: 


*) Nach dem o. c. Nachruf Veroneses. 
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Pliicker. Endlich bildet auch die Art des Denkens einen gemeinsamen 
Grundzug: ganz entfernt von der Richtung auf Lésung bestimmter Einzel- 
fragen oder auf abstrakte Prinzipienfragen ergingen sich beide Forscher 
in freier Schaffenstitigkeit und wurden schépferisch in der Methodik ihrer 
Wissenschaft. 

Wenn Cremona an der jetzt in Italien sich ausbreitenden Tendenz 
nach abstrakt-begrifflichen Untersuchungen keinen Anteil hatte, so ist seine 
generalisierende Kraft, der Geist der allgemeinen Auffassung, aus seinen 
Biichern und seinen Transformationsforschungen um so rascher und tiefer 
in die geometrische Richtung seines Landes eingedrungen; und die Arbeit 
des Forschers und Methodikers ist ein fester Bestandteil der Geschichte 
der reinen Geometrie tiberhaupt geworden. 


Erlangen, Marz 1904. 





Nachtrag. 


Nach Fertigstellung des Druckes dieses Aufsatzes (Mai 1904) sind weitere Nach- 
rufe auf Cremona erschienen von: 
F. Enriques (Rend. Acc. Bologna, v. 13. Miirz 1904); 
KE. Bertini (Proc. Lond. Math. Soc., (2), 1, part 7); 
G. Loria (Bibliotheca Math., (3), V, H. 2, mit genauem Verzeichnis der Arbeiten 
Cremonas) ; 
R, Sturm (Arch. d. Math. u. Phys., (3), VII, H. 1). 
Hiernach, insbesondere nach dem eingehenden Berichte des Herrn Loria, sind 
in dem Aufsatze folgende Verbesserungen vorzunehmen: 
S. 2, Z. 1—2: statt ,stiidtischen Beamten lies ,niederen Beamteten“ 
» 2, 5, 14 ftige hinzu: ,,1853 erhielt Cremona in Pavia auch den akademischen Grad 
eines Ingenieurdoktors“. 
» 2, Anm.; die hier gemeinte Schrift ist eine im Giorn. di Mat. III (1865) erschienene Note, 
» 8, Z. 15: statt 1866" lies 1867". 
» 3, yy BL: yp 885" 1887", 
» 15, ,, 9: ,,  ,,Arten acht lies ,acht Arten vier‘. 


» 17, ,,12: 4, 1866/67" lies 1867/68", 
» Kurs 1898/99" lies ,,.Kurse von 1888 an“. 


x Mae * 


[20. Juli 1904. ] 
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Sur la nature analytique des solutions des équations aux 
dérivées partielles du second ordre. 


Par 


S. Bernsrern a Paris. 


Introduction. 


Tous les géométres et physiciens semblent aujourd’hui d’accord que 
le domaine d’application des mathématiques n’a d’autres limites que les 
limites de nos connaissances mémes. II serait pourtant bien téméraire 
d’affirmer que nous nous trouvons déja en possession des symboles les 
mieux appropriés pour interpréter simplement les phénoménes de la nature. 
Il est au contraire beaucoup plus probable que bien des théories mathé- 
matiques aujourd’hui en estime ne seront admirées plus tard que comme 
des chefs d’oeuvre historiques, et d'autres théories aussi belles et aussi 
parfaites, mais d’une application plus large viendront les remplacer. 

Parmi les théories modernes qui ont été le plus développées dans la 
deuxiéme moitié du XIX siécle, la théorie des fonctions analytiques occupe 
certainement la premiere place. Pourtant, son importance continue a 
s’accroitre de jour en jour. Cela tient principalement a deux choses. 
D’une part les équations algébriques, fonctionnelles et différentielles ordinaires 
conduisent en général a des fonctions analytiques. D’autre part il existe 
des classes d’équations aux deérivées partielles dont toutes les solutions sont 
analytiques. 

De ce dernier fait résulte d’ailleurs un théoreme fondamental de 
Weierstrass qui sert de pont entre la théorie des fonctions analytiques et 
la théorie générale des fonctions: 4 savoir, que toute fonction bornée et 
intégrable peut étre considérée comme limite d'une suite de polynomes. 

Le but principal de mon travail est de démontrer un théoréme 
tres général énoncé par M. Hilbert au Congrés International des Mathé- 
maticiens 4 Paris en 1900 au sujet de la nature analytique des solutions 
des équations aux dérivées partielles du second ordre. Ce théoréme peut 
s’énoncer de la fagon suivante. Soit 2 une fonction de x et y dont les 
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dérivées des trois premiers ordres sont finies et continues; si elle est une 
, , . Oz Oz C72 O82 G2 ? . 
solution de Téquation F (« 9255 dy da Dndy a) = 0, F étant analytique, 
et si elle vérifie Vinégalite 4Fp, - Fa, — ‘d oe ’ > 0, elle est analytique*). 
0 a? oy? Oxdy 

Il résulte en particulier de ce théoreme que tous les problémes réguliers 
du caleul des variations c’est a dire ceux auxquels on est en général 
conduit en géométrie, mécanique et physique ne sont susceptibles que de 
solutions analytiques. 


On connait depuis Cauchy le lien étroit qui existe entre les fonctions 
a2 n2 
harmoniques (vérifiant l’équation a a ay = 0) et les fonctions analytiques. 


Ce n’est qu’en 1890 que M. Picard a généralisé la propriété des fonctions 
harmoniques: notamment il a montré que toutes les solutions dont les 
dérivées des deux premiers ordres sont finies et continues de Véquation 
am _ _ +a be +b ; +cz=0, ot a,b,c sont des fonctions analytiques 
de x et y, sont elles mémes analytiques. En 1895 (Comptes Rendus t. 121) 
M. Picard a démontré un théoreme analogue pour une classe spéciale 
d’équations linéaires d’ordre quelconque. Sous l’influence de M. Hilbert 
la méthode de M. Picard a été reprise par M. Lutkemeyer (Géttingen, 
Dissertation 1902) et M. Holmgren (Mathemat. Annalen 1903) qui établirent 
indépendemment l’un de l'autre le théoréme que nous avons en vue dans 
Oz Oz 
Ox as) { 
forme, le théoreme de M. Hilbert est intéressant, car il montre, par 
exemple, que toutes les surfaces & courbure constante positive sont 
analytiques. 

Dans mes modestes recherches je fus également inspiré par MM. Picard 
et Hilbert: par le premier pour les moyens, par le second pour le but. 
C’est en modifiant convenablement la méthode de M. Picard que je suis 
parvenu a résoudre complétement le probleme posé par M. Hilbert. En 
exprimant ma profonde reconnaissance aux deux illustres maitres, je tiens 
& remercier tout spécialement M. Hilbert de m/’avoir personnellement 
recommandé ce sujet intéressant. 

Je commencerai par exposer dans le premier chapitre la méthode de 
M. Picard et son application au cas de MM. Lutkemeyer et Holmgren. 
Je montrerai que sous sa forme primitive elle est inapplicable au cas 
général et j’indiquerai sommairement la nature des changements necessaires 
pour arriver au but. Dans le second chapitre j’étudie une nouvelle forme 


a 7 rz O72 ons 
le cas particulier, ob F= —+25-,—f (xyz Déja sous cette 
p ’ da® * dy y J 





*) On trouvera un résumé de ma démonstration dans une Note des Comptes 
Rendus, Novembre 1903. 
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de séries. Ce sont les résultats de cette étude qui nous permettront de 
vaincre les difficultés, indiquées dans le chapitre précédent. Dans le 
troisitme chapitre je démontre le théoréme de M. Hilbert pour 


Feerte, (2>0) 


en entrant dans tous les détails de calcul. Dans le quatriéme je donne 
la démonstration générale et je développe quelques considérations générales 
relatives & la résolution du probleme de Dirichlet. Enfin, dans le dernier 
chapitre j’éxamine les équations 

az 2 2 dz o%2 Gz 

iaty ~ f(t Oa 3s) as pa = 9 (292 52); 
jétablis, en particulier, que la premiére admet des solutions (autant de 
fois dérivables qu’on le veut) non analytiques par rapport a x et y, tandis- 
que toutes les solutions de la seconde sont analytiques par rapport a x, mais 
peuvent ne pas étre analytiques par rapport a y. 


Chapitre I. 
Méthode de M. Picard. 


1. La méthode des approximations successives de M. Picard*) appliquée 
aux équations aux dérivées partielles quoique connue par tous les spécialistes 
ne fait pourtant pas encore partie de l’enseignement; c'est pourquoi je ne 
crois pas inutile de la rappeller ici sous la forme qui semble se préter 
le mieux aux généralisations que jai en vue. 


Soit 
oe? = a2 Oz 
(1) at dy 9 9a +O gy + cs 


une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre, ot a, b, ¢ 
sont des fonctions analytiques de x et y. Je suppose que ¢ est une 
solution admettant des dérivées des deux premiers ordres par rapport a 
az et y, finies et continues dans une certaine région S comprenant l’origine 
O a son intérieur. On sait que cette solution est complétement déterminée**) 
par l’ensemble de valeurs qu’elle prend sur une circonférence C de rayon 
R suffisamment petit située a l'intérieur de S. Si done par une méthode 
quelconque nous trouvons une solution u(y) admettant des dérivées finies 
et continues des deux premiers ordres et prenant sur C les mémes valeurs 
que z, on aura identiquement u = z. 


*) Voir surtout: «Journal de l’Ecole Polytechnique» 1890 et «Acta Mathe- 
matica» 1902. 
**) Em. Picard «Traité d’Analyse» t. I. Ch. I, § 3. 
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Etudions de plus prés les conséquences que comporte pour z l’hypo- 
these d’avoir ses dérivées des deux premiers ordres finies et continues. 
Evidemment, 


1 1 
(2) = Qt Met nyt ys Art Hcy +z sy 


OX %) Po» Yo Sont des constantes et ,, M,, y, des fonctions de x et y 
qui a lintérieur de S sont inférieures en valeur absolue 4 un nombre fixe 
M qui est la limite supérieure des dérivées de z 4 lintérieur de S. 
De méme 
dz ez 
ae Pot Ur + Vey, dy Mo + Mme + MY, 
(3) Gotz O*z orz 
dat 4» Bxgy Ma» Gy2 ~ As 

oi w, x et x sont des fonctions de x et y inférieures en valeur absolue 
i M a Vintérieur de la région S. 

En posant z= 9 cos 0, y=o sin 9, il vient 


z= % + 0 (py cos 6 + q sin 9) + 9? (g, 4), 


. Oz Gz 
(4) fa Pot 0%(0,9), 5, = + O%2(0, 9), 
0*z 072 072 
> ae (0, 9), Sady = 9, (0, 4), oy? (0, 9) 
; 
. ot les ® sont des fonctions périodiques par rapport & @ qui pour toute 
» valeur réelle de 6 et pour og positif et inférieur 4 un nombre fixe R’ sont 
inférieures en valeur absolue a 2 1/. 
En remarquant que es =— a yt+ oy xz on déduit des équations (4) 
(5) C%o(er8) _ _ o, sin 0 + 0, cos 0 < 4M. 
4 — it a e*2 Oz 5 02 Gz 
e Et ensuite & cause de si oY — 2 dady 7Y + ay8* — da" — dy ¥ 
a i 
im 6) &%(® _ » sin?9—2,sindcos0+, cos?0—, cos0—©, sind< 10M. 
7 00 3 4 § 1 2 


D’ow il résulte que sur la circonférence C de rayon R< R’, %,(0, 8) est 


“ développable en série trigonométrique et on a 
> D = % + >'¢, cos n6 + d, sin nO 


n=1 


avec les inégalités: 


(7) || + >" len) + |dy|<82M<N, S'n{\e,|+|d,|}<200M?4+4<N. 
n=1 n=1 
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wb fe dé et ¢, = “fe cos nO0d0 = — 5/3 cos nOd0, 
n* 2 6 
0 


1 a? ®, 
a-— 2, fe sin n6 dé. 


0 
D’oa 
20 M 


li <2M, |¢,|< PE ot |a,|< 2H. 


Cela suffit pour établir la premiére des inégalités (7). Pour avoir la 


seconde nous nous servirons d’une identité fondamentale*) qui est applicable 
a toute fonction f(4) — et intégrable: 


f f(oya0 ai lf (tO ao} 


+ cm 4 fre cos nO dd 


o*® , a 
Donec, comme Bez est bornée et intégrable, on a 





in ” y 
Px fro si ao | 


v 2 y4 2 yt 2 
Ps {c2n* + d?n*} << 2(10M)?. 


° 1 , 
Si |¢,| > cin‘, on a |c,|<-5- Il en résulte que dans tous les cas 


> {le + |d,|}< 200M? + 4. 
1 
Les inégalités (7) sont done établies. 
On en déduit immédiatement en tenant compte des formules (4) 
que sur C 


(8) z—m+ >a, cos nO + 6, sin né. 
n=1 
Avec les conditions 


a + |B.) <2MR + NR< LR, 
1 


SI n 


> (le «,| + |B,|}<NR<LR, 


I — do| +33 (|e, | + |B,|}<NR<LR. 


» Vv Voir, par exemple, M. Hurwitz «Sur les applications géométriques etc.» 
Annales de l’Ecole Normale 1902. 
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Ce sont la des propriétés fondamentales de la fonction z que nous 
nous proposions d’établir. 


2. Ceci posé, considérons avec M. Picard le systeme d’équations suivant: 








OF uy, | OP tty 
dx? * Oy? wm, 
2 
oat op Ga tag tom 
(10) 
atu,  OFu, — 1 
Pic... <= aii 





Déterminons d’abord u, par la condition que uv) = 2 sur la circonférence C. 
Portons ensuite la valeur de la fonction «, ainsi trouvée dans la seconde 
équation. Cette équation détermine 4 son tour u, par la condition que 
sur C u, =z. Et ainsi de suite. On obtient ainsi une succession infinie 
de fonctions bien déterminées w)u,u,--+-u,. Je dis que si ” croissant 
indéfiniment, wu, tend uniformément vers une fonction u et les dérivées 
de u, des deux premiers ordres par rapport a x et y vers les dérivées 


respectives de w, wu vérifie l’équation 
Otu 
(1) cata ase + bo" 4+ cw 


en prenant sur la circonférence C les mémes valeurs que z. En effet, 
on devrait avoir 


ou 
gat + 5y8 — 9 3a —bFh—cu= 


ou €, peut devenir inférieur & tout nombre donné d’avance. Comme le 
premier membre est déterminé pour un couple de valeurs x et y, il est 
identiquement nul. On reconnait aussi en répétant le méme raisonnement 
classique que w=¢ sur C. Je rappelle ce que jai dit au début que si 
le rayon R du cercle C est assez petit, w et 2 se confondent aussi a 
Vintérieur de C. Je ne reviendrai plus sur ce point en admettant une 
fois pour toutes que Ra été choisi assez petit pour qu'une solution 
donnée par ses valeurs sur C soit déterminée sans ambiguité. D’autre 
part je puis écrire évidemment 
Uy = Uy + (Uy—Uq) + (Ug—ty) + +++ + (Uy Uy_a)- 

Done, pour que u, tende uniformément vers une fonction w, il faut et il 
suffit que la série 


(11) U= My ty ty ++ +o,4+: 


ou v, =U, — U,_, Converge uniformément. 
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Nous voulons démontrer daprés M. Picard non seulement que cette 
série converge ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, mais qu'elle 
représente en outre une fonction analytique. 

Du systéme d’équations (10) on déduit immédiatement en retranchant 
chaque équation de la suivante un nouveau systéme 


07 Uy O*u, 

da" + Gy 7% 
e*v dv a? oe 

Ga? ay = = in +b=* + cu, 


(12) 


ev an v,, Ov, 4 dv 


2 
n - n—1 
da? ry 7 a +b oy + Cys 





qui détermine directement u,v,v,---v, en supposant que sur C u=2 
et v, = 0. 

C’est la résolution du systéme d’équations (12) que nous substituons 
finalement a l’équation (1). On voit que sauf la premiére équation de ce 
systéme qui est une équation de — toutes les autres sont de la forme 


a*v 
(13) eet ot = Fey). 


Nous devons done chercher d’abord la solution de l’équation (13) qui 
s'annulle sur C. 
Mais il nous faut avant établir quelques propositions préliminaires. 
3. Lemme. Soit F(ay) une fonction analytique des variables complexes 
x et y réguliére tant que |xn+yi/<R e |xn—yi|\<R. Si on pose 
z=ocos 6, y=osin8, oma 


F (xy) = F(@ cos 0, @ sin @) = > 4,(0) cos 26 + B,(o) sin nO 


avec a voit a 
A,(@) = 9" >a png? et B,(e) = 0" >) Bond”, 
la série omy, poo 
N= >> Pls al + [Bpn!] 
n=0 p= 


étant convergente. 
En effet, si nous considérons F(xy) comme fonction de 2, = x + yi 


et 4 =z — yi, on a 
Fe - > Sate 


p=0 g= 
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ce développement étant absolument convergent tant que ‘z,| < R, 
|@/<R. Or 
ape = 9? *2 [cos (p—g)O + ¢ sin (p—q) 9]. 
En posant p — q = + suivant que p>q ou g>p, on obtient bien 


F(ay) = > A,(0) cos n6 + B,(@) sin n6 


n=0 


7 A, _ Q" > yn"? et B, — 0" > Bon O™?- 
p=0 p=0 


De plus on voit que o,=b,,,, +044: et By = tb,424:.—5,14,} Done 


la série oe ar 
N= >) SRL | e4| + [Boni] $2 >) >’ Re+e/0,,| 


n=0 p=0 p=0 g=0 


avec 


est convergente. C. q. f. d. 

Nous appellerons N=|F(xy)|rz norme de F(ay) ow du développement 
trigonometrique correspondant relative d R. Plus tard nous généraliserons 
cette définition. 

Réciproque. Si on a un développement trigonométrique 


(08) -> A,(o) cos n6 + B,(o) sin n8, 


n=0 
ou 


A, (0) = 9" >) yao”, B,(@) = 0" >” Byung’? 
p=0 p=0 


et que sa norme N soit finie, en posant x =o cos 0, y=eosin 6, 9(0A) 
devient une fonction analytique de x et y F(ay) réguliere tantque |x+yi|<R 
et |xn—yil << R. 

En effet, en posant comme nous venons de le faire x+ yi= 4%, 
“%— yi = 2%, on constate que 


(08) -> 3,404 


p=0 q=0 
@, — 1B, 


Oy + Bie — "Bai 


Deiae — 3 ? bret oa 


= 


ou 





De sorte que la serie 


D> DP idy,| <>) RM egal + \Bpal = 


p=0 q=0 n=0 p=0 
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converge et par conséquent (090) = F(xy) est une fonction analytique 
de x, y régulitre pour |27+yi/< Ret \w—yii/<R. Cqid 

Il est évident que la norme d’une somme de deux fonctions est au 
plus égale 4 la somme des normes de ces mémes fonctions. D’aprés nos 
notations cela s’écrit 


(14)’ [f(zy) + o(zy) le < [fF (ey) Ie + [p(ey)]a- 
Pareillement 
(14)” [f(xy) - p(xy) az < [fF (wy)]e - [p (ry) Je. 


En effet, soit 


o 


f(zy) — >’ A,(¢) cos nd + B,(@) sin n8 


oa it avoir posé, bien — 


(xy) ->'c@) cos n@ + D,(@) sin nO 


n=0 


tendu, x= cos 0, y=esin# 


Puisque le produit f- gm est une somme de termes analogues a 
, A,D,.. , 
A, (@)D,(@) cos p@ sing@ = owe [sin (p+ q)0 + sin (q—p) 6] 
et que 


A, (0) D 1 D 
[=* (sin (p+9)0 + sin ( -»)0)|,< A,(#)- D,(2) 


+ + 
ot A,(R) et D,(R) sont respectivement les séries qu’on obtient en remplacant 
dans A,(g) et D,(9) tous les coefficients par leurs modules et g par R, 
on déduit & Taide de linégalité (14) linégalité (14)”. 

En combinant les deux inégalités (14)’ et (14)” on arrive immédiate- 
ment a l’inégalité générale 

oa 

(14) [FAC A@y:-faew)le< FUR ewlelf ewe: [Ayla 
ot F désigne un développement de Taylor quelconque suivant les puissances 


+ 
de f, fo---f, et F est le méme développement, lorsqu’on y remplace tous 
les coefficients par leurs modules. 


4. Ceci posé, reprenons l’équation (13), oa nous supposerons que 
F (xy) admet une norme finie [F'(xy)|z et par conséquent est analytique 
a Vintérieur du cercle C de rayon R. Un caleul facile montre que si on 
fait le changement de variables « = 9 cos 8, y= @ sin @ et qu’on cherche 
a mettre v(ay) sous la forme 


v(xy) = v(e cos 8, o sin 0) = C,(e) + >'C,(e) cos n8 + D,(@) sin nO 


n=1 
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on a pour déterminer C(@) et D(o) les équations: 
@0, , 1 dCy 

















(15) dg? e de e n(@)s 
dD, , 14D, mn 
deh te de gt Pe Pale) 


si 
F(xy) = A,(9) + >) A,(@) cos nO + B,(g) sin 08. 
1 


Si on veut que v(«y) soit réguliére pour c=0, y=0O et qu'elle 
s'annulle sur la circonférence C, il faut prendre pour C,(9) et D,() les 
solutions des équations (15) réguliéres a lorigine et s’annullant pour 
e@=R. On est ainsi amené aux formules: 


0 


(16) 2nC,(0) = of An oe. eridet ts (0 o"tdo, 
e @ 
R 


2nD,,(e) = o” fz i — [Be p+? 


Je rappelle que 


A, = oe, .0%, B, = o* >’ a0”. 
p=0 


p=0 








s f B,o"**do. 
o 


On voit immédiatement qu’on a de méme*) 


2 2p+2 ce 
’ e n 
C,(@) = 9" Dine” - >; => (jr—1) @p+2) @p+an+a) 
(17) as 


= 2p+2 B 
r) n 
D,,(@) = 9" De -< 2 2 (97-1) GptD Gppinty 


Les formules mm subsistent pour » = 0. 
On vérifie facilement en désignant comme tout a l’heure par 








+ + 
A(R), B(R) ete. les séries respectives qu’on obtient en remplacant dans 
A(o) et B(g) tous les coefficients par leurs modules et @ par R, que 

*) Voir Em. Picard «Sur la généralisation du probléme de Dirichlet» Acta 
Mathematica 1902. 








30 8. Brernstem. 


ab, R 
0,(B) < xX 4B), e® < BAR, 


(18) 





D,(R) < B,(R), ad, P< BBR). 


nr 


Ces inégalités sont fondamentales. Plus tard en généralisant la notion 
de norme nous trouverons des inégalités plus précises. Pour le moment 
les inégalités (18) nous suffisent. 

D’abord, il en résulte immédiatement que 


(19) [owe = GR) + >'( 6.) + 3, < RFCM. 


Ensuite on démontre facilement que 


qo) [2], <2RFewle, [7], <2 RIF eve: 


En effet, 
av ov év sind 
"i - we 





Or 
oa 
dOn(R 4 ID, (R 
[22 cos 6], < bigee ® 4 Pe) < REF EW 
et 
(2 G(R) D (R) (ae (R) aD (R) 

v sin n pee n n 
(|, <>{% ta ib iB +2221 < REF Gav). 
On a donc bien 

ov 
lim, <2 RLF (oy)e. 


Un calcul absolument identique nous conduirait 4 la seconde des 
inégalités (19>'*). 


5. Ces préliminaires un peu longs étant établis, nous avons tous les 
éléments nécessaires pour démontrer que la série (11) converge uniformément 
et représente une fonction analytique & l'intérieur du cercle C de rayon R, 
pourvu que F# soit assez petit. 

En effet, reportons nous au systéme (12). Puisque u, =z sur C, on a 
évidemment & cause de la formule (8) 


Uy = Oy + d(g) [a, cos v6 + B, sin n}. 
n=1 
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Des inégalités (9) nous tirons facilement 
[u(ae<P, [Fe], <P, [Fe]. <P 


ot P est un nombre fixe. En appliquant les inégalités (14)’ et (14)” et 
en désignant par @ un nombre supérieur a [a(ay)|rz, [b(xy) |r, [e(xy)]r 
om normes des fonctions a(xy), b(wy), e(xy) qui figurent dans l’équation 
mt (1), on a 
[a SM 40% es + cu] <3PQ. 


Au moyen des inégalités (19) et pl on déduit ainsi d’abord 


[uIe<3PQ-R [S] <3PQ-2R sl, <3PQ-2R. 


(Nous supposerons R < 1.) 
De sorte que 


[as = + bee +cv,], <3PQ-6QR. 
Done successivement 
[ule<P-(6QR? [S4],<P-(eRr? [5], <P.(QRy, 
[mle <P-(6QR® [2], <P-(6QR® [5], <P-GORS 


Ie [uJe<P-(CQR [Fr], <P-(6QRY [F*],<P-6QRy. 


Il suffit par conséquent de supposer R< Fr pour que la série 


U=Uy+%,++--+0,+--- soit non seulement uniformément convergente 

les sur le cercle C et & son intérieur, mais ait une norme finie et par conséquent 
(d’aprés le lemme réciproque du § 3) soit analytique. On voit directement 
que les séries 


les ou — iM ar, Vp ou =e oy, ov, 
nt ja" da t Ga T +5 at © dy ~ dy oy itd oy 
R, 


convergent uniformément; mais il suffit de constater que la série de 
fonctions analytiques u = w+ v, + +-::+4v,-+--- converge absolu- 
ment et uniformément pour |w#+yi|= R et |w—yi| = R, pour pouvoir 
affirmer que toutes les séries dérivées d’ordre fini convergent uniformément 
pour |z+yi\<R, |x—yi\<R. Il est ainsi établi que wu est une 
solution de l’équation (1) qui se confond avec z. 
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6. Nous pouvons tout de suite généraliser le théoreme de M. Picard 
et obtenir les résultats de MM. Lutkemeyer et Holmgren. 

Théoreme de MM. Lutkemeyer et Holmgren. Toutes les solutions de 
léquation 


‘ O72 , O82 , Gz Oz 
(20) dat + oy! = f (a YZ = sa) 
est une fonction analytique de x 2 - es dont les dérivées des deux 
¥4 55 ay)? 


premiers ordres sont finies et continues, sont analytiques. 

Grace aux modifications que j'ai introduites dans l’exposition de la 
méthode de M. Picard (en particulier, aux inégalités (9)) je puis ne pas 
supposer, comme le font MM. Lutkemeyer et Holmgren, l’existence des 
dérivées troisiémes. 

A Péquation (20) nous substituons le systeme 


o*u, 

a8 + a ” f (00 299% 4%) = 

O* u, ‘ OU, OUy 
@n) me 4 BH rege, ) 





au, o*u ou, _ 1 Ou, _4 

Fat £5 Hom. ke Oy ), 
Zo» Por % sont les valeurs a Yorigine d’une solution z de (20) et de ses 
dérivées premiéres, u,,%,,---,&, devront comme auparavant se confondre 
avec z sur une certaine circonférence C de rayon R suffisamment petit 
(jadmettrai ici ce que je démontrerai plus loin d'une fagon générale que 
pour R assez petit léquation (20) ne peut avoir plus d’une solution 
prenant une succession donnée de valeurs sur C et ayant des dérivées 
finies et continues des deux premiers ordres). Mettons de nouveau % sous 
la forme u=u,+ 0, +---+0,+--+ avec v, =u, —u,-,. Il s’agit de 
voir que « = 2 est analytique. 

Le systéme (21) se remplace comme précedemment par 


Oru 0? u, 
iM = A, 


aa + Gy 
0? v o % Ou, Ou, 
3x3 + =f (cum % 92 a) — A, 


a*v ga v . uU, Ou OU, OU, 
(22) amt © - =f (cyu, % an iy) — f (zy %, Ox os), 


Hv, dv, es Ou, _4 OU, 9 OU, _» 
Gat + Gy = f(2yn1 — “221) —f(2yms : a7), 
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On aura d’abord en vertu des inégalités (9) et > la remarque que 
A “t¥—= est la solution de ]’équation a s+ —,=A (A est une 
constante) qui s’annulle sur C 

[uy — Zk < AR? + LR<A, 
(23) [St — po], <AR+LR<A, 

[Fe — 9], <AR+LR<a. 
En prenant R assez petit on peut rendre 4 aussi petit qu’on veut. Or 

OU) OU, 
f (yn, a2 7) (002504) =Po- e+ P,-y+ P-(Uy—2%) + Ps: (oe — po) 
+P,: (Ge — 4%) 


ou les P sont des fonctions analytiques de x, y, u%, on e qu’on peut 


supposer telles que, si dans chacun de leurs développements de Taylor 


suivant les puissances de 2, y, uy) — — QJ on remplace tous 


Zo, au — Po) — 
Cx oy 
les coefficients par leurs modules et x=y=u,—4= > Py 5 °— 
par un certain nombre positif R’, on obtient une somme inférieure & un 
nombre fixe Q. 

D’une fagon générale 


du, ou, . Ou, _ 1 = 1 Cv, 
f (ayn, 5 Ox 5) f(eyuys Ox <3) Pv, +h O44 P, oy 
R : Bg ou, Ou, _4 ou, -1 
ou les P sont des fonctions de , y, u,, >; dy? “a-1) Ge? dy telles 


que, si dans chacun de leurs développements de Taylor suivant les puis- 
Ou, Cu, eu, _ 1 Ou, _4 
sances de X,Y, U,— 20» On —Po» oy Yo» Un—-1—*o» ox — Po» Gy 4 
on remplace toutes les variables par le nombre R’ et tous les coefficients 
par leurs modules, on obtient une somme inférieure & @. Supposons 
qu’on connaisse w, et ses dérivées en fonction de x et y et qu’on sache 
Ou ou 
que la norme de chacune des différences u, — 2%, = — Po» oy — est 
inférieure a R’. 
Il résulte alors de l’inégalité (14) que la norme de P, (qui se réduit 
& une fonction de x et y) est inférieure a Q. La démonstration s’achéve 
maintenant sans difficultés. 
D’abord en vertu des inégalités (23) 
[f (eye Se o) — f(004,P%) |, <2QR+3Q4=L 


Mathematische Annalen. LIX. 3 

















34 S. Bernsrer. 
Et a cause de (19) et (19**), en supposant R< 1: 


m [ule <2RL,, [se] < 2RL,, [sc 1< 2RL,. 
0 

[F (vm F2 Ge) —F (eure Gd Gy) le < SOREL: 
Et successivement 


[u]e<2RL, -6QR, [ae],<9Rh -60R, [agl< 22% 6QR, 


[ve<2RL,-(GQRY-, [5] <2RL,-(6QRY, (@ |g <2RL,(GQR). 
Il est essentiel toutefois de supposer toujours 


[Uo — Zola t+ ylat+ [rela t+-+-+ [Je <P’, 


(an, + Gh < 
G-aL+l+ +c 
ou bien en supposant R< oo d’avoir 
2RL, 


A i—6QR < R. 


Mais cette inégalité est évidemment réalisée, pourvu que FR soit 
assez petit. 

Done U=Uy+%,+---+2, +--+ est analytique et représente la 
solution cherchée de Vequation (20). 

Tel est le résultat de MM. Lutkemeyer et Holmgren. 


7. En jetant un coup d’oeil en arriére nous voyons qu'il nous a fallu 
ajouter seulement quelques remarques 4 la démonstration de M. Picard 
pour arriver 4 ce dernier résultat. La portée de la méthode de M. Picard 
s'arréte-t-elle 14? On pourrait le croire au premier abord. Considérons, 
en effet, l’équation simple 

O72 , d%z 0*z 
da* * dy? * Gat” 

Sans que j’insiste pour le moment sur les détails de calcul, on voit, 
qu’en appliquant la méthode des approximations successives, dans le second 
membre interviennent towjours les dérivées secondes. Or si on se reporte 
aux formules (17) qui résolvent les équations (15), on reconnait que les 
dérivées secondes pour @ = R se présentent en général sous forme de séries 
divergentes. En réalité ceci prouve seulement que la forme sous laquelle 
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M. Picard mettait sa solution nest plus applicable en général. Cela ne 
présente d’ailleurs rien d’étonnant. C’est une simple conséquence de ce 
fait, qu’en général, un développement ‘de Taylor est mal approprié pour 
étude des fonctions de variables réelles. Ainsi, la méthode de M. Picard 
sous sa forme primitive démontre non seulement que la solution trouvée 
est analytique a lintérieur du cercle reel C, mais en se reportant au § 3, 
elle prouve que cette solution est réguliére tant que |a+-yi|< R et \x—yi| <R. 
En d’autres termes, la méthode de M. Picard qui est une véritable méthode 
de résolution ‘du probléme de Dirichlet, doit faire nécessairement défaut, si 
les singularités imaginaires de la fonction a determiner sont plus approchées 
du centre O que les singularités réelles. Cette difficulté ne se présentait 
pas dans les cas étudiés jusqu’a présent. Mais on congoit a priori qu'elle 
doit se présenter dans le cas général. 

On peut, en effet, diviser les fonctions analytiques 4 deux variables 
en trois catégories différentes au point de vue de la relation entre leurs 
singularités’ réelles et imaginaires. 

1° Si on pose «+ yi=2,,  — yi = 2 les cercles de convergence a 
lorigine par rapport aux variables z, et 2, passent nécessairement par un 
point singulier de la fonction qui correspond a x et y réels (les rayons 
de convergence sont done tous les deux égaux 4 R=/z?+ y*). Telles 
sont, pai exemple, toutes les fonctions harmoniques. 

2° Pour les fonctions de cette catégorie il est toujours possible de 
choisir l’origine assez pres d’une singularité réelle (x, y) pour que, comme 
dans le cas précédent, les rayons de convergence par rapport a 2, et 2 
soient éyaux a R = V/x*?+ y?. Telles sont, par exemple, toutes les fonctions 
vérifiant |’équation linéaire (1) od a, b, ¢ sont des fonctions de la premiere 
catégorie, et aussi celles des solutions de l’équation (20), dont les singu- 
larités réelles ne sont jamais des infinis ni pour la fonction, ni pour ses 
dérivées des deux premiers ordres. 

3° Fonctions quelconques. Leurs singularités réelles restent en 
général en dehors des cercles de convergence. 

Pour rendre cette distinction intuitive j’indiquerai rapidement son 
équivalent dans le cas d’une seule variable. A la premiere catégorie 
correspondent de telles fonctions F(x) qu’en prenant un point quelconque O 


sur l’axe des x réels, le point singulier de la fonction qui lui est le plus 
1 


approché est réel. Telle serait, par exemple, I*(x) = ; Le dévelop- 


pement de Taylor est dans ce cas tres commode, car il peut représenter 
la fonction dans tout un intervalle entre deux points singuliers. Aux 
fonctions de la deuxiéme catégorie correspondent les fonctions d’une variable 
dont les points singuliers réels peuvent étre atteints par des cercles de 
3* 
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‘ 1 . 
convergence de rayon assez petit. Par exemple G@tin@—®s’ Le deévelop- 
pement de Taylor n'est plus valable tout le long d’un segment réel ov la 
fonction est réguliére. Un nombre limité de tels développements est nécessaire. 
Enfin le dernier cas est celui oi la fonction admet des points singuliers 
réels qui ne peuvent étre atteints par aucun cercle de convergence. Une 
infinité de développements de Taylor serait dans ce cas nécessaire pour 
représenter une fonction dans un intervalle ou elle est réguliére. (Il suffit 
que la région de régularité de la fonction admette un point anguleux 
sur l’axe des x.) On voit ainsi l’inconvenient que présente le développement 
de Taylor. Dans le chapitre suivant nous introduisons précisément de 
nouvelles séries plus spécialement appropriées a Vétude des fonctions ana- 
lytiques de variables réelles. Parmi les applications de ces nouvelles séries, 
la plus importante est la démonstration du théoreme de M. Hilbert. 


Chapitre II. 


Séries normales. 


8. Les séries que nous voulons introduire a la place des séries de 


Taylor sont les séries doublement ascendantes 4 he et ,x?(R—z). Nous 
p=0 9g=0 

dirons qu'une telle série est normale, si elle converge absolument et 
uniformément pour 0 <a< R. 

Nous démontrerons d’abord un théoreme fondamental: 

Théoreme. Toute fonction f(a) holomorphe a Vintérieur d’un contour 
S comprenant le segment 01 est développable en série normale sur ce segment. 
s En effet, on a d’aprés le théoreme de Cauchy 








_ 1 “fled Zz 
(@) = sai) s—a 
fig. 1. s 
I) suffit par conséquent de démontrer notre théoréme pour une fraction 


simple ~ 





—;, ot A est une constante (par rapport 4 x) et z Vaffixe d'un 


. 


point sur le contour S. Il est évident que si z est situé & gauche de la 


. 


perpendiculaire & 01 en O ou a droite de celle en 1, — admettra 


comme développement normal soit la série de Taylor en 1, soit celle en 0. 
Nous pouvons donc ne considérer que le cas, od z =a + bi, avec |b| +0 
et l>al>0. Ona 


_. = - a—x—bi ‘ 
at+bi—x «#—2ax+a*+ b? 








P 








lop- 
t la 
ire. 
lers 
Une 
our 
iffit 
eux 
ent 

(le 
na- 
ies, 


de 


ous 


et 


our 
ont. 


lon 


) 


un 


tra 


= 0 





Sur la nature analytique des solutions etc. 37 


Le numérateur étant fini, il n’influe pas sur la convergence de la 
fraction. Or: 


os Je N11 2ax-+1—a%\n 
tea taf Oo ~ fa Fo—[eatina|—D apogi (apes) 


n=0 
(1—a)"(1-+ 2)" nm+1 2ax 
“See tT ayeyit” ‘| 


En désignant par 





_ +a) a Sto Pt) (ry +-- 
P,(2) =~ eee tate tt ki (aroeq3) + ] 
(1-+-a)” 





(a?+b?-+1—2aa)"*!’ 
on reconnait que tous les termes de P,(x) sont positifs pour O<a<1 


et de plus 


" (1—a*)" 1 1 \" 
(24) | —a)- P.@)| SS gaaptt <a (ig) * 





Done 
1 . . 
tae parTe ~ D l-2)-P,@) 
n=0 


se présente sous forme d'une série doublement ascendante 


> > A, (1—a)? 


p=0 q=0 


absolument et uniformément convergente lorsque 0<a#<1. La démon- 
stration s’achéve sans difficulté. 


9. On voit que, si on ne fait aucune restriction, une fonction ana- 
lytique est susceptible d’une infinité de développements normaux sur un 
segment déterminé. Pour se rendre compte de |’ordre d’indétermination 
de ces développements, posons =u, 1—x=v. Notre série devient 


f(2) 2 > 4,201 -2y-> > 4,,w = F(uv) 
0 0 0 0 


F(uv) est une fonction analytique de u et v réguliére tant que |u|+ |v) <1 
qui pour w + v= 1 se réduit 4 f(v). Pour avoir un développement formel 
déterminé il suffirait donc d’assujettir F (wv) a vérifier une équation 


déterminée aux dérivées partielles du premier ordre. Nous n’allons pas 
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nous attacher a ce probleme, car dans la question qui nous occupe i] est 
avantageux de laisser subsister l’indétermination. Je n’indiquerai que 
lexemple suivant. Soit f(x) une série de polynomes 


f(#) = Ay + A, G, (x) + A, Gy (x) +--+ + A,G,(x) +>: 


ot A, sont des constantes et 


040) —w [E+E 9 HE) CST HOST] 


Si cette série de polynomes converge absolumeni pour 0 < x < 1, elle est 
évidemment normale, puisque tous les termes de G,(x) sont positifs. Je 
dis qu’une série de ce genre admettra comme région de convergence une 
ellipse E ayant les points 0 et 1 pour foyers. En effet, supposons que 


OM 


f(a) converge en un point M(x) tel que OM+ M1= 2a. Soit «= a 


Un calcul facile montre que 
n” I(; < i) (~; \" =(2a)" (** i) . ( 7 I< < (2a). 


(L’ égalité ayant lieu lorsque « = 1 — *) 


n 











On en conclut que pour » assez grand |A,| < é étant un 


( 2a — ey” 
nombre positif aussi petit qu’on veut et par conséquent la série converge 
a Vintérieur de Vellipse E. Ce développement a linconvenient de tous les 
développements qui ne sont pas des séries de puissances, que le produit 
de deux polynomes générateurs G(x) n’est pas un polynome générateur. Au 
contraire, si nous laissons le développement normal sous sa forme générale, 
toutes les opérations d’addition, multiplication, dérivation et intégration nous 
conduiront formellement a des développements de méme nature. 


10. La démonstration du théoréme 8 nous indique un groupement de 
termes qu'il sera utile de conserver dans la suite. On posera 


f(x) = py wl—a = DIP, (1—ay 


p=0 q=0 
ot P, est une série de Taylor ordonnée suivant les puissances de x. Il 
est clair que si f(a) est normal, P,(#) aura un rayon de convergence au 
moins égal a 1, et lorsque « tend vers 1, P,(1—«)" tendra vers 0 pour 
n>0O. De plus les mémes conclusions subsistent, si on remplace P, 


- 
par P,, dont tous les coefficients sont respectivement égaux aux modules 


+ 
des coefficients de P,. Ceci posé, chacun des termes tels que P,,(#)-(1—2x)" 
aura un maximum absolu M,, lorsque x varie depuis 0 jusqu’a 1. En général, 
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est la valeur de x correspondant 4 ce maximum variera avec ». En prenant 
que par conséquent la série 
M=M,+M,+---+M,4+-:: 
nous obtenons dans le cas ov elle converge une sorte de limite supérieure 
de notre série f(x); nous l’appellerons norme réelle*) de f(x). Si nous 
considérons l’ensemble des développements normaux dont f(x) est susceptible, 
)")- il définira un ensemble de nombres positifs qui sont les normes réelles 
correspondantes. Cet ensemble aura une limite inférieure (qui en général 


eat ne sera pas atteinte); nous l’appellerons norme réelle inférieure de f(x) sur 
Je le segment 1 et nous la désignerons par [f(«)],). Si le segment 01 est 
—_ remplacé par OR tout ce qui précéde subsiste évidemment et la norme 
réelle inférieure de f(a) sur 0 R sera désignée par [f(x)]ro. En particulier, 
=? si f(x) est développable en série de Taylor a coefficients positifs, con- 
vergente pour «= R, f(x) =a, + a,%+a,27+---+a,2"+---, on aura 
simplement (d’aprés les notations du § 3) 
+ 
[f(z)]zo = f(R) = a, + 4,R+a,R?+---+4a,R"+---. 
Mais si les termes n’étaient pas positifs, la série de Taylor définirait en 
général une norme bien supérieure a la norme inférieure; et si le rayon 
ae de convergence était inférieur 4 R, elle ne définirait méme plus de norme 
rge de f(x). Soit, par exemple 
1 
r : -_ f(*) = aan pa 
u n 2 
ale, [f(2)hio < : [1 + ix b? pew (7) * ‘| - i> 
ous SveC 


lib} +0 et 1l>aSdod. 

Ainsi 6 peut devenir aussi petit qu’on veut, le développement de 

de Taylor va diverger et pourtant f(x) aura une norme finie. 

Ce qui caractérise cet exemple particulier, c’est que la norme (qui, 
nous le rappelons, est toujours le résultat de sommation d'une série con 
vergente a termes positifs) se présente sous forme dune série dont les termes 
sont inférieurs a ceux d’une progression géométrique. En reprenant le 


ll raisonnement du § 8 on voit que la méme circonstance se présentera pour 
au toute fonction analytique réguliére dans une région S comprenant a son 
our intérieur le segment 01. 
a Nous sommes ainsi conduits 4 introduire une nouvelle notion. Soit 
comme tout a lheure 
les and 


*) Dans la Note citée des Comptes Rendus j’emploie l’expression «valeur 
x)" : . ; .? : ee ‘ : : 
«) maximale» au lieu de «norme». J'ai cru devoir adopter ici cette dénomination un 
peu arbitraire pour éviter les confusions que pouvait faire naitre la premiére. 
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M=M,+M,+---+M,+--- 


une norme réelle de f(x) sur OR; si la série 


N= y+ (GE) oo at EE 4 





converge, nous dirons que N est wne norme de f(x) a Vintérieur du contour 
fermé (fig. 2) Tor, qui est formé par 
les deux tangentes menées du point R 
au cercle C de rayon 7, ayant le centre 
en O, et la partie gauche du cercle C. 
pz Nous définirons comme auparavant la 
norme inférieure dans Vaire limitée par 
Cor, et nous la désignerons par| f(x) |z,. 

Ceci posé nous démontrerons le 

théoreme suivant: 

Théoréme. Si une série normale 
sur le segment OR f(x) admet une norme finie N a Vintérieur du contour 
Torr, elle est uniformément et absolument convergente a Vintérieur et sur le 
contour Tor, lui méme. 






loRr 





an aoe 


Soit x 
f(a) = >) P, - (R-2), 
0 
avec 
Py, = Gyq + Ogi % + +++ + 0,0 +--+ 

et 
e M,, > (R—2)" : (\dyo| + \@y,|@ + +--+ la,,|a*+---) 
81 


O<ccR. 
Done si, |x| =r, x pouvant étre imaginaire 


|R—a/"[\ayo| + lay | +++ + layat| +---]< Me, RELY’ 





D’autre part soit O0<a< R. Lorsque x est situé sur un cercle de rayon 


a . 
n -r(z) ayant le centre en a@, on a aussi 


Raa" > Joust] <(R—atr,)* > lay (+0) 
k=0 k=0 
—(2=8+5)" Ran Saul tay d 
k=0 
<(goacn) Mam (ay) Me 


Pour a= R la méme inégalité a certainement lieu puisque f(x) est 
normale. Done la convergence absolue et uniforme de f(x) est assurée 
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sur tous les cercles homothétiques au cercle C par rapport au point R 
et ayant leur centre sur le segment OR. Il en résulte que f(x) converge 
absolument et uniformément sur l’enveloppe de ces cercles qui n’est autre 
que For, et a fortiori & son intérieur. C. q. f. d. 

Corollaire. Une fonction f(x) admettant une norme finie a Vintérieur 





bay 
ee d’un contour Tor, est analytique a Vintérieur de ce contour. 
r R En effet, d’aprés le théoreme précédent, la série 
itre = 
O. : f(x) — >’ P,(R-2y 
la ’ 
par converge absolument et uniformément sur [or,; or P,(R—wx)" étant une 
rr. fonction analytique et réguliére a l’intérieur de [or,, il résulte d’un théoreme 
| le connu de la théorie des fonctions, que f(x) doit étre elle méme analytique 
i Vintérieur de [or,. 
ule 
‘our 11. Théoréme. Si f,(x) admet une norme égale a N,, fo(x) une norme 
» Ie egale &@ N, @ Vintérieur de Torr, leur somme f,(x) + fy(x) = F(x) admet 
a Vintérieur de Tor, une norme au plus éegale a N, + Ny. 
En effet, soit 
f,(2) = >) PO(R—a), 
0 
fa(#) = >) PO(R—2), 
0 
F(x) = f,(#) + f() = >) (PO + PY) (R-ay" = > Q,(R—-2y. 
0 0 
Si 
+ + + 
yon M, = Q,(«):(R—2)", MY > PM(a)(R—-z)", MPS PP(2)-(R—2)". 
(Le symbole + audessus d’une fonction développable un série de Taylor 
désignant comme toujours dans ce travail la série des modules.) On a 
M, < MY + ME. 
D’oa 
R+ ; R+1r\" R 
My+ M, (qt) +--+, (R25) +S M+ M+ (M+ MP) (=) + --- 
=N,+,. 
On peut exprimer le méme fait en remplacant les normes par leurs 
ont limites inférieures. On a ainsi 


[A@) + f@lar SLA @Ie- + [A @)er. 
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Cette formule se généralise immédiatement: | 


(25) [A (@)+f(2) ++, @) +e der STA @)ler tlh @)ar to + @ae te 
Théoréme. Si f,(x) admet une norme N,, fo(x) une norme N, a | 
Vintérieur de Torr, leur produit (x) = f,(x)- fy(x) admet a Vintérieur de 

Torr une norme au plus égale a N, Ny. 
En conservant les notations du théoréme précédent on a évidemment 


wD 


(2) =f,(@) fra) = [PO PY + PPO, +--+ POPLYR—2). 
n=0 


D'or: 
Norme de (2) < S'[ MM? + MO ME), +--+ MO MP) : + ) =™,N,. 


a—} 
n=0 


En remplacant les normes par leurs limites inférieures on peut énoncer 
notre théoreme en écrivant 


[f.(@)-A(@)ler STA @)er- [A@)ar- 
Et d’une facon générale: 
25)" [A@)-f@)- A@lar STA @Oler [A @ar-- Th @)Iar- ) 


En combinant les inégalités (25) et (25)” on a évidemment 


+ 
(25) [F(9,@), 93 (@)---p,@)) Jar S F([M, @ Jnr, [Pe @) ar ---[P,@ ar. 
F étant une fonction analytique des variables @,q, - -- p,, développable 
en série de Taylor tant que |m,| <[,()|r-, !@2! <[@.(x)]r, ete. 
Les deux théorémes suivants nous seront encore nécessaires. 


12. Théoreme. Soit I(x) =x? f F(a) x2dx, ou F(x) admet une norme 
0 


finie a Vintérieur de Tor-, p et q sont des nombres entiers vérifiant les 
inégalités q>0,p+q+1>0. Dans ces conditions I(x) admet une norme 
finie a Vintérieur de Vor, et on a: 


R RPetati 
(T(x) nr < AZo" © [F(@)er- 


En effet, soit 
F(a) = P,(2) + P(e) (R—a) +--+ + P,(2)-(R-2) +. : 


<o 
et M, le maximum pour 0<a<R de P,(x)-(R—«). On aen FF 
intégrant par parties © 


2? {P,-(R—a)"- wide = QO. (R—2)' + QU (R= 2)! $+ QO 
0 
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Q® étant des séries ordonnées suivant les puissances de x. II est clair 


ry 
que si nous remplacons P, par P,, Q™ sera rémplacé par g® dont tous 
les coefficients sont positifs et au moins égaux aux coefficients respectifs 


7 
de Q®. Or pour x compris entre O et R 


Pp fr n Retest? 
x [Pao ‘aida < M,: 7 


Done I(x) est normal et en groupant les termes on peut écrire 


I(x) ses Q. + Qo + QS oo | Qo 4.6. 
+ (R—2)[Q + QI +--+ QM 4-4] 


+ 219 + +Qe +. “a 
-f ° . 
+ ee ay [O04 4 


On voit que si 
+ 
8. = 9 + O, + ef QM 4... 
on a en désignant par ZL, le maximum de 8,(R—z) pour O< #<l 


Retort 
q+1 


Par conséquent, en désignant par Z la norme correspondante de J(«) a 
intérieur de [or,, on a 


b<i+h (Ro\ 4.40, (REY 4... 


L,< [M,+ M44+°::]. 





<= {ue + M,+ M,+---)+(M,+M, +: (5) 

+ [Mh + ee? 
Tee (tam BET ag gE + GEN] + 
a SE + M, (B+*) +.. +M, (Ft2)" i }. 


Or 


r 


M=M,+M,(F*"\ 4-40 (RU) + 


est précisément la norme correspondante de F(a) a Vintérieur de [oz,. 
On a donc nécessairement ainsi que nous l’avons affirmé 


Retort 


(26) [T(2) nr < “ge” oF @ler- 


21 
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R 
Théoreéme. Soit g(x) = x? fi F(x) a%dx, F(x) ayant la méme signification 
zx 


que dans la proposition précédente; si p et q sont des nombres entiers satis- 
faisant aux inégalités p>0, p+q+1=0, on a: 


(21) [ola er < Ret. ree. 
pour q + _ 1, et 

(27%) [9@)er < Rte = [F@e 
pour q=—1. 


En effet, en intégrant terme a terme: 
R 
x? { P,(R—2)'ade = @-T,, ,(“)-(R—z)"*! 


T,,,,(#) étant une série ordonnée suivant les puissances de x. Je dis que 


si P, est remplacé par P,, T,,,, sera remplacé par une série ¢,,, a coef- 
ficients positifs. Pour le voir il suffit de constater qu’on a 


a, = (n+k+q+1)f8,,,—RKE+q41) By 041) 


B= Sas eb tas =>ae 
k=0 k=0 


Car & cause de cette relation les coefficients de ¢,,, ne peuvent présenter 
n+1 

plus d’une variation de signe; or une variation unique ne peut avoir lieu, 

puisqu’elle exigerait que ¢,,, ait une racine positive a l’intérieur de son 

cercle de convergence. De sorte que 


en posant 


+ 
Th 41(%) St,41(). 
Or pour x compris entre O et R 


. 


P.. (R—a2) ada < 


<BR q+1 


=T¢4+1/ 
si g + — 1, et 


R 


M4 dz 
P,:(R-- x)" = <a? log * -M,< =  M,. 


Le reste du raisonnement étant identique dans les deux cas, je me bornerai 
a examen du premier. 
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On voit facilement d’aprés ce qui précéde que 


’ + : Retatt 
N41 = Maximum de 2? 7, ,,(R—2)"*!< > 


. Situ 
Done 
Nam +N (FEDS 4m GtY +... 
sere) tot ha GE +] 
: q+) 
eae 


En remplagant les normes N et M par leurs limites inférieures, on retrouve 
les formules annoncées. 


13. Avant d’aborder la principale application que nous avons a faire 
de cette théorie et qui nécessitera l’introduction de développements analogues 
ai deux variables il est peut étre utile 
que j indique une application plus simple. 

Je me propose de démontrer que si, 
x étant a l’intérieur d’un contour [,,,. et 
'y|<R, les normes de f(xy) développée 
en série normale en x sur le segment ab 
sont inférieures & M, la solution de 


l’équation sf = f(xy) qui s’annulle en b est analytique. Il est clair que la 


méthode des majorantes de Cauchy ne s’applique pas & ce cas (auquel on 
pourra probablement ramener tous ceux ov la méthode classique conduit 
a des séries divergentes). Il faut recourir 4 la méthode des approxima- 
tions successives de M. Picard. On a successivement 





Y 


— 


= {'f(20) dz, 


y 


— 


=f f(£Yo) dz, 
6 


Yn = [1(@Yn—1) a2. 


En posant 
Y= Yo + (%1—Yo) +> + Ya —-Yn-1) +° °° 


on voit que y est analytique. En effet, il est d’abord évident que si au 
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contour [,,, je substitue un contour intérieur homothétique [,,., par 
rapport a b la norme de f(#y) ne pourra que diminuer. En posant 
OR. 

a—b a—b- 
on a d’aprés (27), en désignant par [¥y|/:,,,, la norme inférieure a l’intérieur 
de Poor de Yo 

ve ae 
[Yolrvs, < ee — b) M. 

Et successivement 


i —vlres, <[2t2 @—0 af, 
[Ye —Yn—tlryoe<[p 24 (a —D)- ie 
D’oa, en posant 
t* @—t)M =k, 
[Yolrae. << 7—, Pourvu que a —b soit assez petit pour que TE soit 
inférieur & R. Done d’aprés le théoréme 10 y est analytique. 

La méme méthode pourra étre appliquée toutes les fois que sera appli- 
cable la méthode des approximations successives. Si on se souvient de ce 
qui a été dit a la fin du chapitre précédent, on ne s’étonnera pas que 
dans la plupart des cas usuels, les démonstrations du caractére analytique 
des fonctions d’une seule variable réussissent par l’emploi de la série de 
Taylor. Je ne ferai que mentionner une application importante qu’on 
pourrait faire des séries normales & une variable: ce serait de transformer 
directement une série divergente de Taylor en une série normale. Le probleme 
parait difficile, mais puisque nous savons qu'il peut en général étre résolu 
indirectement (théoreme 8), en le particularisant convenablement on 
obtiendra certainement des résultats intéressants. Cette question étant 


complétement en dehors de notre sujet, nous passerons immédiatement 
aux fonctions de deux variables*). 


*) Considérons par exemple la série 
S=a,—a,x+ a,x*—.---+(—1fa,at4+.---, 
On peut la mettre sous la forme 
S=(1—a)"[4,— A,e+---J, 
ou 


A, = a, — 0-1 +---+(—1F = atta» a - 


Si |A,|< mM. Ut = aa (n+k—1) ta norme de S sera inférieure 4 M. (La notion 





— 
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14. Soit @ et @ les coordonnées polaires d’un point réel M dans le 
plan des variables réelles « et y. Dans la suite les quatre grandeurs 
0, 9, x, y pourront devenir complexes; nous les supposerons seulement 
toujours reliées par les relations: 


x= cos 0, y=osin 6. 


Ceci posé, considérons la série trigonométrique 
Soe = Ag +> A,(@) cos nO + B,(o) sin nO 
1 


A,(o) et B,(@) sont elles mémes des séries normales par rapport 4 @ sur 
un segment réel OR de la forme spéciale suivante: 


A,(9) = 9" >) >) she?” (R*—9%)' = 9" >! P(”)- (R93), 


p=0 g=0 g=0 
B,(9) = @" >) >) Biijo*?(R—9*' = 0" >) Qf -(B—e") 
p=0 g=0 g=0 


ou a"), BO) sont des constantes quelconques, P\” et QM des séries de 
Taylor procédant suivant les puissances de 9*. On voit d’abord que S),¢ 
peut formellement étre identifiée & une série ot ne figurent que les puis- 
sances entiéres et positives de x et y, puisque 


9” cos nO = (a+ ty) 72 
e" sin no = + *Y) oo 
=e +y’. 


Je dirai que Sp, est wne série normale des deux variables x et y ou @ et 0 
& Vintérieur du cercle C de rayon R tracé dans le plan des variables réelles 
et ayant le centre en O, sil est possible de fixer un nombre positif r tel 
que la série 


de norme est un peu modifiée.) Ceci aura lieu pour la plus part des séries usuelles 
de rayon de convergence égal 41. Dans le cas ot ce rayon est inférieur 4 1 ou 
méme nul, il faudra répéter successivement la méme opération en faisant croitre n 
indéfiniment de la sorte que dans la série normale qu'on obtient 


> Dd 4p x(R — x}, 
PQ 


le rapport : croisse indéfiniment. 
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>- [Agler + S1Ak. + [B,Je- 


soit convergente. 

Il est clair que dans ces conditions la série S,,¢ converge absolument 
et uniformément lorsque le point M se trouve sur la circonférence C ou 
& son intérieur (pour qu'il en soit ainsi il suffirait méme que r= 0). Je 
pourrai en outre écrire Sp.» = F(xy) et 2 =[F(xy)]|z,, ce qui exprimera 
que 2 est la norme inférieure de F(ay) a Vintérieur du contour Tor, (situé 
dans le plan de la variable complexe g). 


15. Théoreme. Si we série F(ay) =Sp,6 est normale a@ Vintérieur 
d’un cercle C tracé dans le plan des variables réelles, elle est analytique a 
Vintérieur de ce cercle. 

En effet, il est évident d’abord que chacune des séries A, et B, peut 
étre en vertu du théoreme 10 transformée en série de Taylor de la forme 


e" > 4,07” qui converge pour |g|<~*. De sorte que en vertu du théoreme 3, 
p=0 

F(ay) est analytique a lintérieur du cercle C’ de rayon r. Mais, si nous 
prenons un point quelconque M(R’< R, 6.) intérieur 4 C, en vertu du 
méme théoreme 10, A, et B, pourront étre développées en série de Taylor 
suivant les puissances de g — R’ avec un rayon de convergence au moins 
égal a r =>*. On en conclut qu’en faisant croitre R’ successivement 
on obtient le prolongement analytique de F(xy) pour tout point intérieur 
a C. Ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Le raisonnement que nous venons de faire montre qu'il 
faudrait en général répéter une infinité de fois lopération de prolongement 
analytique pour atteindre la périphérie méme du cercle C. Pourtant a 
cause de la convergence uniforme du développement normal de F(«y) 
qui a lieu sur la circonférence C tout aussi bien qu’a son intérieur, ce 
développement représente bien encore sur la circonférence C la limite 
vers la quelle tend F(xy) lorsque M s’en approche indéfiniment. 

Réciproquement: 

Si une fonction F(axy) est analytique et réguliére a Vintériewr d’une 
région S tracée dans le plan des variables réelles, elle est développable en 
série normale a Vintérieur d’un cercle quelconque C enticrement intérieur a S. 

En effet, soit R le rayon d’un cercle C intérieur a S, et soit O son 
centre. On a évidemment 


F(ay) = Ay +> A, cos n@ + B, sin n6 


n=1 
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avec: 
22 
A, == J F(@ cos 8, @ sin 0) cos nOd0, 
ment 9 
C ou a 
. Je B,-1f Fe cos @, 9 sin 8) sin nOd0. 
mera ) 
situé De sorte que A, et B, sont des fonctions analytiques de @ réguliéres 
tant que la -variable complexe g est a l’intérieur d'une certaine région 
comprenant le segment OR. Il en résulte que A, et B, sont dévelop- 
rieur pables en séries normales sur le segment OR. En reprenant le calcul 
que a du § 8, on verrait facilement que A, et B, admettent en outre des normes 
finies 4 Tintérieur d’une certaine région [or, correspondant 4 r suffisam- 
peut ment petit et que la série de ces normes est convergente. Ce qui prouve 
orme précisément, en tenant compte de ce que A, (9) et B,(o) ont manifestement 
me 8, la forme spéciale exigée par la définition du § 14 que F(xy) est normale 
a Vintérieur de C. 
— Ces deux propositions fondamentales qui sont analogues a celles du § 3 
in du ont Vavantage détre enticrement indépendantes de la considération des singu- 
‘aylor larités imaginaires. 
aie Il nous reste encore a démontrer le théoréme suivant. 
ment 16. Théoreme. Si F(v,%,--+-,,) est une fonction analytique de m 
éyieur variables U,U,+-++U,, qui sont des fonctions de x, y susceptibles de dévelop- 
pements normaux a& Vintérieur @un cercle C, on a 
quil : -. - 
seat (28) [PO 0 +++ Op) dar S Fe Ia [e]ar + + + [Pp ]ar)- 
ant a Le théoréme sera évidemment démontré, si nous le vérifions dans 
F (xy) les deux cas particuliers: 
ir, ce F(0,0,) =, +, et Ov, 0,) = 0, + U9. 
limite Or c'est une conséquence immédiate de linégalité (25)’ que 
LY, + Jar S[%]ar + [0 In-- 
D’autre part, soit 
d’une - 
ble en v% = AD + "AM cos nd + BY sin nd, 
ras. n=1 
O son 


2 = AP + >) AP cos nO + Be sin nd. 


n=1 


On a en effectuant la multiplication et en groupant les termes comme on 
en a le droit 
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4% — 4 AP + yD (AP AP + BY Be) 
n=1 


1 i 
+32) | Darae—noae 
k=1 





= n+m=k 
—— 4g, 7 
+ S' (4M A®+ AM A+ BO B® + BY BY) cos k@ 
wed n m m*"n n m m n 
n—m=k 


+3 D| Danae + ap 4g) 


k=1 n+m=k 


+ > (AY BY —AY BY + BY.AQ—BY 4g)| sin 0. 
n—m=k 


D’ot en tenant compte des inégalités (25)’ et (25)” 


[v, elar < {L49%le + SLAM ]er + [Be 


an=1 


{LAP ne + SLAP Ine + (BE ar| — [olarlear 
a=1 
Le théoreéme est ainsi démontré. 
On voit que l’inégalité (28) est tout a fait analogue a l’inégalité (14). 
Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour résoudre 
le probleme que nous nous sommes posé au début. 


Chapitre IIT. 
. O*z , O%z 
Etude de Véquation z age t ~~ 0. 
17. L’équation 


. a. Fe 
(29) Fms 5 t jy: — 9 


est une des plus simples qu'on puisse imaginer n’entrant pas dans le type 
étudié par MM. Lutkemeyer et Holmgren. Je tacherai d’expliquer de mon 
mieux ma méthode sur cet exemple particulier qui comme on le verra 
ne se distingue du cas général que par l’absence de certaines complications 
secondaires. En se reportant a l’introduction, on voit immédiatement #@ 
qu’actuellement le théoreme de M. Hilbert peut s’énoncer ainsi: 
: ‘ : os. os a 

Toute solution z de Véquation F =z aga + 7 QO, positive dans une 
région S et admettant des dérivées finies et continues des trois premiers ordres, 
est analytique dans cette région. 





14). 
idre 


type 
mon 
erra 
ions 
nent 


une 


lres, 
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Nous suivrons la méme marche qu’au chapitre I. Pour fixer les 
idées je suppose l’origine O a l’intérieur de S et je me propose d’étudier 
la solution ¢ autour de l’origine. D’abord je dis que sans restreindre la 
généralité je puis poser la valeur z de z & lorigine égale a 1. En effet, 
s'il en était autrement, il suffirait de faire le changement de variables et 
de fonction défini par les formules: 


, z ’ a , 
&  -_? y¥ =9Ve, “=. 


Si la condition fondamentale z) > 0 est remplie, 4 la région S dans le 
plan des wy correspondra une région S’ dans le plan des xy’ comprenant 
lYorigine & son intérieur, dans laquelle 2’ sera positive, admettra des 
dérivées finies et continues des trois premiers ordres et verifiera l’équation 


gat Chess 


* oa? igi = 0 


Si 2’ est analytique, inutile de dire que ¢ le sera aussi. Notre restriction 
est done légitime. 
Soit M une limite supérieure des dérivées des trois premiers ordres 
de z & Vintérieur de S; py, do, %, Sy, & les valeurs respectives 4 l’origine 
7 dz O82 O82 Os d 
95 e sorte que, a 
5a? dy’ Oa® On dy’ dy" que, & cause de la relation (29), on a 
m+ = 9. 
D’autre part, étudions comme au chapitre I les conséquences qui résultent 
de ce que z a des dérivées finies et continues des trois premiers ordres. 
On a évidemment 


2 = Lot Pot +qQoyt ; (ro @?+2 syryttyy*) + si (fo*+3f; wy+3fAcy thy’), 


dz 1, 

ag Pott + Sy +5 (Por? +29, cy + 92y"), 

= =I + 8% + hy +5 3 (Hot? +24, 2y + Wy’), 

7 0 Orz 

“= Tot Lot + LY, sa3y = Sot Mx + Oy, yt ot MX + Ys 
i Oe eo... ae 

a* 0 Gatdy  ™ dady? ™ dys ™8 


ou tous les f, g, ¥, x, 9, 4, a sont des fonctions de « et y inférieures en 
valeur absolue 4 M a lintérieur de la région S. 


Posons 
= cos 0, y=osin 0. 
Il vient: 
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2=4%,+(p)cos0+q,sin0)+ © [rgcos*d +2s,cos0sin0 + t,sin?6]+ 9°,(08), 
dz 
da Pot 9(17o cos 0 + sy sin 4) + 9°, (99), 


oz 


By = = q% + 0(s, 008 9 + ty sin 8) + 9°, (099), 


O*z oe O%z 
iii ie Misia (09), Fyz— + 0%s(09), 
os = (08), sy = 9, (09), nay = (09), Fg 0(08) 


ot tous les (08) sont inférieurs en valeur absolue a 2M 4 J'intérieur 
d’un cercle C’ de rayon R’ <1 ayant le centre a lorigine et situé dans 
la région S. En tenant compte des identités 

2 62 dz 

66. da4 +5 “ “a 


O*2 §6a*z O72 Gz Oz 
0° aad — 2 andy? 9+ 95)” — Ie" — dy Y> 
0*z Oz 672 
008 — FAP +3 5 iy ay? — 3a ay + 5 pet ogeey 
O*8 (yas dz 
+325 Uy! “ 35 oy + ey He 


on a successivement 
6%, (09) _ 


36 — , sin + O, cos 6< 4M, 
iia Na = , sin? @ — 29, sin 0 cos 6 + ®, cos? @— , cos d— ®, sind < 10M, 
ee) =— ®, sin’ 6 + 39, sin® 0 cos @ — 3, sin 6 cos? 6 + ®, cos* 0 


+ 39, sin 4 cos 0 + 3, (sin? @— cos® 6) — 39, cos 6 sin 6 + ®, sin 0 
—, cos9< 24M. 


D’ot il résulte que sur une circonférence C de rayon R< R’ Q, est 
développable en série trigonométrique: 


x 
7 , 
MD, = C+ > c, cos nO + d, sin nO 
n=1 
avec les inégalités: 


leo) +>) Leal + || < 82M <N, 
>" ¢,| + |d,|}<200M?+4<N, 


>’ W{\6q| + |da|} < 1152 M2 + 4<N, 


n=1 





a 
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: 
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ta 
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Les deux premiéres inégalités ont pu étre établies (§ 1) dans l’hypo- 
these seulement de la continuité des dérivées des deux premiers ordres, a 
fortiori elles out lieu actuellement; quant a la troisitme on I|’établit 
d’une fagon analogue. 

En effet, , 


a 22 
C. = : {@ ® ° sin n6d8, d, = - i cos n6d@. 
0 








a — nie) 008 nx) 00 
0 


0 


Or, puisque ed est une fonction bornée et intégrable, on a lidentité 
22 P 22 . 
a,\",, 1 a°® 
J Get) 20 — aL J woe 2 | 
0 0 
2a . 
+ > {L, fae *cosnodo| +| f $2 sin no ao} |. 
0 


De sorte que: 





n 
> en’ + d?n®’ < 2(24M)* 
n=1 
Si |c,n?| > cn’, on a je,| < a Par conséquent, dans tous les cas: 
ao 


Sn? {\c,| + {d,|} < 1152 M2 + 4, 


n=1 
Ce qu'il fallait démontrer. 
Par conséquent sur le cercle C de rayon R 


(30) = «+> a, cos nO + B, sin nO 
n=1 
avec les inégalités 


Oy — 2o| + > |! + |B, | < IR 
1 


Pol +>) Mlle! + [Bal < LR, 
2 


(31) Ft — qo] + >’ m{|e,| + |B, }< LR, 
2 
eA O—*) + QW + Bal) < LR. 





Th 25, +>" cy| + |B,|}< LR, 


I est un nombre fixe qui ne dépend que de M. 
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18. En procédant comme dans le chapitre I, nous avons a déterminer j 


par la mattheds ‘om approximations successives une solution u de l’équation =~ ¢ 
fy 4 
Fo ors 3+ _ = 0 qui sur le cercle C se confond avec z. Nous arrivons 
ainsi 4 remplacer l’équation (29) par le systéme ( 
au, , Ou, 0 
da? * dy | 
0*u ee u Oo? u, 
oat + Gyt = Gt) Gat» 
tu, Fu, O*u, 4 
Gat + dy =(1i- u, -1) a 
ou encore 
0* u, a . 
Fat +3 =% 


o*0, + _ -=(1- the) So o* , 


Cx? 


Cx? Ox? 


(32) 070, +5 o* ~ poe (4) 98 Ls a ae Uy - (1—u,) 6%, _ o*u, 


a2 2, a2 a2 
d*v, dv hie o*u. 


Gat eat da® ~ n-1 Gat 


u, est la fonction harmonique qui sur le cercle C se confond avec 2; 
v, se caleule de proche en proche, si on pose d’une facon générale 
v, =U, —U,_, eb v, =O sur le cercle C. La série 
U= Uy ++ % +°°> +0, 4+° 
dans le cas ow elle converge uniformément ainsi que ses dérivées des deux 
premiers ordres, représente la solution cherchée de Véquation (29). 
D’abord wu, est immédiatement donné par la formule 


Uy = Hy +> (8) [«, cos nO + B, sin nO]. 
n=1 
Et puisqu’on en déduit 


2 Les 2 
An ~Jpoe-2 il - [a, cos (n—2)0 + B, sin (n—2)0] 


n=2 


on a en vertu des inégalités (31) 


(33) [up—1]e- < LR, (5 | <2M+LR<Q. 


Ey MRR * 5 


iner 
tion 


rons 


ale 


UL 


e 
5 
e 
a 
i 
i 
S 
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Je rappelle que le symbole | }x, signifie la norme inférieure a l’intérieur 
du contour [Tor,, r étant un nombre positif inférieur ou égal & R. Si 
nous supposions, ce qui est permis jusqu’éa présent, mais ce qui ne le 
sera plus apres, que » = R, nous retomberions dans la méthode primitive 
de M. Picard. Jl sera essentiel que r< R. Pour fixer les idées nous 
poserons une fois pour toutes 


(34) r=. 
19. Nous devons faire maintenant une petite digression pour appli- 
quer a |’équation 


or Orv 
(35) mits ot = F(zy) 


les résultats de l'étude que nous avons faite sur les séries normales. 
Supposons F'(xy) développé en série normale 


F(xy) = A,(@) + >) 4,(¢) cos v6 + B,(@) sin nd. 
n=1 
Comme toujours x = @ cos 0, y= g sin 9; les A(e) et B(e) sont des séries 
normales de la variable g sur le segment OR de la forme 


A, (9) = ¢" > y 9°? (R*— 9) 


p=0 g= 


B(@-e > >? 07 (R?—¢*) 


p=0 g= 


De plus, 
[F(wy)]nr = [An (@) ler + >) [An(@)]er + (B,(@)er < P 


P étant un certain nombre positif. 

Je me propose de développer en série normale la fonction v(ry) 
définie par l’équation (35) et s’annullant sur le cercle C de rayon R. En 
répétant le calcul de M. Picard, on est conduit, en posant a priori 


v% = Cy(@) + >’ C,(¢e) cos nO + D,(g) sin nd 
n=1 
aux équations 


ZC 1 dC, n? 
“de® e de ~ @? C,, = A,(9), 


d*D,, 1 aD, n? 
de? e = — eo D, nin B,(@) 
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dont la solution cherchée est donnée par les formules 


g 
d 
Oy(e@) -| i feAude, 
R 0 
2nC,(@) = ef a o> if "tide + - of e"* ide. 
R 0 


Une double différentiation nous conduit successivement a 


4 0 
dC, 1 d?C, 1 
ie gf ebater Get Ao— x, f edad, 
+ 4 
“A d 1 . 
i ~ m Q 1 " ” a - 
a we ‘fait [Ace +h de + Fan fae tido, 
R 0 0 


2 oo 





g 
“n = (n—1)9"- iF: An de— =* / ot do .—— rn o"+1do 
J @ er” R 424. 
On aurait des formules identiques pour D,. On en déduit premiére- 
ment que C, et D, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres 
sont des séries normales de la forme 


C,(e) = @ ‘> 2 9°? (R—9*), 


p=0 Q= 


D,(@) = @ ‘> >» po 9? (R— 9?) 


p=0 g= 


De plus, en vertu des formules (26) et (27) 
R o oa 
Color < BPE CA (ene = RL Ag(@)]ar < AR[Agla, 
dC, R(R 3 ; 
|p. < ge [Aver = | Bl Aglar < ART Ay]e,, 


d?C, ’ 
[a8 der <CAalnr + =ZE* [Aglare = | [Aglar < a[Agla 


4 étant un nombre fixe indépendant de R. Pareillement, en rappelant 


R 
expressement que r= : i 


’ R't  R+r. R+r R? 
[C nlRr < an sla r)| n—2 + 2(n-+2)r + tall, Jar < n? thn 


aa) < Bp Rte 
de 


ad? C,, iprn—1i R+r n+1 
‘. li; n—2| R—rt 3+) 


= 


- 


“4 i > 
2 L@R—r)\n—2| * 2497 ba +2 ade Aube 
R+r 
r 


de? +25 +2|[Alar < alle 











en ° 


Pou 
rem 
nou 
que 


Et 


Or 


v(a 
dor 
que 
auc 


(3¢ 
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Inutile de dire que nos inégalités restent encore vraies pour n = 2 
en vertu de (27%). 
Egalement, on vérifiera les inégalités: 


Caea <AR[Agler, 


ede 
[<i tale, [9] < Stabe, 


dC, a 

al. < n [Alar 
Pour »=1 il s’introduirait des péles du premier ordre, mais si nous 
remarquons que dans la suite des calculs les parties polaires se détruisent, 


nous pouvons conserver ces inégalités qui dans ce cas ne seraient exactes 
que si le résidu était nul. On en déduit 


[ver <AR[F(ay)ler, [$5], <AR(F le, [Se], < ARF lee, 
[iele < AREF ler, [Zep], < ARF» [apgole <ABLF er 
[tle < +P ler. 

Et en faisant abstraction des parties polaires, qu’on peut supposer nulles 
[reader < AF ler [ “e0lee <4 [Pler, [eeed0 lee < ALF ler 


[ss06]p, < AF le 


0°06" 
Or on a 
dv dv dv dv dv... 
ba = Je 008 9 — zg sin 8, dy ae MBO +, son 
av Gv 0*v 
iat = de! , cos? §@—2 05000 cos 6 sin @ + - -spgesin? O + % 9 Sin? 6 


+227, cos @ sin @ ete. 


Sans qu'il soit nécessaire d’insister, il est clair que les dérivées de 
v(zy) par rapport & x et y sont réguliéres & Y’origine. Nous pouvons 
done considérer comme évident (ce qui d’ailleurs se vérifie sans difficulté) 
que les parties irréguliéres en 9 se détruisent. On a par conséquent, sans 
aucune restriction, les inégalites fondamentales: 


[ler <hR Fer, [52], <bRUF lar, [Fo], <ARUF lary 
(86) [Fete < MF lees [Zeya <P lery  [Fyele, < MF len 
(a =a, r= >) 
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Ainsi, tandisque les dérivées secondes de v(ay) admettent des dévelopy "J 
pements en série de Taylor en gén ral divergents poww 9 = R (voir les 
formules 17), leurs développements normaux ont des normes inférieures a 
une certaine limite qu’on peut assigner @avance. L’inspection des formules (17) ~ P 
peut en quelque sorte faire prévoir ce fait. 

En effet, l'une de ces formules était: 


n 2 2p+2 I 
C, Pa |n- ‘apne @p+2n+2) 


Si on y suppose tous les @ positifs, en passant 4 la série des modules 





2p+2 
de C,, on ne profite pas de la différence © — 


oe 1 qui fait tendre C, I 


vers O lorsque 9 = R. Au contraire, si on met o — R en facteur, les 


coefficients de : S sont tous positifs. C’est cette remarque qui m’a . 
suggéré lidée d’introduire les séries normales. 
[ 
20. Appliquons les résultats obtenus au systéme d’équations (32). 
On a d’abord a cause des inégalités (33) 
[(%—1) 4 : oe |, <LQR=1l. 
Par conséquent |’équation I 
° 6 2? u% 
oat + oa = (uw, —1) sat 
donne en vertu de (36) ¢ " 
*v Z 
[YJar-<hLpR, [Zo], <hLy. E 
D’ot ® 
Ov, oe Uy, 2 ¢ 
[(1—ug) 3 — 4, Ft], < DRL, + (Q+hL)hL,R = L,. i 
De sorte que 7 
a, 
[velar << ALD, R’, (Sa1-< hL,. 
Et successivement as 


7) Cx? 


la ~" eat 53], <(LR+hL,R)hL, Tes R= 
ae @ Un 2 2 4 
a—n -1) Fat —% a) <(LR+hL, F?+hL, R2+--+hL,_ en if R 
+(Q+hL,+--+hL,_,)hL,_,R°=L,. 


Ainsi d'une fagon générale 
L, =hRL,_,[L+R(Q+2hL,+2hL,4+---+2hL,_,+hL,_;)]- 





Lop- 
les 
os a 


(17) 


lules 
> C 
les 


ma 


(32). | 
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Je dis qu'il suffit de supposer 
Rh[L+h(Q+4hL,)] <> 


pour que 
h< > ‘. 
En effet, 


L, =LyhR[L + R(Q+hL,)] <= Ly, 


L,<>L en +4 i Ba kh, 

hy 1 
<5 aS pn[ 2-4 (04 Bhd +hlgt > Ly +--+- = my +52 i) <r | 
Or on peut toujours prendre R assez petit pour que 


Rh[L+ R(Q+4hL,)] <> 


Dans ces conditions, on a visiblement: 


[uy —1]ar + [Jee +--+ + [ear t---<DR+ 2hL, R’, 
(St Sth + + (Sh to < Ot Bhd. 


Il en résulte que la fonction 
U=UytUyte ++ °°° 
est normale a l’intérieur du cercle C de rayon R. 


Elle est done analytique ad Vintérieur de ce cercle. 
D’ailleurs elle représente évidemment une solution u de l’équation 


ou 
Wes at oy? ies 


qui sur le cercle C prend les mémes valeurs que 2. 


21. Il ne nous reste plus qu’a démontrer que, pourvu que & soit 
assez petit, les deux solutions z et w se confondent a l’intérieur de C. 
En effet, par hypothése 
22 O72 o2u 
* 9a? +5 oy? w®, uo +5 oat 


Retranchons membre & membre et posons z=u-+t. Il vient 


= 0. 


att , drt 0*u 
# 5a + ays + tags = O- 
C’est une équation linéaire en ¢ du type elliptique, puisque z> 0. 
¢t admettant ainsi que z et w des dérivées des deux premiers ordres finies 
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et continues, on est assuré qu'il est possible de prendre le cercle C assez 

petit pour que ¢ ne puisse s'annuller sur son contour sans étre nul a 

Vintérieur. Done z=u a Vintérieur de C. Nous reviendrons d’ailleurs 

dans le chapitre suivant sur ce lemme relatif aux équations linéaires dont 

nous venons de nous servir. Ainsi nous avons démontré le théoréme: 
Théoréme. Toute solution z de V<quation 


O72 072 —0 


Oa? T dy? 


positive et admettant des dérivées finies et continues des trois premiers ordres, 
est analytique. 


Chapitre IV. 
Théoreme général. Probleme de Dirichlet. 


22. Nous nous proposons, enfin, de démontrer le théoreme de M. Hilbert 
dans toute sa généralité. 

Théoréme. Soit z une solution de Véquation aux dérivées partielles du 
second ordre 

O72 «O82 O82 Oe Oz 
F(R: Oxdy? by?? ox? dy’ &, a, y) =0. 
Si, F' étant analytique, z a dans une certaine région S ses dérivées des trois 
premiers ordres finies et continues et que de plus elle vérifie Vinégalité: 
(37) 4 Fp, 5 Fp, = (Fe y< 0, 
: da? Oy? dxdy 

elle est analytique. 


Je dis d’abord qu’on peut se borner a ne considérer que |’équation 
de la forme 


G*z , Os O*z O83 O82 Os 8 
(38) Dat + dyt =f (5 Dady? dy? da? Dy? 2? * y) 


f étant holomorphe dans le voisinage d’un systeme de valeurs: 


O*z 072 072 02 02 
da? "0 dady °0 ays “» Ox =Po dy to 2 = %) zr=y=0, 


et les valeurs initiales f,., fs, fi, etant nulles. 
En effet, soit z une solution de l’équation 
Oz 2 a _ 
FGR:. da’ dy’ age 99259) = 0. 
Soit 2, Por Yor %o> Sor f& les valeurs de z et ses dérivées par rapport 
aa’, y pour z=y'=0. 
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Sur la nature analytique des solutions etc. 


On aura done dans le voisinage de ces valeurs 


n2 


F= be! + cy + d(e—4) + e(75 —m) + (2 — a) +9 (F518 
42h (soi = 


0x oy 
Et puisque 


Feng the tayt--, 


aa’? 


F’a, =2h+ba’ + ey’ +---, 


ax dy’ 
Fe: =i+b v2 + ey +--- 


dy’? 


on a & cause de l’inégalité fondamentale (37) 


gi—h?>0. 


Cela posé, supposons (a, y) et (a’, y’) reliés par les formules 


x 
Il en résulte 
02 
ox’ 
Os 
oy 
O72 








—h : ’ ’ 
~ Fae +*Vigines 9- 7% 
—h oe | 1 Os 
glig—h*) 0x © Vg Oy’ 
-/ go 
ig—h® ey’ 
ae a : Ce Cth We 1 Oz 
Cx * = glig—h*) dy*® gVig—h? Oxdy * g dy?’ 


‘ 
72 


—h Oz , 1 0%z 


da Oy — ig—h Ga** Vigna dady’ 


i: B22 
dy? = ig—h*® da? 
D'or 
G*z ’ a*z ’ .( 2 ’ as , ae | 
9 (a — rd) +- 2h (saray —*) +i(sa — t) = Dat 4. oy? i ty. 
Et par conséquent 
F( 072 ——, v) _ Oe , Oe (63 Oe Oz 
par? 2% TY) = oas T Gye 6a*’ Oxdy’ by”? 
f ne contenant plus de termes linéaires en 
o*e .. = oe 
ou? — "po exdy So» oy? ‘0° 


Le changement de variablés indiqué ctant évidemment légitime pourvu que 
g>0 et ig—h?>0, nous pouvons done sans restreindre la généralité 
du théoréme nous borner a le démontrer pour l’équation (38). 


++) 8, XL, y) == ( 
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Or on peut appliquer a cette équation la méthode des approximations 
successives. On a le systeme 


ou, 


0? uy 
oat + oy = f (780 t0P0%%90) = A 
ag 2 
(39) e? oY +3 a Te ~ (ce iaty’ cet zZ x y) — A, 
a? Bu, a2u, 
= + war Ma, +439) —f (pte, ++ yay): 


On déterminera successivement 4, v, =U, — Uy, Vp = Uy — U, ete., en 
imposant 4 u, de se confondre avec la solution z de l’équation (38) sur 
une circonférence C de rayon R(R<R’) suffisamment petit; tandisque sur 
la méme circonférence v, = 0. Dans ces conditions, on voit sans peine 


que, si la serie ee ee ee Se ee 
converge uniformément ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres 
sur C et & son intérieur, elle représente une solution de l’équation (38) 
qui prend sur C les mémes valeurs que z 

Occupons nous done de la détermination successive de u, v, ete. 


23. Soit, comme dans le chapitre précédent et en conservant les notations, 


Z= w+ >a, cos nO + B, sin n@ 


a=1 


les inégalités (31) pouvant étre évidemment maintenues. On aura 
A 2 2 = e\” ° 
uy = = (e — R*)+a,+ > (&) [@,, cos nO + B, sin nO] 
1 

On en déduit immédiatement en vertu des inégalités (31) 

[m — ala <*4 B+ LR<H-R, 

au, A 
[S°—q], <4R+LR<H-R, 

a2 2 

[Gat ole <[tHe—Pe| + Ge lle! + 1B < HR, 
Fe S|, <A-R, 


Oxdy 
[far md <H-R. 


ie 
bes 
e 
= 
os 
e 

‘ 
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Sur la nature analytique des solutions etc. 


Considérons maintenant l’une quelconque des différences: 


OFu, O*U, O° U,-1 O%u__ 
8, <1 (Gah gee ‘ tgs &) 9) — f (Sa, On by : 5a 2,9) 


oi pour x» >0 


et pour x = 0 








ou, Oru ou 

Rug Hyg 0, ant =") “ea o” 9 =, etc 

On a évidemment 
67 O° B 0? v 0X, ov 
9a = Fat Set Faay Pat Gyt Cat Ga Dat Gy En t nF en 
+> (%,—%,_1)G, + ia 

avec 

ou, 0?v, O%u,— Or, OB? Un— 

4,= fu (Gis TOF, Gaal + Oger ate + OS, «4-1 + OY, —Yn-1) 

fly (2Mn-1 070, 9 “n-1 ON +) 
hee Oa? Ga*’ Oxby exoy’ 


(0<6<1) 
Ox? 
ete. 
D’autre part A,, B, etc. sont développables en séries de Taylor suivant 
les puissances de 


Ou, 07 Uy 4 0? u,, 67 u,, 
Gat" “Gat —% Gedy Gaby —% oe. 


symmétriques par rapport aux indices x et nm — 1. Il en résulte, en tenant 
compte du théoreme 16 et en supposant quelque soit n, 


07 U, a*u, 
[set = rola. < ms [seas — ole, <« ete. 
5 
[A, Jar < fou (a, @, o, a, a, a, R’, RB’), 


+ 
[Blar< feu (a, @, a, a, a, a, R’, R’) 
Oxdy 


que 


etc. 


ob 
ou f est la série des modules de f. Cela étant, on peut se donner un 
nombre ¢é aussi petit qu’on veut et un nombre fixe P (lorsque f est donné) 
tels qu’on ait 
[Anlar< é, [Bley < é, [Cr]r- < é, 
[Dilar< P, [E, |r, < F, [Fry iG, P, 


(41) 


[Gi Je, < P, [ Hi lr, < P, 
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pourvu que « et R’ soient assez petits Car nous avons supposé essentiel- 
lement qu’a lorigine 


feu = few = fir = 0. 


oa? andy oy 
Par conséquent, si on parvient a vérifier les inégalités (41), on a 


2 2 
07u, du, 


[dy ]ar i [a dxoy’ sis y) —f(%, So» to ie 0, 0)|,., 
<3(P+a)HR+2PR=u. 
Et en vertu des inégalités (36) 


4 2 7 
[Jer < hR'y, seL.< hRu, ia < hRu, 


[sl <he, [seth le. <hu, [Sethe < Ap. 


D’ou successivement, en posant 3h(e+ PR) =k 
LO Jar < ku, [5.2 1,.< kuh, ete. 


0? v, 
[93 ]ar < Pu, es a < kwh, : 


tte 
[B.ler< de, [ae] <euh. - 
Pour que notre calcul soit légitime il suffit manifestement qu’on ait 
k<1 ot HR+hulthk+P+---+h)<HR+ MM <a. 

Or il est facile de faire qu’il en soit ainsi. En effet, on peut évidem- 
ment choisir deux nombres « et R, assez petits, pour que, si « = &, et 
R< R,, on ait k< $3 cela étant, il ne restera plus qu’’ imposer 4 R 
(outre les inégalités R< PR’ et R< R,), Vinégalité 

R{ H+ 2h[2P +3H(e+P)]} <a. 
Notre calcul est done bien légitime pourvu que le rayon R du cercle ( 
soit assez petit. Dans ces conditions on a 
[w]ar < [eo]ar + [Jar +--+ + [%]ar +--+ <4] + @. 
Et par conséquent, la série 
U=Utyt%t:+ -+%+°°° 


est normale et représente une fonction analytique a Vintérieur du cercle C. 
Sans faire appel 4 d’autres considérations, notre calcul lui-méme prouve 
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Sur la nature analytique des solutions ete. 


que les séries dérivées des deux premiers ordres de u convergent uni- 
formément sur C et a son intérieur. La fonction analytique u est donc 
une solution de Véquation (38) qui sur le cercle C prend les mémes valeurs que 2. 


24. Reste & démontrer que z =u a Vinterieur de C. 
On le fera de la fagon suivante. Par hypothése, 


O*z , Oz O*z «86%2 
bat + oy? _ f (52 dxdy’ 75,8, 2, y) win 0, 


- OFu Fu tu 
da® + oy? —f (5a 77, U, 2, v) =(- 


En retranchant membre & membre et posant z— u =f, il vient 


(42) A(ay) o"* + B(ay) 9 ‘+ O(ay)é at DS LtES + Ft=0 


Oudy 
avec 
Cu 07 u ort 
ah =i ~ i A 2+ 9 F¥? Baby t 9 Gaggs 0 ¥ +962, 9), 
- 0? a 
B(ay) = — feu (; 402 canes 
Oxdy 


Cy) = 1 — feu (C4 + 0 4, --) 
ay? 
ete. 


ot O<O@<1. On a ainsi une équation linéaire en ¢. Je dis qu’a lintérieur 
d'un cercle C de rayon F assez petit cette équation appartient au type 
elliptique. 
En effet, pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que 
4 1 — fi 1 — fru stains feu => 0 
CCF) — Ce 
lorsqu’on remplace 
O*u cru o*u _ ou ort 
Dat at o @ ae Oway pal daoy + 6 dwdy ete. 
(@ étant compris entre 0 et 1.) 
Il suffit done, que 


(43) ‘feu | | | fou) + 
| 2? | oy 


for * fru | + 


0a 0% 








Or, si on se wai qu’a lorigine 
fr, =f =f, = 9, 
on verra que l’inégalité (43) est nécessairement verifiée,,,du; moment que: 


Mathematische Annalen. LIX. 9) 
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Otu Ort fu } 
gat + 9 a3 — "0 <B, ests + ants 50] <B, | cat Oe |< B, 





ou et 
ja + 8 sm |<B, oe +0 we 5 — |< B, |u+ 0t—a| <8, 
al < B, "' <6 

6 étant un nombre suffisamment petit. 

Mais a cause de la continuité de z, on peut bien prendre le rayon 
R du cercle C ot z et u se confondent assez petit pour que 
dz | dz 
dx "9 | By? 
D’autre part, en vertu du raisonnement du § précédent, on peut aussi 
choisir R assez petit, pour que la solution « obtenue par la méthode des 
approximations successives satisfasse aux inégalités 


Je—al <4, 








<£. 


























ou o*u 
|M — %| <4, Ft — Po <£,..., Fat — %o <3 I=| 
Et par suite e 
26 | at| _ 26 a*t| _ 2B 7 
lti<z, one 1l5y8| <3 =< 
Donec 
o> %)+ a & <p ete. 
L’équation en ¢ est done du type sities Si on remarque en outre [| J>= 
que A(xy), B(xy),--- sont finies et continues ainsi que leurs dérivées | 


premiéres, on constate que la solution ¢ admettant des dérivées des deux 
premiers ordres finies et continues ne peut s’annuller sur un cercle C de 
rayon Ff suffisamment petit sans étre nulle identiquement. 

Il est done établi que z= u. Par conséquent, la solution z dont nous 
sommes partis est analytique. 


25. On pourrait cependant faire une objection & la derniére partie 
de notre démonstration. Dans tout ce qui précéde nous avons toujours 
précisé au moyen des données du probléme la limite supérieure de R; ‘ 
nous n’avons omis de le faire qu’é la fin de notre raisonnement od nous 
avons dit que dans une région S, od l’inégalité (43) est remplie, l’équa- 
tion (42) ne peut avoir plus d’une solution prenant une succession donnée 
de valeurs sur une circonférence de rayon FR assez petit. Pour ne laisser 
subsister aucun doute a ce sujet, je me propose de fixer effectivement 
pour R une limite supérieure. 

Je me servirai d’une méthode tout 4 fait semblable a celle que 
suit M. Picard*) dans le cas ok A= C=1, B=0. 





*) Traité d’analyse t. II, Ch. I, p. 24. 
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Sur la nature analytique des solutions etc. 


Théoreme. Soit une equation linéaire 


a2 oe? oO? 6 
(42%) A(ay) 53 + 2B(ey)-g55, + Cley) sys + 2D(@y) 5 


+ 2E (ay) & + Flay) +2 =0 


A, B, C, D, E et F sont des fonctions de x et y admettant des dérivées 
finies et continues et vérifiant dans une région S comprenant Vorigine 
Vinégalité 6 = AC— B*>0. II est possible de fixer un nombre k tel qu'une 
solution 2 continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres qui 
s'annulle sur un contour C (de S) ov |x| <k, est identiquement nulle a 
Pintérieur de C. 

Soit z la solution qui s’annulle sur C. Considérons l’intégrale double 
prise 4 l’intérieur du contour C 


y 


T=ff2{(Agat2Bargy t Ogg t 2D gg + 2E py + Fe) — M (2+ 2252) | dxdy 


-- uf (iP dzdy =0. 


D’autre part on a 
I= f f(A) +20 GD +e (i+ GE ad + Eek 
+(Set+55—F) s+ Met + 2Mxe 92) dedy 


M est une constante que nous laissons pour le moment arbitraire. Sous 





le signe d’intégration nous avons une forme quadratique en z, e, i 
Calculons son discriminant: 
oA , OB 
¢ 2 aa a 
2A 2B aa Oy +2Mz 
oB , ec 
_ ‘ 2 — 
A= 2B 2C oa + dy 
04, OB, oy, 2B, 0C g(dM, OE , 
la tay t2Me Getay 2a t+ ay f+ M) 
= 1— Be (2D , aE 04, 9B o OB aC 
=8(AC BY) (5, oy f+ M)+4B(55 +55 +2Mz)(55+5,) 
0A, OB, oa \?_ 94 (OB , 203 
—20(55 +5, +2Ma) —24(55 +355): 
Si A est positif, J ne peut étre nulle sans que 2 2 = sa =0 


pour toute valeur de x et y a l’intérieur de C. Or il est facile de voir 
que, si M est assez grand et Mz assez petit, A sera positif. 
5* 
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Précisons. On doit avoir 


4Méd > Ac® + C(68+2Mzx)?— 2B(a+2Mzx)p — 400 


avec 
OA oB OB ec oD CE 
ete "* BteR? Bt? *- 


Il suffit done de poser 
|x <k=*h et m=» 


en désignant par 0, le minimum de @ et par N le maximum de 
| Aat| + |C\(|B| +1)? + 2|B\(|@|+1)|B| + 40/8). 
C’est ce que nous voulions démontrer. 

Le méme raisonnement pouvant étre repris en remplacant x par y 
on obtient un rectangle [ de dimensions bien déterminées tel qu’une 
solution de l’équation (42) est identiquement nulle, lorsqu’elle s’annulle 
sur un contour intérieur a [. 

L’objection que nous avons relevée est donc écartée.*) 


26. Nous dirons qu'une equation aux dérivées partielles du second 

ordre F = 0 appartient au type elliptique, si quels que soient x, y,z on a 
6=4F p.-Fr.— (Fas > 0. 
rn dzdy 

D’aprés ce qui précéde 

Toute solution dune cquation de type elliptique admettant des dérivées 
des trois premiers ordres finies et continues est analytique. 

Comme exemple d’une équation du type elliptique, nous indiquerons 
celle des surfaces minima 


Oz\7) 092 9g 02 02 G2 02\2) oz 
Lad i de ded a 
[1 + (55) éx®* “Ox OY Oxdy + [1 + (5s) leat 0 
dz\2 éz\2 
(8=1+ (5) + (5) ): 

Cette équation, comme toutes celles qui dérivent de problémes géomitri- 
ques invariants par rapport au groupe de translation dans l’espace, ne 
contient pas explicitement x, y, z. Or il aisé de montrer qu'une solu- 
tion (si elle existe) dune equation elliptique ne contenant pas z est entiére- 


ment déterminée par l'ensemble des valeurs sur un contour de dimensions 
quelconques. 





*) Je n’insiste pas sur les généralisations dont le résultat obtenu est évidemment 
susceptible pour des équations d’ordre quelconque a coefficients complexes dans un 
espace’ X' mn dimensions: ‘Une ‘note fondamentalé de M. Picatd (C!'R. t. CXXT) devrait 
servir de base !&:une iétude/de cé- genrev Moody fais ogee Vi Tr 
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Sur la nature analytique des solutions etc. 


En effet, soient 


F(e4 “mig ,y)=0, F( +4, 6%, a,y) =0. 


da? "9 On?” 


En retranchant et posant z—u=t, il vient 


ort at 
Ast 2B sce + Capt 2D a, +2E x = 0. 
Puisque B® — AC <0, pour toute valeur de x et y et que cette équation 
ne contient pas ¢ explicitement, il résulte des recherches de M. Picard, 
que ¢ ne peut s’annuller sur aucun contour fermé sans étre identiquement 
nul. Done ¢=w. C'est ce que nous voulions démontrer. Ainsi il ne 
peut exister, par exemple, qu'une seule surface minima passant par un 
contour fermé donné de dimensions quelconques (pourvu qu'il puisse étre 
projeté sans points doubles). 
On vérifiera aussi facilement les deux propositions suivantes: 
Oz Oz O82 O82 O82 
F (5+ 3y? da dady’ dy!) ~ 9 

ctant une equation elliptique admettant la solution z= 0, 1° aucune de ses 
solutions ne peut avoir ni maxima, ni minima, 2° une solution réguliére 
dans tout le plan se reduit a une constante. Ainsi une surface minima ne 
peut étre convexe, et la seule surface minima partout réguliére est le plan. 


27. On voit que les recherches précédentes sont étroitement liées au 
probleme de Dirichlet relatif a la détermination d’une solution d’une 
équation aux dérivées partielles~ par Vensemble de valeurs qu'elle est 
assujettie & prendre sur un contour donné C. 

Je dis que si par un raisonnement quelconque, on peut affirmer existence 
de cette solution, la méthode que nous avons suivie convenablement complétée 
permet de la caleuler effectivement dans des cas trés étendus. (Pour fixer 
les idées je propose au lecteur d’avoir constamment sous les yeux ]’équation 
des surfaces minima; nos raisonnements s’appliquent d’ailleurs a toutes 
les équations du type elliptique ne contenant pas explicitement 2, y, z.) 
Je me borne au cas ov le contour est circulaire; il suffirait de le supposer 
réguliérement analytique. 

La méthode sous sa forme actuelle pour étre appliquée exige évidem- 
ment deux choses: 

1° Le contour circulaire C doit étre suffisamment petit. 

2° L’ensemble des valeurs données sur ce contour doit étre représenté 
par une fonction, admettant des dérivées finies et continues des trois premiers 
ordres, oscillant entre des limites suffisamment approchées. 
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Je dis qu’on peut supposer le rayon du cercle C quelconque et Vensemble 
des valeurs sur le contour représenté par une fonction continue arbitraire. 

Pour le voir il faut d’abord s’appuyer sur le lemme suivant que 
M. Picard a établi dans le cas des équations linéaires: 

Lemme. Soit u, (xy), u,(xy),>---, u,(ay) --+ une succession de solutions 
de Véquation F =0 qui sur le cercle C prennent les valeurs u, (0), ty (8), --,u,, (8); 
si lim u,(0) = u(@), u,(xy) aura pour limite u(xy) qui sera la solution de 


Véquation F' = 0 prenant sur C les valeurs u(@). 

Par conséquent, grice au théoreme de Weierstrass rappellé au com- 
mencement de ce travail, le probléme de Dirichlet sera résolu pour une 
succession de valeurs représentée par une fonction continue arbitraire, si on 
sait le résoudre pour une fonction quelconque analytique réguliére et périodi- 
que. Dés lors om peut considérer le probléme comme complétement résolu 
dans le cas linéaire pour un cercle suffisamment petit (sans méme admettre 
a priori sa possibilité). Il suffit de remarquer avec M. Picard que dans 
ce cas la convergence de la série (11) (voir § 5) obtenue par la méthode 
des approximations successives est indépendante des valeurs de la fonction 
et de ses dérivées sur le contour C. 

Il en est autrement dans le cas général. Déja dams le cas de M. Lutke- 
meyer (voir § 6) la convergence de la solution dépend essentiellement des 
valeurs sur le contour et, quelque petit que soit ce contour, il est towjours 
possible de prendre les valeurs de la fonction ou de ses dérivées assez grandes, 
pour que la méthode des approximaticns successives tombe en défaut. 

En général, il faudra avoir recours au lemme suivant que je ne 
démontrerai pas dans lespoir d’y revenir dans un travail spécialement 
consacré au probléme de Dirichlet: 

Lemme. Soit ae 

uU uU u u u 
F (58) Gedy’ dy da? oy? “) = ° 
une equation analytique du type elliptique lorsque le parametre « est compris 
entre 0 et 1. Si u(a, y, a) est une solution de cette équation pour 0<a<1 
qui sur un contour donné C prend la méme succession de valeurs, u(axy a) 
est analytique par rapport a a*). 
L’utilité de ce lemme est évidente. En effet, mettons par exemple F 


sous la forme: 
Ou . Otu tu Cu 
ax } a = of (Fao, oe): 





*) Le principe de la démonstration consiste essentiellement a différentier suc- 
cessivement F' par rapport & a et & en déduire des limites supérieures pour les 
différentes dérivées de u(xya) par rapport 4 «. Le rayon de convergence du dévelop- 
pement de Taylor de wu se trouve étre différent de zéro. 
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Sur la nature analytique des solutions etc. val 


En se reportant au raisonnement du § 23, on voit que quelque soit 
le rayon R du cercle C et les valeurs de u (admettant trois dérivées par 
rapport & 0) sur sa péripherie, il est possible de fixer |a| <4 suffisamment 
petit pour que la méthode des approximations successives puisse étre appliquée. 
Si on sait davance que Véquation admet une solution quelque soit « entre 
0 et 1, on maura qua prolonger analytiquement par rapport a « la fonction 
trouvée pour calculer effectivement cette solution pour n’importe quelle valeur 
de « (O<a<1). Ainsi, par exemple on développera la solution trouvée 
pour « trés petit en une série de polynomes de Mittag-Leffler qui convergera 
nécessairement lorsque O<a<1 et |a| <A. 

Les fonctions u(«) forment, en général, une nouvelle classe de fonc- 
tions analytiques transcendantes a espaces lacunaires. 

On peut d’ailleurs remarquer que la question de la possibilité d’un 
probleme de Dirichlet se raméne a la question de reconnaitre, si une fonction 
analytique peut ¢étre prolongée en un point extérieur ad son cercle de con- 
vergence. De nouvelles recherches sur la nature de la fonction u(«) seraient 
nécessaires pour pouvoir tirer profit de ce déplacement de la difficulté 
sur un terrain qui malgré les beaux travaux de MM. Hadamard, Borel, 
Fabry, et autres, reste encore une des parties les plus arides de l’analyse*). 
J’arréte 1a ces généralités pour passer & un sujet différent. 


Chapitre V. 
Equations du type hyperbolique et parabolique. 
28. Soit 


une équation analytique aux dérivées partielles du second ordre. On dira 
que cette équation appartient au type hyperbolique, si quel que soit 
“,Y, 2, On a 
4F pn, : Fa, — (Fes y < 0 
de Oy? dxdy 
ou au type parabolique, si 
"Ca 
EE od oxdy 
Pour compléter le théoreme de M. Hilbert il serait intéressant de 
montrer que les équations hyperboliques et paraboliques admettent, en général, 
*) Jai indiqué récemment dans une Note des Comptes Rendus (Avril, 1904) 
certains cas, od on peut par ce procédé démontrer la possibilité d'un probléme de 
Dirichlet pour les équations différentielles ordinaires. 
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des solutions non analytiques. Ici nous allons nous borner a l’établir pour 
les équations 


0? dz 0 : 
(44) Gis =f (cys = 5s) (du type hyperbolique) 
et 
(45) pa = (cys e ) (du type parabolique). 


Nous verrons pourtant que toutes les solutions de la seconde équation 
sont analytiques en x. 

La méthode que nous suivrons est encore celle des approximations 
successives*). On peut l’appliquer de deux facons différentes. On peut 
en se donnant des valeurs initiales non analytiques chercher 4 démontrer 
directement que la solution qui leur correspond est non analytique. C’est 
la marche qu’on est tenté de suivre naturellement. Malheureusement les 
moyens dont nous disposons semblent peu appropriés 4 favoriser cette 
marche. On est, en effet, amené a résoudre la question suivante: soit 


S = uy (vy) + % (vy) +--+ +4,(2y) +--- 

une série convergente de fonctions non analytiques; reconnaitre si cette 
série elle-méme représente une fonction non analytique. Cette question 
est, sans doute, trés intéressante, mais on a l& & manier des éléments 
aussi complexes et aussi peu étudiés que les fonctions non analytiques; 
on voit donc bien qu'il ne doit pas étre facile d’arriver ainsi @ un résultat. 
M. Lutkemeyer dans sa these déja citée a suivi précisément cette marche 
directe, mais sans succes. 

Il est inutile que jinsiste sur les caleuls qu il fait; je me bornerai 
d'indiquer le point faible de son raisonnement qui se rattache justement 


. 


a la difficulté que je viens de signaler. I] arrive & mettre la solution u 


de l’équation ty = sin w (surfaces 4 courbure constante négative) sous 
la forme: 
Mo = Jo(%) + H(@)-Yt-->+9,(@) 9" +--- 

ot g(x) est une fonction non analytique, tandis qu’on ne dit rien au 
sujet de g,(x), g(x), ---; on sait en outre que la série w converge tant 
que |xy'<1. M. Lutkemeyer considére comme évident que la fonction 
u(xy) nest nulle part analytique, car dit-il, si elle était analytique g,(z) 
le serait aussi nécessairement. Mais cette affirmation est inexacte. La 
seule chose qu’on peut affirmer ec’est que pour y=0 (ce qui d’ailleurs 
ne contient rien de nouveau, puisqu’on est parti de cette hypothése) 
u(x, 0) est non analytique. Il est, en effet, facile de voir que n’importe 





*) Voir Em. Picard «Théorie des équations aux dérivées partielles» Journal de 
Mathématiques 1890. 
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quelle fonction f(y) analytique pour toute valeur finie de x et y sauf 
pour y= 0, ov elle se réduit 4 une fonction non analytique de z, est 
susceptible d’un développement semblable a celui de u(xy). 

Nous suivrons au contraire une marche indirecte (réduction a l’absurde) 


qui a ’avantage de nous éviter ]'introduction des fonctions non analytiques. 


29. Examinons d’abord l’équation 


Otu 


Ou Ou 
(44) ; say —f (eye oa iy)" 


Nous nous appuierons sur le lemme suivant: 


Lemme. Soient y,(x) et ¥,(y) deux fonctions holomorphes dans le voisinage 
de x=y=0 (¥,0)=¥,0)=A). Si f (cyn be a) est une fonction 
analytique (enticre)*), il existe une seule**) fonction holomorphe prés de 0 
u(xy) vérifiant Véquation (44) et se réduisant a y,(x) sur Vaxe des x et 
& w.(y) sur Vaxe des y. 

Nous démontrerons cette proposition par la méthode des approxi- 
mations successives. On peut évidemment substituer 4 l’équation (44) 
le systéme 


0? Uy 


andy 0, 
av, Ou, Ou, 
Oudy =f (cyn Ox me) 


v Ou, Ou, OU, OU, 
Cauby =f(zym Cu 7) —f(zy% Ox me) 


070, 
Oxdy 


OUn—1 OUy—y OUy—2 OUy—9 
f(xy, 1 “On oy )- f (wy u_s “Ox oy +) 
ol v, =U, — U,_, et u, est assujetti 4 se réduire & y,(x) sur l’axe des x 
et & ¥(y) sur laxe des y. Si la série 


U=Uy + Yy +++ +H, +°°° 


converge uniformément ainsi que ses dérivées premiéres, elle sera une 
*) Cette restriction n'est pas essentielle. 
*) Tl ne peut y avoir plus d'une solution analytique satisfaisant aux mémes 
conditions initiales, car il en résulterait que l’équation 


a*v dv av 
dandy Aaa + Bayt ™ 


(A, B, C étant analytiques) peut avoir une solution analytique s’annullant sur les 
axes sans étre nulle partout. 
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solution de l’équation (44) satisfaisant aux conditions initiales imposées. | 
Or il est aisé de voir que si v est la solution de l’équation 3 


o?v , 
dady ~ PCy) . 3 


qui s’annulle sur l’axe des x et sur l’axe des y, on a 


zy : 
v(xy) = ff F(xy) dady. . or 
0 0 








Ci 
Par conséquent, si F’ est analytique, v l’est nécessairement, et en employant | 
nos notations habituelles, on a tant que |z|< R, |y|<R 
+ + e 
v(a, y) < RF (R, R), 
= + re 
oe) < RE(R, B), z= 
= 
asta < RF(R, R), et 
D’autre part, soit a 
+ 2 + ‘. E 
w(R)<M, ¥/(R)<M, ¥,(R)<M, ¥(R)<M or 
(w’ désigne la dérivée de w) ’ di 
et P étant un nombre fixe supérieur 4 2, - 
+ 
f(R, R, P, P, P)<L, 
:. L 
i (R,R, P,P, P)<FZ, é 
+, L i 
fou (R, R, P, P,P)<F, 
Ox 
>. 3 j tre 
fou (R, R, P, P, P) <F=- a 
Ox : 
Done, puisque u)(xy) = ¥,(x) + ¥(y) — A, on a successivement - 
“ + + 
ty (e1@:) <2M, S& <M, 3° <M, 
Ps 
0, (e102) < REL, eo < RL, ah < RL, 
ho 272 0%, 272 a, 273 - 
(0102) < RPL’, 5 < BRL, op < BL’, esi 
3? st po 
ps wie) <A oon < RL, oot < ROL dé 
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en supposant 
i< Rh, a1 <R, a <R, 9 <R. 


Nos inégalités ne seront manifestement légitimes, quelque soit m, que si 


RL 


RL 

RL<1, ;—pz<P- 24, 

Il suffit de prendre R assez petit pour qu'il en soit ainsi. Dans oes 
conditions u(y) sera nécessairement holomorphe tant que 


Izi<e, lyl<es 
et sera bien la solution cherchée. C. q. f. d. 

Ceci posé, admettons que u(xy) est une fonction analytique de x et y 
réguliére a l’intérieur d’une aire S comprenant le rectangle 2 formé par 
les droites y= 0, e=1, y=1, x=0, sauf sur l’axe des z ov elle se 
réduit 4 une fonction u(#,0) non analytique admettant une dérivée finie 
et continue. Une pareille fonction peut fort bien exister, mais nous 
verrons dans un instant qu’d est impossible qu’elle vérifie Véquation (44). 
En effet, supposons que u(y) vérifie UVéquation (44). Nous pouvons 
évidemment fixer un nombre M par la condition qu’a chaque point (2,4) 
du rectangle 2 ot y >O correspondent deux nombres R, et R,’ non 
nuls, tels que 


‘ 
u é o R,, 0 
u(ay + Ry, yo) <M 0, +3 » Yo) <M, 
+ 
pA , 
U(Lo, Yo + Ry’) << M eres Re) = M. 


La limite inférieure de R,’ est d’ailleurs égale 4 un nombre R, essen- 
tiellement positif, puisque u(y) est réguliére par rapport & y partout 
a lintérieur de S. Or, M étant donné, on peut fixer d’aprés le lemme 
précédent (indépendemment de FR, et R,) un nombre positif R tel que u (xy) 
soit holomorphe tant que 


\t—%|<R, |e—-H\<R, ly—H|<R, ly—H| <P. 
Par conséquent, quel que soit 2, il suffit de prendre 


% <R,, Y<R 
pour que u(#y) soit analytique pour z= 2,, y=0. Notre supposition 
est done absurde. 

Il en résulte que si wne solution u(xy) de Véquation (44) se réduit 
pour y=0O a une fonction non analytique de x u(x0) admettant une 
dérivée finie et continue, et pour x=O0 a une fonction analytique de y 
u(Oy), elle n’est nulle part analytique par rapport a x. 
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En échangeant x et y on parviendrait évidemment a construire de 
la méme maniére une solution (autant de fois dérivable qu’on le veut) 
qui ne soit nulle part analytique en y. 


30. Passons, enfin, a ]’équation 
o?u Ou 
(45) cat = Pp (ty us). 
En se donnant les valeurs de la solution uw et de sa dérivée par rapport 
a x sur l’axe des y et suivant une marche analogue, on reconnait que, 
quelles que soient les valeurs initiales (finies et continues), wu est analytique 
par rapport &@ x*). u(x, y) sera aussi analytique par rapport a y, si 
u(O, y) et sa Y) 


ces fonctions Gailhale est non analytique, u(ay) est non analytique and 
rapport a y. 


sont analytiques. Au contraire, si lV’une au moins de 


Géttingue, 30. Janvier 1904. 





*) Il est d’ailleurs aisé de voir qu'il n’existe qu'une seule fonction u analytique 
au non satisfaisant aux mémes conditions. 
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Décomposition de la forme ternaire du troisikme degré 
par 


K. Bes & Tilbourg (Hollande). 


§ 1. 

La forme ternaire du troisime degré 

(1) w=a,2* + aay + a,x?z + ary? + a,cye + ave + a,y® + agy?z 
+ agy2* + dyy2* 

est irréductible, si l’équation 
(2) u=0 
nadmet aucune solution du deuxiéme ordre ou tout au plus une seule 
c-a-d une solution satisfaisant simultanément aux trois équations dérivées: 
(3) u,=0, u=0, u,=0. 

Elle est décomposable en deux facteurs, l’un du premier, l’autre du second 
degré, si l’équation (2) admet deux solutions du deuxiéme ordre. 

Elle est décomposable en trois facteurs linéaires, si l’équation (2) 
admet trois solutions du deuxiéme ordre*), 

En partant de ces principes il n’est pas difficile de trouver les con- 
ditions qui doivent étre remplies dans les trois cas mentionnés**), 


§ 2. 


Les trois équations dérivées: 
Uz = 3a,x? + 2acy+ 2a,rz+ ay? + ayz+ a 2=—0, 
(4) Uy = a,2°+ 2arzy+ a,xe+ 3a,y?+ 2ayz+ a, 2=0, 
U,= a,2°+ a,ry+2aaz2+ agy® + 2a,yz + 3a,,2* = 0, 


*) La décomposition de la forme ternaire du troisiéme degré en facteurs linéaires 
a été traitée par Brioschi (Annali di Matematica, serie II, tome VII, pag. 189), par 
A. Thaer (Mathematische Annalen, tome XIV, pag. 545), par A. Brill (Mathematische 
Annalen, tome L, pag. 180). 

**) Nous supposons tacitement que la forme ternaire ne contienne pas de facteurs 
linéaires égaux. Si ce cas se présentait, les trois dérivées de cette forme seraient 
divisibles par ce facteur multiple, que l’on pourrait déterminer en appliquant l’algo- 
rithme pour chercher leur plus grand commun:diviseur. » 
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admettent au plus une seule solution commune, si au moins l'un de 
déterminants de ]’assemblant: 











So & & *%&§ & & & & & 
p, =z 13a, ay ay 
Py =x*y | 2a, 3a, 2a, a, a a, 
Ps =x*z | 2a, 3a, 4; ad, 2a, a, 
Ry =ry | a 2a, 3a, 2a, a, a, 

(5) p,=ayz] a, 2a, 2a, 2a, a, 2a, 2a, 2a, a, 
Pere | a, 2a, ay a, Bay 2a, 
mn =y¥ a, 3a, a, 
Py =y?2 aq & 2a, 3a, 2a, ay 
Py = y2" a as ay 2a, 3a, 2a, 
P= a ay 3449 


a une valeur différente de zéro*). Dans ce cas, la forme ternaire proposée 
est irréductible. 
§ 3. 


Pour fixer les idées, considérons en premier lieu le cas ov tous les 
déterminants de l’assemblant (5) ne s’annulent pas, tandis que le résultant 
des équations (4) s’évanouit, ces équations admettent dans ce cas une 
seule solution commune, déterminée par les équations: 


(6) { ProY + Pz = 9, 

\— Prot + Poe =O, 
ou par d'autres équations analogues, dans lesquelles les symboles p 
représentent des déterminants désignés**) contenus dans l’assemblant (5). 


§ 4. 
Dans le cas od tous les déterminants de |’assemblant (5) s’annulent, 
les équations (4) admettent au moins deux solutions communes, les équa- 


*) Le lecteur est prié de consulter les mémoires de l’auteur sur la théorie de 
l’élimination dans les ,,Verhandelingen der Koninklyke Akademie van Wetenschappen 
te Amsterdam", tome VI n° 7, tome VIII n™ 1, 2 et 6, intitulés: 

1. Théorie générale de l’élimination d’aprés la méthode Bezout suivant un 
nouveau procédé (1899), 

2. L’équation finale (1901), 

3. Les systemes de racines d'un systéme de m équations homogénes 4 n+ 1 
variables (1902), 

4. La dépendance ou l’indépendance d’un systéme d’équations algébriques (1904). 

**) Les indices signifient, comme on sait, les lignes qu’on doit supprimer dans 
V’assemblant pour obtenir le déterminant proposé. 
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tions (6) deviennent illusoires, et réciproquement, si les équations (6) 
deviennent illusoires, les équations (4) admettent au moins deux solutions 
communes. 

Pour que cela ait lieu, il est nécessaire que les trois déterminants 
Pc» Po» Pry de Vassemblant (5) s’annulent; les autres déterminants de cet 
assemblant s’annulent alors également. Cela se démontre facilement en 
considérant les différentes équations résultantes qui découlent de cet 
assemblant. 

§ 5. 


Dans le cas considéré les équations (4) sont liées par la relation 
de dépendance: 


(7) (8, @+8yy+5y2)U, + (Se S y+ 562)Uy + (8,2 +S.y+5,2)U, = 0 
dans laquelle les symboles s représentent les déterminants successifs de 
lassemblant que l'on obtient en supprimant deux lignes dans ]’assemblant 


(5) qui ne se rapportent pas a des arguments de la forme ternaire ayant 
des coefficients zéro. 


§ 6. 
Si la forme ternaire proposée est décomposable en deux facteurs, l’un 
du premier, l’autre du second degré, les équations (4) admettent en tout 
deux solutions communes, en général déterminées par les équations: 


(8) Po10¥” + Ps,10% + Dao" = 9, 
— Poo + Pr 10Y + Pi9% =9, 
dans lesquelles les symboles p représentent des déterminants désignés, 


contenus dans l’assemblant que l’on obtient en supprimant une colonne 


dans l’assemblant (5), se rapportant & un terme de la relation (7) qui ne 
s'annule pas. 
§ 7. 


Pour fixer les idées, supprimons la derniére volonne dans l’assemblant (5). 
Les symboles p répresentent alors des déterminants désignés de l’assemblant: 


3a, ay as 
2a, 3a, 2a, a, Md, sy 
2a; 3a, as a, 2a, 
a 2a, 3a, 2a, a, ds 
(9) a, 2a, 2a, 2a, a, 2a, 2a, 2a, 
a, 2a, ay a, 3A 
a, 3a, a, 
a, 2a, 3a, 2d, 
a 4; a, 2a, 3 a1 
a, aly 

















80 K. Bes. 


Dans le cas particulier od Ton a p,,7=0, tandis que p, 49 et p; 9 
ne sannulent pas tous deux a la fois, les deux solutions communes aux 
équations (4) sont déterminées par les deux équations: 


(10) Pr,10Y + Pr,9% = 0, 
Po, 4X? + Py aty — Pry? = 0, 


ou par la premiére équation (10) et l’une des équations (4). 


§ 8. 

Les déterminants de l’assemblant (9) sont du huitieme degré, mais 
les coefficients des équations (8) et (10) sont divisibles par des communs 
facteurs du quatrieme degré, comme nous le démontrerons dans la suite. 
En divisant les coefficients de ces équations par leur commun facteur, ils 
se réduisent & des formes du quatrieme degré. 


§ 9. 

Si tous les déterminants de l’assemblant (9) s’annulent, les équations 
(4) admettent trois solutions communes, les équations (8) deviennent 
illusoires, ef réciproquement, si les équations (8) deviennent illusoires, les 
équations (4) admettent trois solutions communes. 

Pour que cela ait lieu, il est nécessaire que les cing déterminants 
Py,10> Ps,10» Ps,9> Pz,10» Px,9 S'annulent; les autres déterminants de l’assemblant 
(9) s'annulent également. Cela découle des équations résultantes existant 
dans ce cas entre trois arguments quelconques de la forme ternaire proposée. 


§ 10. 

Dans le cas qui nous occupe, od tous les determinants de |’as- 
semblant (9) s’annulent, les équations (4) sont liées par deux relations 
indépendantes, analogues a la relation (7). 

Si dams ces deux relations les coefficients s, et s, ne s’annulent pas, 
on peut en déduire les deux relations suivantes: 


(11) ey +5'y +55 2)U, + (84% +5,'y +5,'2)u, + (8,2 +5,'y u, =0, 
(8,° @+-8y"ytS4"2)U, + (84° 2+55"y +552) Uy + (8° "+59"2)U, = 0. 
§ 11. 


Pour que la forme ternaire (1) soit décomposable en trois facteurs 
linéaires, tous les déterminants de l’assemblant (9) doivent s’annuler. 
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On obtient ainsi ~*~ ) = 45 conditions*), dont il suffit en général que 


cing soient remplies, les autres se vérifient également**). 


§ 12. 


Les équations résultantes par lesquelles on évalue les trois solutions 
communes aux équations (4), découlent de I’assemblant que l’on obtient 
en supprimant deux colonnes dans |’assemblant (5), se rapportant a des 
termes des relations (11) qui ne s’annulent pas dans ces deux relations. 


Pour fixer les idées, supprimons la derniére colonne dans |’assemblant 
(9), d’oa Ton obtient l’assemblant: 





| 3a, a, as 
2a, 3a, 2a, a, a, 
2a; 3a, as a, 2a, 
a, 2a, 3a, 2a ag 
(12) a, 2a, 2a, 2a, a, 2a, 2a, 
al, 2a, a, A, 3a 
a, 3a, 

tI, a 2a, 3a, 

a & a, 2a, 

| Me 99 





De cet assemblant on déduit facilement les équations résultantes 
suivantes: 


(13) Po,0,109° + 21,9,109°2 + Pr,6,1092" + 21,6,92° = 0, 
— Ps,0,10%2 + Po,o,104° + Po,s,109% + Pa,a,9%* = 0. 


Ces équations doivent étre remplacées par d’autres équations découlant 
du méme assemblant, dans le cas od la premiére équation (13) admet des 
systemes de racines égaux qui ne se rapportent pas 4 la méme valeur 
de x. Dans ce cas pgy 9 s'annule. Cependant pour ne pas tomber dans 
des répétitions oiseuses, nous nous abstenons de traiter les différents cas 
qui peuvent se présenter. 


*) Comparer: A. Thaer, Uber die Zerlegbarkeit einer ebenen Linie dritter Ord- 
nung in drei gerade Linien (Math. Annalen, Bd. 14, pag. 545) et A. Brill, Uber die 
Zerfillung einer Terniirform in Linearfactoren (Math. Annalen, Bd. 50, pag. 157). 

**) Ce nombre de cing relations entre les coefficients de la forme ternaire proposée 
peut se réduire 4 trois relations indépendantes. Comparer le quatritme mémoire 
cité plus haut. 
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§ 13. 

Pour obtenir les équations propres 4 évaluer les trois solutions com- 
munes aux équations (4) on pourrait se servir pareillement de l’assemblant: 
3a, dy as 
2a, 24, 45 
(14) 2a, ad 24a, 
a, 3a, a 
a, 2a, 2d, 
Me A 3Ay 








De cet assemblant on obtient les équations: 

(15) Pa5,6%2 + Ps,5,64° + Ps a6¥% + Ps,a,52" = 0, 
— Pas,e%Y + Po,5,6Y" + Pos6Y2 + Po, 452° = 0, 
d’ot Ton déduit facilement |’équation: 
(16) Ps,5,6¥° + (Ps,4,6 + Po5,6)y7% +> (Ps,4,5 + Ds, 4,6) ya? + Po,4,52° = 0. 
L’équation (16) et la premiere équation (15) sont identiques aux équations 
(13). De la on déduit que les coefficients des équations (13), qui sont 
tous du septitme degré, sont divisibles par des communs facteurs du 
quatriéme degré. 
§ 14. 

Les déterminants de l’assemblant (14) et ceux de l’assemblant (12) 
numérotés de la méme maniére sont proportionels. 

Cela se démontre en multipliant les déterminants de l’assemblant (14) 
par le déterminant: 


(17) 


| 3a, | 
a, & 2a, 3a, | 
Mg Gs a 2a, |? 

a, Ay 
d’ot lon obtient précisément les déterminants de l’assemblant (12) portant 
les mémes numéros. 

En partant de ce fait il n’est pas difficile de démontrer que les coef- 
ficients des équations (8) [qui doivent s’annuler, si la forme ternaire pro- 
posée est décompossable en trois facteurs linéaires] sont divisibles par un 
commun facteur du quatriéme degré. 


§ 15. 
Pour faciliter cette démonstration, on remplace les équations (8) par 
les suivantes: 
(18) { Poo" + Pac + Pas® =O, 
—Ds6% +Ps6¥ + Ps5% =, 
et Passemblant (12) par 








yar 
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| 3a, Ay 
| 2a, 3a, _ «& ds 
| 2a, 3a, 4; al 
| a, 2a, 3a, 2a, Gs, 
© 
(19) | a, 2a, 2a, 2a, a 2a, 2a, , 
tt, 2a; ay is 
| My 3a, as 
a, 2a, 3a, 2d, 
a, 4; a, 2a, Bay 
a, ly 





supposant que les coefficients s, et sy ne s'annulent pas en méme temps 
dans les deux relations (11). 

La propriété de la divisibilité des déterminants de cet assemblant 
par ceux de l’assemblant (14) portant les mémes numéros, existe toujours. 
Cependant leur quotient n’est pas précisément égal au déterminant (17), 
mais 4 une autre forme du quatriéme degré. Cela se démontre facilement 
en formant au moyen de ces deux assemblants les equations résultantes 
entre les mémes arguments de la forme ternaire (1). 

On obtient ensuite en développant les déterminants de ]’assemblant (9) 
d’apres les éléments de la septieme colonne, les équations: 


q =: — g —— 

Ps,6 = % P1,5,6 — % Po.s,6 + 2a, Ps.5,6 M Ps5,6> 

P46 = 4s P1,4,6 — 4 Po,4,6 + 2% Ps, 4,6 — 2 tty P4,5,69 
(20) Pa,5 = 4% Pr,4,5 — %Po,4,5 + 2 dg Ds, 4,5 o 349 Pa.5,69 


Ps,6 = %3.P1,3,6 — %Pe,3,6 + % Ps,4,6 — 2d, P3,5,69 
Ps,5 = 43 P1,3,5 — %GP23,5 + %sPs45 — 319 Ps,5,6° 
Comme tous les termes des deuxitmes membres des équations (20) 


sont divisibles par un commun facteur du quatriéme degré, ce doit étre 
aussi le cas avec leurs premiers membres. C. Q. F. D. 


Tilbourg, le 17 mai 1904. 
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Zwei Anwendungen der Mengenlehre in der elementaren 
Geometrie. 


Von 


M. Deun in Minster i. W. 


In einer friiheren Arbeit*) habe ich nachgewiesen, daB die Bestim- 
mungsstiicke zweier endlich gleicher Polyeder — d.i. solcher inhalts- 
gleicher Polyeder, die nach Hinzufiigen resp. kongruenter Polyeder in 
kongruente Polyeder zerlegt werden kénnen — gewisse Bedingungen be- 
friedigen miissen. Ich habe gezeigt, da® diese im Euklidischen Raume 
in gewissen speziellen Fillen — z. Beispiel: regulires Tetraeder und 
Wiirfel — nicht erfiillt werden kénnen, daB es also inhaltsgleiche, nicht 
endlichgleiche Polyeder gibt. Im folgenden soll nun mit Hilfe sehr viel 
allgemeinerer, mengentheoretischer Betrachtungen nachgewiesen werden, 
daB es eine nichtabzihlbar unendliche Anzahl von Paaren inhaltsgleicher 
Polyeder sowohl in dem Euklidischen wie in dem Nichteuklidischen Raume 
gibt, die diese Bedingungen nicht befriedigen. 

1) Euklidischer Raum. 

Wir gebrauchen die erwiihnten Bedingungen nur in folgender spe- 
zieller Form: 

Wenn ein Tetraeder mit den Flichenwinkeln 1,, t,---1, einem 
Wiirfel endlichgleich sein soll, so mu eine Gleichung von folgender Form 
bestehen: 

V4T + %% +--+ %t = vh, 


wo FR den vierten Teil des Vollwinkels bedeutet und v,v, ---v, rationale 
von Null verschiedene Zahlen sind. — Daraus folgt unmittelbar: kein 
Tetraeder, bei dem t, = 1; = t, = Rt, t, = »' R ist (v’ eine rationale Zahl 
<1) und bei dem keine Beziehung von der Form »,1, + »,t, = vR be- 
steht, kann einem Wiirfel endlichgleich sein. Es wird sich im folgenden 
darum handeln, die Existenz solcher Tetraeder nachzuweisen. Wir schicken 
folgenden Hilfssatz itiber Punktmengen des Linearkontinuums voraus: 





*) Math. Ann. 55. 
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Eine abzdhlbare Menge nirgends iiberall dichter Mengen von Punkten 
kann keine Strecke des Kontinuums vollstindig erfiillen. 

Unter einer nirgends iiberall dichten Menge verstehen wir eine Menge 
von der EKigenschaft, daB sich keine Strecke des Kontinuums finden laBt 
derart, daB in jedem Teilintervall dieser Strecke ein Punkt der gegebenen 
Menge liegt. 

Wir wihlen zwei beliebige Punkte, a und 6, der Zahlengeraden aus 
und wollen zeigen, da es zwischen a und b einen Punkt gibt, der keiner 
der gegebenen Mengen angehért. Diese Mengen seien, irgendwie einfach 
angeordnet, M,, M,---. Dann liegt zwischen a und b nach Voraus- 
setzung ein Intervall &, &’ (&, << &,’) von der Higenschaft, daB weder &, 
noch &,’ noch irgend ein innerer Punkt dieses Intervalles ein Punkt der 
Menge MM, ist. Innerhalb des Intervalles ££,’ gibt es ein zweites End- 
punktpaar & &’ (&,<£,") von derselben Higenschaft fiir die Menge UV, usw.: 
Die Zahlen & und die Zahlen £/ konvergieren als stets wachsende GréBen, 
die unter einer Grenze bleiben, resp. als stets abnehmende, die iiber einer 
Grenze bleiben, gegen 2 Grenzwerte X und X’, die auch zusammenfallen 
kénnen. X und X’ sind keinenfalls Punkte irgend einer der Mengen MV; 
gemiB® der Konstruktion und damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Machen wir in einem Tetraeder 3 Filiichenwinkel 1, 1;, t,, gleich 
einem Rechten, so besteht zwischen den 3 iibrigen Winkeln die Gleichung: 
cos*t, + cos*t, + cos*t, = 1. 

Machen wir 1, gleich »vR, wo v <1 ist, so erhalten wir 
cos*t, + cos*r, = &. (e <1) 

Angenommen nun, fiir jeden Wert von 1, erhielte ich durch diese Glei- 
chung ein t, so, daB eine Gleichung von der Form 

V,T, + yt = VR 
bestiinde, wo v, und v, rationale nicht verschwindende Zahlen sind, so ist 
jedem Werte, den t, zwischen 0 und 2 annehmen kann, ein bestimmtes 
Wertetripel »,, v,, v zugeordnet. Die Menge aller méglichen solchen 
Wertetripel ist abziihlbar. Wiire nun jedem Wertetripel eine in keinem 
Intervalle iiberall dichte Menge zugeordnet, so wiirde im Widerspruch zu 
dem bewiesenen Hilfssatz eine abzihlbare Menge von nirgends iiberall 
dichten Mengen die Strecke des Kontinuums zwischen 0 und z vollstiindig 
erfiillen. So miissen also in einem Intervall § <r, < &’ in iiberall dicht 
liegenden Punkten gleichzeitig die beiden Gleichungen 

cos*t, + cos*r, = & 
und 

V1T, + Vg, = VT, 


WO ¥,, Vz, v jetzt bestimmte rationale Zahlen sind, bestehen. Daher mub, 
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da r, nach der zweiten Gleichung eine iiberall eindeutige analytische, und 
monogene Funktion von t,, die erste Beziehung aber analytisch ist, jedes 
Wertepaar t,, t,, das die zweite Gleichung befriedigt, auch die erste be- 
friedigen. . 

Es muB also die durch die erste Gleichung definierte Kurvenmannig- 

faltigkeit eine Gerade 

VT, + Ugly = VX 
in sich enthalten, wo v, und vy, reelle rationale nichtverschwindende Zahlen 
sind. Das ist aber nicht der Fall, weil es auf jener Mannigfaltigkeit 
keinen reellen Punkt gibt, fiir den t, = 0 wire, wihrend doch nach der 
zweiten Gleichung zu diesem Werte von t, der Wert 

vm 
= 

gehért. Es gibt also (und zwar nichtabzihlbar) unendlich viele Werte von r,, 
fiir die zusammen mit den zugehérigen rt, keine Beziehung von der Form 

V,T, + tT, = VR 
besteht, womit wir unser Ziel erreicht haben. 

2) Nichteuklidischer Raum. 

Hier brauchen wir von mengentheoretischer Seite nur den einfachsten 
Fall des vorhin bewiesenen Hilfssatzes, niimlich die Tatsache, dab 
eine abzihlbare Menge von Punkten eine Strecke des Linearkontinuums 
nicht vollstiandig erfiillen kann — die Nichtabzihlbarkeit der Punkte eines 
Stiickes des Kontinuums. 

Dagegen brauchen wir jetzt die a. a. O. abgeleiteten Bedingungen fiir 
endlichgleiche Polyeder vollstindig. Wir wollen sie in folgender Form 
aussprechen: 


Seien zwei Polyeder TT und TT’ mit den Kanten p,, p,--- resp. p,; 
P,--- und den an diesen Kanten liegenden Flichenwinkeln 2,, 2, --- 
resp. ,', a,--- endlichgleich; es bedeute ferner R den vierten Teil des 


Vollwinkels. Dann gibt es eine positive, negative oder auch verschwin- 
dende Strecke H von folgender Beschaffenheit: Seien 


L, (Dy) Po *** Dy, Py > H) =O A, (m1, % +++ my’, m,'--- R)=0 
S, 1(21,P2°** Py, Py +++ H)= 0° S., Ag (m1, H+ ++ %,', a, >>» R)=0 


die beiden Systeme aller linearen, homogenen, ganzzahligen Beziehungen 
zwischen p,, P.-++p,;, Po ++: H und zwischen 2,, m,---2,, m---R. 
Dann befriedigen alle Systeme von Werten, die, fiir p,, p,---p,', Pp, --- H; 
My, H,**+H,', Xy'---R eingesetzt, S, und S, befriedigen, auch die Gleichung: 

PM, + pot, +--- =p, a, + p.m, +---+ REO. a ee I 
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Wir betrachten nun 3 reguliire Tetraeder mit den Kanten a, b, c und 
den Flichenwinkeln «, 68, y und wollen mit Hilfe dieses Satzes nach- 
weisen, da das erste Tetraeder dem Komplex der beiden andern nicht 
cniltithaieish sein kann, wenn zwischen a, b und ¢ sowie zwischen a, 8, y 
und # je nur eine lineare, homogene, guanblign Gleichung besteht. 

Sei A(a, B, y, R) =0 die einzige Beziehung zwischen «, 8, y und R 
und sei etwa « durch die iibrigen Winkel ausdriickbar: 


a= 1B + my +vR, 


wo v,,-v, und vy rationale Zahlen sind; setzen wir diesen Wert von a in 
die Gleichung I, die jetzt: 


aa=f6b+ ye+ RH 
lautet, ein, so erhalten wir: 
0 = B(b — v,a) + y(e — »,a) + R(H — va). 


Da diese Gleichung nach Voraussetzung fiir jeden Wert von 6, y und R 
befriedigt wird, so folgt: 


b=ya, c= 4. 


Gibt es also nur eine lineare Beziehung zwischen «, B, y und R, so gibt 
es sicher zwei Beziehungen zwischen a, b und c. 

Wir wollen nun nachweisen, daB es drei Tetraeder gibt, die diese 
Bedingung nicht erfiillen, und von denen gleichzeitig zwei zusammen den- 
selben Inhalt haben wie das dritte, woraus denn folgt, daB es inhalts- 
gleiche, nicht endlichgleiche Polyeder gibt. 

Wir gebrauchen zu diesem Nachweise folgende sehr einfach zu er- 
kennenden Eigenschaften reguliirer Nichteuklidischer Tetraeder: 

a) Die Kante und der Fliichenwinkel kénnen je eine nicht abzihlbar 
unendliche Anzahl von Werten annehmen. (Z.B. im hyperbolischen Raume 
die Kante jeden positiven Wert, der Flichenwinkel jeden Wert zwischen 


1 R 
arccos ->- und 3)" 


b) Zu jedem Werte der Kante gehért ein bestimmter Wert des 
Flichenwinkels (und umgekehrt). 

c) Zu jedem reguliiren Tetraeder gibt es ein regulires Tetraeder mit 
beliebig vorgegebenem kleinerem Inhalt: Zu je zwei reguliren Tetraedern 
gibt es ein reguliires Tetraeder, das der Differenz der beiden inhalts- 
gleich ist. 

Nun bestimmen wir zuniichst das Tetraeder mit der Kante a und 
dem Flichenwinkel a so, daf « kein rationaler Teil des Vollwinkels ist. 
Dann bestimmen wir das Tetraeder mit der Kante ) und dem Winkel 6 
so, daB keine Beziehung von der Form: 











M. Desy. Zwei Anwendungen der Mengenlehre. 


v4,4+ 7,6 =0---1) 
1%¢+0,8+eR=0 --- 2) 


(%, Vg» Q1» Og, @ rationale Zahlen) besteht. Fiir ein gegebenes a gibt es 
stets nur eine abzihlbare Menge von Werten b, die eine Beziehung von 
der Form 1) befriedigen, folglich gibt es (nach a) und b)) eine nicht abzahl- 
bare Menge von Werten b (mit der dazugehérigen ebenfalls nicht abziahl- 
baren Menge von Werten £), die eine solche Beziehung nicht befriedigen. 
Aus diesen Werten von # wird bei gegebenem e@ durch 2) eine abzahl- 
bare Menge herausgehoben. Es bleibt eine nicht abzihlbare Menge von 
Werten § und den zugehérigen Werten b, die keine der Beziehungen 1) 
und 2) befriedigen. 

Die Differenz des Tetraeders (a,«) und eines solchen Tetraeders (b, 8) 
kann keinem reguliren Tetraeder (c, y) endlichgleich sein. Denn es diirfte, 
damit keine Beziehung von der Form 1) oder 2) besteht, nur eine lineare 
Beziehung zwischen «, 6, y, R und nur eine zwischen a, b und c be- 
stehen, was aber wie wir vorher bewiesen haben unméglich ist. Da es 
aber nach c) ein regulires Tetraeder gibt, das der Differenz der beiden 
ersten inhaltsgleich ist, so haben wir wiederum die Existenz nicht ab- 
zihlbar unendlich vieler Paare von inhaltsgleichen, nicht endlichgleichen 
Polyedern bewiesen. 


Miinster i. W., Februar 1904. 
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Sur une intégrale définie. 
Par 


Niets Nie.sen & Copenhague. 


§ 1. 
Formules générales. 


Dans mon Traité des fonctions cylindriques*) la théorie de ces fonctions 
m’a permis d’étudier d’une méthode uniforme une classe de fonctions 
transcendantes tres analogues, savoir le logarithme-intégral, le cosinus- 
intégral, le sinus-intégral et les intégrales de Kramp et de Fresnel. Or, 
il est trés remarquable, ce me semble, qu’une généralisation de l'intégrale 
d@Hankel**) que j'ai étudiée récemment***) nous conduira plus facilement 
a la plupart des propriétés fondamentales des fonctions susdites. 

A cet égard prenons comme point de départ cette intégrale définie 


(1) fe t+ye-o- dt 
0 


qui est la plus simple de celles que j’ai étudiées d’un point de vue général 
dans le quatorziéme chapitre de mon Traité susdit. 

Dans notre intégrale (1) le chemin d’intégration est l’axe des nombres 
positifs, de sorte que lintégrale susdite a un sens dans ces cing cas 
différents: 


(2) Ra) >0, R@—s)>0, 
(3) R(x) = 0, R@—o)>0, Ro) <1, 
(4) z=0, R(@—6)>0, R@) <0. 


On voit que ces conditions sont nécessaires et suffisantes, pourvu que 
y soit ni zéro ni réel et négatif; car dans ces cas particuliers il faut 
ajouter aux conditions précédentes ces deux conditions particuliéres 


*) Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen; Leipzig, B. G. Teubner, 1904. 
**) Mathematische Annalen, Bd. I, p. 491; 1869. 
**) Oversigt over Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger 1902. 
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(5) y=0, Ro) >-1, 
(6) y=0, R(@)>9; 
c’est-a-dire que lhypothése = y = 0 n’est pas admissible. 
Supposons maintenant pour l’instant x positif, puis mettons dans 
(1) ¢x au lieu de ¢, nous aurons une identité de cette forme 


(7) femtt yy (tart o-dt = B(wy), 

0 
ot B(xy) désigne une fonction du produit (vy). Cela posé, un%héoréme 
fondamental de la théorie des fonctions analytiques montre que l’identité 
(7) a lieu dans tous les cas ot notre intégrale 4 un sens. 

Remarquons ensuite que la condition (2) nous permet de différentier 
ou par rapport a x ou par rapport a y notre intégrale susdite en effectuant 
la différentiation sous le signe d’intégration, nous trouverons pour la 
la fonction B(x) cette équation différentielle linéaire et homogene du 
second ordre 


(8) B(c) + (“{° —1) B%@) + $ B@) =0, 


x 


équation différentielle pour laquelle ces deux fonctions 


. —~ [(s—o) . ss T(s-++@— 6) O+8 
(9) f,(#) -—)> atone” f,(#) ~ go sit(eto+t 7 2 


s=0 s=@ 





constituent généralement un systéme d’intégrales indépendantes, comme le 
montre aisément la méthode de M. Frobenius*). 

Cela posé, nous aurons pour notre intégrale définie en question une 
expression de cette forme 


fee ty) tee ldt = «(Gf ey) + ehey); 
0 


* od les coefficients c, et c, sont indépendants et de «x et de y, de sorte 
que le théor®me fondamental susdit montrera que cette formule, démontrée 
certainement sous la condition (2) est vraie dans tous Jes cas, ot l’intégrale 
susdite a un sens et que ¢, et c, possedent toujours la méme valeur. 
Pour déterminer maintenant les deux coefficients ¢, et c, appliquons 
en premier lieu les conditions (6), une formule intégrale tres connue donnera 


immédiatement 
— w 
1 F(—6) sin 2’ 


*) Journal de Crelle, t. LXXVI ou l’édition danoise de M. C. R. Ette: Om Inte- 
gration af lineire Differentialligninger ved Raikkeudviklinger. Kopenhagen 1903. 
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expression qui est toujours valable pourvu que l’intégrale (1) ait un sens. 
En second lieu prenons comme point de départ les conditions (4), nous 
aurons de meme 

&=—G, 


de sorte que nous obtenons finalement cette formule générale 


] 


(10) femetye-tat = 22 (hew— flew). 


0 


Dans les cas, ot @ est entier et od o est entier mais non négatif, 
le second membre de (10) se présente sous forme indéterminée. Or, la 
vraie valeur de cette expression peut étre déterminée sans peine a l’aide 
de la méthode ordinaire. 


§ 2. 
Série asymptotique. 
Avant de discuter des cas particuliers trés intéressants de notre 
formule générale (10) il nous semble utile de déduire la série asymptotique 


de l’intégrale définie générale qui figure au premier membre de la formule 
susdite. 


A cet égard mettons 
E=oc°, r=oe%, y= fe-v), 
ot. nous supposons 
. 1 1 
0<6< 2a, —~-2<£9< 4a; 
ce qui donnera toujours 
— = zy. 


Cela posé, divisons par y’ les deux membres de (10), nous aurons 


. a” t\? Oyo : 
(«) Ja fer (14 2) e-o-tdt = 57 (4,88); 
0 


mettons ensuite 
t\o : 
(1+)'=4(@) + iBQ), 
ou A(t) et B(t) désignent des fonctions réelles de la variable réelle ¢, 
nous aurons ce développement en série de Taylor: 


s=u 


et 


(45) S0)-GY + ae armen temeone, 
0 


s= 


ot « et « désignent deux quantités situées entre 0 et 1. 
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Introduisons maintenant dans (a) la série (6), puis intégrons terme 
a terme, une formule intégrale bien connue donnera pour lintégrale J 


cette expression 
f~ 0) rot +R, 


oi nous avons posé pour abréger 


a 


R,= wri fer=(aees (st) + iBO+0(6't)) -9+" dt, 
0 


‘ t 
ou bien, en posant — mu lieu de ¢ 


@ ts 


_———— fe? A+) +i Bern (© ‘ f- o+nd tf. 
oo SY ( (¢ ) ) 


Remarquons maintenant que nous avons toujours R(@—o)>0, puis 
choisissons langle ~ tel que y n’est pas réel et négatif, nous aurons 
évidemment cette valeur limite 
(11) lim (€"R,) = 0. 

|$|=e 
On voit que l'on peut admettre généralement » = 0; c’est seulement dans 
les cas particuliers, ok 6 = +2, qu'il faut donner a wy une valeur dif- 


, , e ° , ’ ° e r 4 bi 4 
férente de zéro, mais située entre les limites — -> et +3 —s* 


Cela posé, appliquons la définition de M. Poincaré#) et désignons 
par le signe ~ une égalité asymptotique avec la condition (11), nous 
avons démontré ce théoréme général: 

Supposons R(a@—6)>0, nous avons ce développement en série asymtotique 


(12) octinee if) ~>'0) ees, 


développement qui est valable dans tous les points trés éloignés du plan des §. 

Ce résultat remarquable obtenu, la forme assez compliquée de notre 
intégrale définie est superflue; c’est pourquoi nous supposons toujours 
y =1 dans notre étude des cas particuliers de notre intégrale définie. 


*) Acta Mathematica, t. VIII, p. 297; 1886. 
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§ 3. 
Premier cas particulier: Fonctions cylindriques, 


. ° 1 
Posons en premieur lieu 6 = » — 


3» © = 2y, nous trouverons cette 


formule due & Hankel*) 


a 


0 





ot H,’(x) désigne la premiére fonction neuer hankélienne, savoir 


(13°) H,’(@) =J"(a) + 7Y"(a) = (e-*** J*(@) —J-"(@)). 


sin yx vu 
Cela posé, mettons dans (12) § = — 2zi, nous obtenons cette série 
asymptotique plus rg 
(._2e+ 
(14) e ( ¢ 1 His (@)~ Vz -(P,(@) +7Q,@), 


ol nous avons posé pour abréger 


(—1) | on —a (4). +(e) 


P, (a) =1+ DT Qa! Oo ——_— 


o-t (v2) (28)... (ps _ Oe ED 
Q, (x) = 2 any i { ‘ ( ae : ), 


La formule (14) est valable pour tous les points trés éloignés du 
plan des «, cependant mettons dans cette formule —x=e*‘z au lieu de z, 
nous aurons 


(14%) ac (2) ~ 2. -(P,@—iQ,@), 





ou H,’(a) désigne la seconde fonction begga hankélienne, savoir 


(15) H,’(x) = J*(a) — i Y"(2) = -(e°** J" (vz) —J-"(@)), 


sin vn 
car nous avons toujours 
Hi,’ (e**‘x) —_ e~ t+ 1)zi, H,” (2). 
Cela posé, il est évident que les deux formules (14) et (14>'*) sont 
valables toutes les deux dans un demi-plan quelconque. Multiplions 


*) Mathematische Annalen, t. I, p. 491; 1869. 
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maintenant dans (14), (14"%*) par les fonctions exponentielles qui y figurent, 
nous aurons, en vertu de (13”"*) et (15), ces deux autres séries asymptotiques 


(16) J*(“)~ ve ‘| P,,(x) cos («—: = z) — Q,(x) sin («— = - n)| , 
(16) ¥*(2)~ y= |, (x) sin («— = i z) + Q,,(x) cos (« — pert z)| 


qui ne sont valables que pour des valeurs positives de 2. 

Dans le mémoire susdit Hankel a développé les quatre séries 
asymptotiques que nous avons déduites dans ce paragraphe, cependant son 
jugement relatif 4 la portée des formules susdites est inexact. 





g 4. 


Deuxitme cas particulier: Fonctions de M. Prym. 


Posons maintenant dans la formule générale (12) 6 =—n, n désignant 
un positif entier, il est évident que la formule ainsi obtenue peut étre 
déduite de celle que nous obtenons en posant »=1 si nous différentions 
(n—1) fois par rapport @ y. De plus, nous verrons bientét que cette dif- 
férentiation ne peut introduire aucune fonction nouvelle. Posons pour 
abréger 

gets 


(17) °(2) = - dre a" 


nous aurons ici cette formule particuliére 


mentee” 
anes J iT dt = sin 7 @ Sace- e°(q)). 
0 


L’hypothése 6 =  — n, m étant un positif entier, nous conduira a la 
méme fonction ¢”(x). Nous verrons du reste qu'il suffit de considérer ici 
le cas particulier » = 1, parce que les autres fonctions se déduisent de 
celle-ci en différentiant (n—1) fois par rapport a 2 Nous aurons ici 
cette formule analogue a (18) 


(19) femator-tat = a-°T (w)(e* — e"(a)). 


Dans le cas particulier @ = 0, les deux formules (18), (19) deviendront 
identiques; cependant il faut déterminer la vraie valeur du second membre 
qui se présentent sous forme indéterminée. Pour appliquer la méthode 
ordinaire il faut introduire la fonction Y(x) de Gauss, savoir 
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¥(2) = Delogt (a) =— 04>" (5 - sti) 


oi C désigne la constante d’Euler; posons encore pour abréger 
1 1 1 1 
a@—ttieige +4, 
nous aurons évidemment 


W(s+1)=—C+A(s), 


ce qui donnera finalement la formule cherchée 


(20) Jig dt ——e.(C+logz) +See 


Introduisons maintenant avec Legendre*), Gasparis**) et M. Prym***) 
ces deux fonctions transcendantes 


(21) P.(@) = fe t.¢-1d¢, 


(12) Q.(@) = fert-to-Vat, 


ou # désigne une quantité finie queleconque, nous aurons évidemment 
(22) P,(@) + Q,(@) = F(a). 

Or, des intégrations par parties donnera sans peine pour P,,(w) cette 
autre expression 


(23) P,(@) = €-*-T(@)-e%(2), 
de sorte que P,(@) s’exprime trés simplement a l’aide de la fonction de 
Lommel}), savoir la fonction 


TT? (x) = cos = (v —o) ># (eee. 


nous aurons en effet, aprés un simple calcul 


x o+2s 


a. 
totter (> %te42) 


wi 
a 


2 * o— “)~@ a 
(23%*)  P(w)= a _ TT 3° 3 (wi) aT? “+5 3 (2 ni). yo ° 
2 





*) Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes t. II, chap. 17. 
**) Giornale di Mathematiche, t. VI, p. 16—29; 1867. 
***) Journal de Crelle, t. LXXXII, p. 165—172. 
+) Mathematische Annalen t. IX, p. 435; 1876. — Voir aussi le chap. VI de mon 
Traité susdit. 
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Cela posé, éliminons, a l’aide de (22) et (23), la fonction «”(x), nous 
aurons, en vertu de (18) et (19), ces deux autres formules 


—tz sw—1 

(24) {ae dt =e -T(@)-Q,(1—@), R(@)>0, 

0 
(24>) fera +t)°-'dt = e-a-°- Q(@), 

0 
oi nous avons posé dans (24) 1 —@ au lieu de ; cette formule semble 
étre nouvelle, tandis que (24°"*) n’est au fond autre chose que la définition 
(21”*) elle-méme. Posons en effet dans (24”*) tz = z — x, nous retrouverons 
précisément la formule (21>). 

On voit que l’intégrale figurant au premier membre de (24°*) est 
précisément celle que Schlémilch a étudiée dans son premier mémoire 
sur les séries de factorielles*). Appliquons la méthode générale**), nous 
trouverons cette formule 


1, SAC) 
(25) &-a-°-Q,(@) = 2 a x(@+1)---(a+n)’ R(x) > 0, 
n=l 


résultat qui appartient 4 Schlémilch; nous avons posé pour abréger 
s=n—-1 


(25!) A,(o) -> C!-(@—1)(@—2) ---(o#—n-+8), 


oi les nombres C; sont les nombres de Stirling, savoir les nombres 
positifs entiers définis par cette identité 


s=n-1 


o(@+1)(@+2)---(@+n—1) = S'Cr- a". 
s=0 


La fonction @Q,(@) est une fonction transcendante entiére de a, 
cependant elle semble étre trés inaccessible. En effet, on ne connait 
aujourd’hui aucune représentation nette de notre fonction difficile considérée 
comme fonction de .***), Remarquons ici qu'il est impossible d’ordonner 
le second membre de (25) selon les factorielles 


(o—1) (@—2)--- (@—n); 
on retombe en effet dans la serie asymptotique obtenue de (12), savoir 





s=n-1 
1 stipe — eee — 
(26) e-a4-”. Q,.(@) at +> 1) Ori (@ 8) 
s=1 


*) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. II, p. 396; 1859. 
**) Voir mon Mémoire dans les Annales de ? Ecol. Normale, (3) t. XIX, 1902. 
***) Voir par exemple une Note de M. Mellin dans les Acta Mathematiea, t. Il. 
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et voila un cas particulier d’un théoréme général concernant la représen- 
tation asymptotique d’une série factorielles, théoreme que j’espére de 
publier prochainement dans une autre occasion. 

Quant & la série de puissances obtenue pour Q,(@), elle peut étre 
obtenue en ordonnant le second membre de (25) selon des puissances 
ascendantes de w, cependant les coefficients de cette série se présentent 
sous forme impossible parce que l’on ne connait pas la forme générale 
des nombres de Stirling. 


§ 5. 
Troisitme cas particulier: Intégrales de Kramp et de Fresnel. 


Définissons comme intégrale de Kramp cette fonction transcendante 
entiére: 


pastas —1)* 72*t1 
1) K@)— iery 
s=0 


nous aurons, a l’aide d'une formule intégrale bien connue, 


K(2) = ferat=V% — feat, 
% J 
ce qui donnera, en vertu de (21%), 
¢ 1 = 1 
2x.) 7,(3)-¥E— 03), 


formules qui nous conduiront immédiatement, en vertu de (23) et (26), a 
ces deux développements nouveaux pour K(z) 





— peat 2°. g?*tl 
) K(@) =<" Of e n o -(28+1)’ 
s=0 
(1-1-3 1) 
ont ¢ . 1 _ = FF = 2s— 
(29) *(Ya-2K(o)) ~ t+ eto. 
s=1 


La série qui figure au second membre de (28) semble étre inconnue; la 
série asymptotique (29) est valable dans tous les points tres éloignes du 
plan des 2; elle est due & M. Weber*),. 

Ces formules trouvées pour l’intégrale de Kramp, il est facile de 
déduire des expressions analogues pour les deux intégrales de Fresnel, 
savoir ces deux fonctions transcendantes entiéres: 


*) Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik, t. I, p. 60; 1900. 
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_ 3 (—1yatt® ’ y 
(30) F@) =D ani ari f cos (t%) dt, 
oe 0 
Qpis ~ (-17°0"** # 2 
(30° ) F, (2) “_ (28-11)! (48+ 3) = {sin (¢ ) dt. 
s= 0 
En effet, posons 
Vzine*, 


les séries de puissance que nous venons d’indiquer donnent sans peine 
i K(aV—i —iK(aVi 
F(2) =" ay )+V . (eVi) | 
(a) = ERGV=D —V=iKCeV"), 
Cela posé, la formule (2x) donnera ces deux autres 


F, (x) = cos (*) A(a) + sin (*) B(a), 
1) ne — sin (2*) B(a) — cos (a*) A(2), 


ot nous avons posé pour abréger 


8s=@ 


a (77. g*. gf? ** 
4 1-8-6-7---(48+1)’ 
2 = s=0 
(31'*) . 
B. = (—af- ett. gftt? 
Eo Pe en nL 
s=0 


c’est-a-dire que nous venons de donner une nouvelle démonstration des 
séries de Knochenhauer*). 

Prenons maintenant comme point de départ la formule (29), puis 
multiplions par la fonction exponentielle les deux membres de cette 
formule, la série ainsi obtenue n'est asymptotique que pour des valeurs 
réelles de x. De cette maniére nous obtenons ces deux séries asymptotiques 
nouvelles 


F(a) ~ VE + cos (x) A, (a) — sin (a) B, (a), 
(32) 


F,(2) ~ V/Z + c0s (2*) B,(a) + sin (2%) A, (2), 


*) Poggendorff Annalen, t. XLI, p. 104; 1837. 
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(31) 





ee 


Ba) — 1-8-5--- (4841) 


928 +2. 4s+3 





s=0 


Les formules (32) ne sont valables que pour des valeurs réelles de x 
aussi; elles sont dues & Cauchy*). On voit que les formules susdites 
donneront ces deux intégrales bien connues 


feos (t*) dt = | sin (t*) dt = vz , 
0 


0 


oti les chemins d’intégration coincident avec l’axe des nombres positifs. 


§ 6. 
Quatriéme cas particulier: Les fonctions li e~*, C,(~) et S;,(x). 
Comme derniére application de notre intégrale définie générale nous 
avons a étudier le logarithme-intégral savoir cette fonction transcendante 


1)’ 
sis ? 


(33) li e- = 0+ lgs + 1S 


ou C désigue la constante d’Euler et ov il faut définir d’une maniére 
convenable la valeur de log z. 

Or, je dis que nous aurons pour le logarithme-intégral ces autres 
représentations: 


(34) li e~* — C— log «= f = e * dt = lim 1 (P, (w)—£), 
0 


er 
(34) li e~* = ~f4 dt = — Q,(0). 


En effet, on voit que (34) se demontre aisément en introduisant au 
lieu de la fonction exponentielle la série de puissances ordinaire et en 
intégrant puis terme a terme; de plus nous obtenons immédiatement de (21) 


w+s 
(35) P,(@) ->5 ) 


*) Comptes rendus, t. XV, p. 554—556; 1842. 
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Quant 4 la formule (34°), prenons comme point de départ cette définition 
de la constante d’Euler 

C=—1f(1), 
ce qui donnera 


_—e C _ (D,, P2(@)) 1 + (D,, Q2(@)) 4 =1- 


Or, nous aurons, en vertu de (35), 


lim ( P,(@) — =) = (D, P,(@))wa1 — (€-*—1) log 2, 
=0 


tandis qu’une intégration par parties donnera, en vertu de (21), 


Q.(0) = (Do Q2(@))oa1 — &~* log 2, 


de facon que nous obtenons finalement cette formule 


" Pet_y ‘ , 
O+loge=—f ; at—{* dt, 
0 x 


et voila la démonstration rigoureuse de (34). 

Remarquons en passant que la définition intégrale (34°*) pour li e~* 
n'est pas guere convenable parce qu'elle présente, comme l’a fait voir 
récemment M. Gutknecht*) dans sa these de doctorat, des difficultés 
considérables; c’est pourquoi nous préférons la définition (33) purement 
analytique de notre fonction en question. 

Appliquons maintenant la formule (34), nous aurons immédiatement, 
en vertu de (23), cette autre représentation 


s=@ 


(35) lie-* = C + logz —e* > +6) - 2", 
s=1 
qui semble étre nouvelle, tandis que (34°) donnera, en vertu de (26), 
cette série asymptotique 
(36) | eer OT, 
s=0 , 

qui est valable dans tous les points trés eloignés du plan des 2. 

La formule (36) appartient 4 Mascheroni**), tandis que Stieltjes***) 
la étudiée beaucoup plus profondément. 


*) Integrallogarithmus, Berne 1903. 
**) Cit. de Bretschneider, Journal de Crelle, t. XVII, p. 260; 1837. 
***) Voir M. Borel: Lecons sur les séries divergentes. Paris 1901. 
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Cela posé, définissons comme suit le cosinus-intégral et le sinus-intégral 


1) #28 


O(a) = C+ og2 +5) ‘Satie’ 





(37) 


S,(2) -> Sper 
puis mettons 

log (+1) = 4%, 
nous aurons évidemment 
lie* udyn liew** 


C,(2) = ——- 2 
(38) 


ce qui donnera, en vertu de (35), ces deux autres formules 


(C(x) = C + log  — B(«) sin x — A(x) cos z, 


(39) \s, (a) — B(x) cos x — A(«) sin 2, 


ou nous avons posé pour abréger 


—1)1(2 
A(«) 2 Pee 2. ai**, 


B(2) = ST (—: 1)*4(28+ 1) | git, 


@s+i)! 


(39%) 


les deux formules (38) appartiennent & Lommel*). 


Multiplions encore dans (36) par la fonction exponentielle, la série 
asymptotique ainsi obtenue n’est valable que pour des valeurs purement 
imaginaires de x, puis appliquons les formules (38), nous aurons 


jC) ~ A, (x) sin « — B,(x) cos a, 
4 
(®) | 8,(«) ~ ; — A, (x) cos x — B, (x) sin x, 


séries asymptotiques qui ne sont appliquables que pour des valewrs reelles 


de x; elles semblent étre nouvelles du reste. 


*) Mathematische Annalen, t. XVI, p. 204; 1880. 
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Dans (40) nous avons posé pour abréger 


1 (— 1)* (2s)! 
A, (2) -> a ae 
s=0 
(40™*) . 
i 
—1)*(2s+1)! 
B,(2) = = aa e 
s=0 





Remarquons que la derniére formule (40) donnera cette formule intégrale 
tres connue 





ot le chemin d’intégration coincide avec l’axe des nombres positifs. 


Copenhague, le 15 octobre 1903. 


Note. Le théoréme concernant la représentation asymptotique d’une 
série de factorielles, mentionné 4 l’occasion de la formule (26), se trouve 
dans un Mémoire qui paraitra prochainement dans les Annales de I’ Ecole 
Normale. 

La formule (35) a été connue par M. L. Schendel; dans une Note 
qui paraitra dans les Monatshefte fiir Mathematik und Physik jai donné 
une démonstration directe et trés simple de la formule en question. 





Copenhague, le 5 juin 1904. N. 
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Note sur les séries de fonctions bernoulliennes. 
Par 


Nievs Nrevsen a Copenhague. 


§ 1. 
Valeur de gy, (x) pour n extrémement grand. 


Supposons que la fonction donnée G(x) soit une transcendante en- 
tiere, M. Guichard*) a démontré que cette équation aux différences finies 
(1) F(a +1) — F(a) = G(a) 
admet toujours comme intégrale particuliére une transcendante entiére 
aussi. Plus tard M. A. Hurwitz**) a donné de trés belles recherches 
sur Péquation (1). Cependant la méthode de l’éminent géométre montre 
clairement qu’une telle intégration finie de la série entiere G(x) ne peut 
pas étre effectuée généralement terme a terme sans ajouter & chacune des 
intégrales ainsi obtenues une fonction périodique convenable. 

Dans la Note qui suit je me suis proposé de démontrer le résultat 
remarquable, ce me semble, qu’une telle intégration finie n’est appliquable 
terme & terme, dans le sens ordinaire de ce mot, que dans le cas par- 
ticulier, ot la fonction donnée G(x) est du genre zéro ou bien un cas 
tres particulier des fonctions du genre un. 

Or, définissons par cette équation aux différences finies 





(2) Pn43(*) — Pay i(@—1)= 5 
i et par ces conditions initiales 
(3) Pon+1(0) =0, %,(0)= Pras (0) 


le polynome du rang »+1 de Jacques Bernoulli, il est évident que 
la démonstration, tres élémentaire du reste, du théoreme susdit n’est au 
fond autre chose qu’une théorie des séries de fonctions », (2). 

On voit que notre définition de ,(x) différe un peu de celle pro- 


*) Annales de I’Ecole Normale, 3° série, t. IV, p. 361—380; 1887. 
**) Acta Mathematica, t. XX, p. 285—312; 1897. 
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posée par M. M. Hurwitz*) et Mellin*™*); or, notre définition donnera 
immédiatement pour ,(x) cette propriété fondamentale trés remarquable 


(4) PL? (2) = Pps (2). 
Formons maintenant, a l’aide de cette formule, la série de Taylor pour 


Pnii(@—1), puis appliquons (2), nous aurons immédiatement cette 
identité 

y 4 1 1 (— 1)" 
(8) 7 Pal) — 95 Pn @ + 5; M2 @—--- + Se - pla), 
fondamentale dans les recherches qui nous occupent ici. 


Désignons ensuite par B,,,_, le nombre de Bernoulli du rang », notre 
définition susdite de g,(a) nous conduira aisément a ces expressions 


Po(z) = 1 
(6) 9, (4) = 2+ 4 ‘ 
a” 1 gt} en (— 17 B.., s-™ 
Pn(X) = n! + 2°@—D! a (@s)! " (n— 28)!? 


s=1 


dont la premiére est donnée par une définition particuliére pour faire 
appliquable la formule (4) pour » = 1 aussi. 

Cela posé, nous avons avant de tout & donner des expressions asymp- 
totiques pour les valeurs des fonctions g,(x) quand » est supposé tres 
grand. A cet égard prenons comme point de départ cette formule nu- 
mérique 

g2"-1 y 2” 
Son = ~ (Qn)r : Byn—1) 
ou » désigne un positif entier, et oi nous avons posé pour abréger 
1 1 1 1 
San = Jan + oan t 3an t en to 
nous aurons évidemment pour B,,_, cette valeur asymptotique 
B 


2n—1 2 . 1 
(7) (2m)! (@m)?* (1 + 4), On < Sana" 
En effet, nous trouvons pour 6, cette valeur exacte 
. 1 1 1 1 
9,= saat at at at: 


*) loc. cit. p. 286. 
**) Acta Societatis scientiarum Fennicae, t. XXIV, No. 10, p. 4; 1898. Quant a 


la définition de g,(#), voir la These de M. H. Renfer: Die Definitionen der Ber- 
noullischen Funktionen usw. Berne 1900. 
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ce qui donnera immédiatement 


1 1 
6,< giant’ Sen < Senn 


Introduisons maintenant dans la formule générale (6) l’expression (7), 
nous trouvons sans peine pour g,(z) ces valeurs asymptotiques 


aS 
P2_(L) = a (cos 2ax + &,) 
8 
( ) - in 


oe 
Pon s1 (2) = = (sin2ax + Esn41) 


ot ¢,, pour des valeurs trés grandes de l’indice m, satisfait 4 cette iné- 
galité 

(9) n?| &,|<o, 

ot 6 désigne une quantité positive donnée auparavant et étant aussi 


petite qu’on le veut, tandis que p est un positif entier fini, mais d’une 
grandeur quelconque du reste. 


§ 2. 
Théorie des séries de fonctions ¢, (x). 
Les valeurs limites que nous venons de développer nous montrent 


immédiatement que cette série de fonctions de Bernoulli 
(10) fo) = Dd) 4 94(@) 
n=0 


est convergente pour une valeur quelconque mais finie de x, pourvu que 
ces deux séries numériques 

s=@ 8 

(11) (— }) A425 


— (20)*t?8 


le soient; ¢ est égal & un ov a zéro. 
Cela posé, demontrons tout d’abord que cette identité 


(12) > a, P, (2) = b, R 9, («) 
n=0 n=0 

entraine ces autres: 

(12 bis) a,=b,, n=0,1,2,-->; 


nous aurons en effet ces deux identités 


> (4, 7 b,) ‘ P, (2) _ = (a, — b,) . 9, (x — 1) 3 0, 
n=0 n=0 
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de sorte qu’une soustraction nous conduira, en vertu de (2), immédiate- 
ment a (12 bis); c’est-i-dire que nous avons démontré cette proposition: 

Si une fonction est développable en série de la forme (10), ce dévelop- 
pement n’est possible que dune seule facon. 

Introduisons maintenant dans (10), au lieu des fonctions de Ber- 
noulli, les expressions tirées de (6), puis écrivons le résultat ainsi obtenu 
sous forme d’une série 4 double entrée, dont les séries horizontales sont 
formées par les expressions des g, (x), tandis que les séries verticales con- 
tiennent tous le termes contenant la méme puissance de x, nous trouvons 
comme coefficient de 2” cette expression 


&@== @ 
= 14, 425 


1 1 
(13) A, —_ n! (a, + 2 On +1 (ime Qs)! “ B,,_1): 
s=1 





Or, supposons convergente la série (11), il sera la méme chose avec 
la série infinie figurant au second membre de (13); de plus, remarquons 
que les séries horizontales de notre série 4 double entrée sont toutes ab- 
solument convergentes, nous aurons évidemment pour f(x) cette série de 
puissances 


(14) f(a) = >) 4,2", 
n=0 
ov les coefficients A, se déterminent a l'aide de (13). 
Cela posé, remarquons que la série numérique (11) nous conduira a 


cette valeur majorante 
(15) |A Jc Ger. 


“n! 


K, 


n? 


ot K, désigne une quantité positive et finie méme pour » infiniment 
grand, ce qui montrera, en vertu du célébre théoreme de M. Hadamard*) 
que la fonction entiére f(x) doit étre du genre zéro ou un. 
Considérons maintenant cette fonction entiére 
s=0 


(16) F(a) = > S- 2, 


s=0 


dont les coefficients “ satisfont & la condition (15), puis développons a 


n! 
Vaide de (5), toutes les puissances, nous aurons de méme cette série de 
fonction 9, (x) 


(17) F(x) = 4 0, 9.(2), 


*) Journal de Mathématiques, 4° série, t. IX, p. 209; 1893. 
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oii nous avons posé pour abréger 


Dl a 1,45 
(18) C,= 2 a 
Or, les fractions 

c 


Cy +1 n+2 Cy +3 
1) wale =@ ’ 

n n+1 n+2 

étant finies, nous aurons, en vertu de (18), 


|C,|= |e,|- Ky’, 
ot K,’ désigne une quantité positive et finie pour toutes les valeurs de 
n; cest-a-dire que la série (17) est convergente pour une valeur finie 
queleonque de x, et la condition (15) est nécessaire et suffisante a la fois. 


Cela posé, considérons encore une fois la série de puissances (16), la série 


© (2) = ST on Ata" = 6: Pass(@—1) 
n=0 n=0 


est constamment convergente, et c’est la méme chose avec cette autre série 
n=@ 
O(x + 1) = 7 } Cy Pn41 (2): 
n=0 
Or, soustrayons ces deux formules, nous aurons 
A(z) = F(a), 


ou, ce qui vaut autart 


n=@ 
(19) A-*F (2) = D>! cy Paa(t—1) + I(@), 

n=0 
ot J(x) désigne une fonction périodique mais arbitraire de x; c’est-a-dire 
que nous avons démontré ce théoréme general: 

Les seules séries de puissances qui sont développables en série de fonc- 
tions o,,(x), ou, ce qui vaut autant, dont Vintégrale finie peut étre prise terme 
a terme dans le sens ordinaire de ce mot, sont les fonctions entiéres du genre 
zéro et les fonctions particuliéres du genre un qui satisfont a la condition 
(15). Inversement, toutes ces fonctions possédent les propriétés susdites. 

Considérons encore une fois la formule (17), nous aurons aussi 


F(a—1)= > C,,-9,(«—1), 
n=0 
d’ou, en soustrayant 


ra=@ 


(20) AF(x—1)= Ps a oth, e 


n=0 
et voila un simple principe pour la formation de la différence d’une telle 
fonction. 
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§ 3. 
Applications aux fonctions cylindriques. Formule de Bessel. 
Comme premier exemple de la théorie du paragraphe précédent po- 


sons dans (16) 
F(x) =e", |a|< 2a, 


nous aurons, en vertu de (18), ce développement 


(21) et = (1—e-8). js a1. 9, (2), 


de sorte que (20) nous conduira a la formule pour l’addition des argu- 
ments de la fonction exponentielle. 
Considérons comme second exemple cette fonction cylindrique de la 


premiére espece 
‘ ‘isi (5 . 
— , 2 
_— a | jeade = 3 
(—2) *- Say *)= > ate tT w, 
elle est du genre zéro, considerée comme fonction de x; c’est-a-dire qu’elle 
est développable en série de fonctions g,(”) pour une valeur finie quel- 


conque de a. , 
La formule (18) donnera ici 


es ce v+2n+s+1 
c- VC", (3)" list 
a SJ (s+)! Ve+n+s+))’ 
ou, ce qui vaut autant, 


1 
a ro), 


4 


de sorte que nous obtenons ce développement en série de polynomes 9, (x): 


22) (-2) F.(ey=2)— > (a) oo +4169) (8) 9 


Quant a la formule (20), elle donnera ici 


Ala—2) *-I(eyizal=(—2) *s*@ey=a- > (3) . J+"(a), 
ou, ce qui vaut autant, 


(1—a) *-J*( 
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Note sur les séries de fonctions bernoulliennes. 


Posons maintenant 


a=y, a — ax = (y+ 2)", 
nous aurons cette formule pour l’addition des arguments 


ra=D 


(23) I*(yt+e)= (14+ <)’. > <2. (1+ iy J’+n(y), 


dont le cas particulier, od v est un nombre entier, est da 4 Bessel*) 
qui a calculé, & laide de cette formule, sa table numérique des fonctions 
cylindriques. 

Mettons particulitrement dans (23) v = + 4, puis appliquons ces deux 
formules bien connues 


1 — 1 — 
J* (x) -/:. sinz, J * (a) -//i. cos 2, 


il est évident que les cas particuliers correspondants de (23) représentent 
les formules d’addition de sin (y + 2) et de cos (y+ 2), mais sous forme 
méconnaissable, il est vrai. 


Copenhague, le 14. décembre 1903. 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1824, p. 35. Voir aussi mon Traité, 
Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen, p. 266; Leipsic, Teubner, 1904. 
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Uber die Begriindung der hyperbolischen Geometrie. 


Von 


H. Lresmann in Leipzig. 


Seitdem die hyperbolische (nichteuklidische) Geometrie neben der 
euklidischen zur Geltung gelangt ist, sind die verschiedensten Methoden 
zur Grundlegung sowohl wie zum Aufbau dieses Gebiets angewendet 
worden. Man kann in dieser Beziehung etwa drei Richtungen unter- 
scheiden, die wir als Aufbau mit Hilfe einer bekannten Geometrie, Einbau 
in die euklidische Geometrie und endlich als freien Aufbau bezeichnen 
kénnen. 

1. Bolyai*) und Lobatschefskij*™) selber zielten in ihren klassischen 
Arbeiten dahin, ein Gebilde des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes 
ausfindig zu machen (die Kugel mit unendlich groBem Radius), auf dem 
die euklidische Geometrie gilt, und diesen Umstand dann fiir die Geometrie 
der hyperbolischen Ebene auszuniitzen. 

Die Beniitzung des Raumes haben andere Autoren z. B. GauB***), 
Flye St. Marie}), Killing}+) und Simon+}}) vermieden, indem sie 
die Forderung an die Spitze stellten: ,Alle Figuren der Ebene sollen frei 
beweglich sein, und im Unendlichkleinen soll die Euklidische Geometrie 
gelten.“ Man erhiilt auf diese Weise einerseits die sphiirisch-elliptische, 
andrerseits die pseudosphirisch-hyperbolische Geometrie. 


*) J. Bolyai, Appendix scientiam spatii absolute veram exhibeus. Ed. nova. 
(Budap. 1902.) Vgl. § 11, 17 und namentlich 21 ,Superficies F'“. 

**) N. J. Lobatschefskij, zwei geometrische Abhandlungen. Deutsch mit An- 
merkungen von F. Engel (Leipzig 1899). Vgl. S.12 (Uber die Anfangsgriinde der 
Geometrie § 9) ,,die Griinzkugel". 

***) C. F. GauB, Ges. Werke VIII, (Leipzig 1900) 8S. 255—257. 

+) Flye St. Marie, Etudes analytiques sur la théorie des paralléles. (Paris 
1871.) Chap. I. 

+t) W. Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Behandlung 
(Leipzig 1885) , 8. 5ff. 

+tt) M. Simon. Die Trigonometrie in der absoluten Geometrie. Crelles Journal 109 
(1892), S. 187—198. 
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Endlich gelangt man von der sphirischen Trigonometrie zu der hyper- 
bolischen, indem man den Radius der Kugel der imaginiren Einheit gleich 
setzt*). Dieser Ubergang erweist sich namentlich auch als ein wichtiges 
und fruchtbares Hilfsmittel fiir die nichteuklidische Mechanik**). 

2. Den Einbau der hyperbolischen Geometrie in die euklidische hat 
zuerst Beltrami**) gegeben, indem er zeigte, daB die hyperbolische 
Geometrie auf den Flichen konstanten negativen Kriimmungsmages gilt. 

Hat in dieser Weise Beltrami ein kongruentes Abbild der hyper- 
bolischen Ebene durch Fliichen gegeben, die im euklidischen Raum liegen, 
so bekommt man nach Klein+) ein ,,geodiitisches“, in der euklidischen 
Ebene gelegenes, indem man die projektive MaBbestimmung einfiihrt. Jede 
geradlinige Strecke, die von zwei beliebigen Punkten des Fundamental- 
kegelschnities begrenzt ist, ist in diesem Fall das Bild einer unbegrenzten 
hyperbolischen Geraden. 

Ein ,,winkeltreues* Abbild der hyperbolischen Ebene gibt z. B. die 
euklidische Halbebene. Bilder der hyperbolischen Geraden sind dann die 
auf der Begrenzungsgeraden der Halbebene senkrecht stehenden (Halb-) 
Kreise. ++) 

3. Als Geometer, die einen freien Aufbau der hyperbolischen Geo- 
metrie sich zum Ziele machten — von den allgemeinen Untersuchungen 
iiber Grundlagen der Geometrie soll iibrigens bei dieser Ubersicht ab- 
gesehen werden — seien hier genannt Gérard}}}), der von einer fiir 
das Verhiltnis zweier gegeniiberliegenden Seiten im Viereck mit drei 
rechten Winkeln angenommenen Ungleichheit ausgeht, Schur*}), der 
ohne Anwendung von Stetigkeit oder dem Archimedischen Axiom doch 
den Raum als Hilfsmittel braucht, und Hilbert**}). 


*) N. J. Lobatschefskij, Géometrie imaginaire. Crelles Journal XVII (1887), 
S. 299—320. **) W. Killing. Die Mechanik in den nichteuklidischen Raumformen. 
Crelles Journal 98 (1885), 8. 1—49. ***) Beltrami, Saggio di interpretazione della 
geometria non euclidea. Giornale di Batt. VI (1868), 8S. 283—315. +) F. Klein, 
Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie. Math. Ann. 4 und 6 (Leipzig, 1871 
und 72). F. Klein geht von der Cayleyschen MaSbestimmung aus und zeigt ihre 
von Cayley nicht erkannte Bedeutung fiir die nichteuklidische Geometrie. AuBerdem 
aber wird sie unabhiingig von der euklidischen Geometrie bestimmt, so daB die 
beiden Arbeiten auch unter 8) mit aufzuziihlen sind. ++) Zum ersten Mal und 
zugleich in allgemeinerer Form (im Bild auf der Fliche zweiten Grades) findet sich 
diese Darstellung in Note VI (S. 45—47) von Kleins Erlanger Programm. (Ver- 
gleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. Erlangen 1872). 
Wieder abgedruckt in Band XLIII der Math. Annalen. Leipzig 1898. 
+tt) Gérard, Sur la géometrie noneuclidienne. These. Paris 1892. 
*+) F. Schur, Uber die Grundlagen der Geometrie. Math. Annalen 55 (Leipzig 
1902), 8. 264—292. +) Hilbert, Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskijschen 
Geometrie. Math. Annalen 57 (Leipzig 1903), S. 1837—150. 
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Hilbert macht nur von den einfachsten Voraussetzungen Gebrauch, 
es ist bemerkenswert, daB in § 1—3 seiner Abhandlung kaum ein Satz 
enthalten ist, den nicht Bolyai.und Lobatschefskij selber zum Teil auch 
ohne Beniitzung des Raumes, des Stetigkeitsaxioms oder der euklidischen 
Geometrie bewiesen haben. 

In der Tat gestattet die von Hilbert gegebene eigentiimliche Ein- 
fihrung der Zahlen in die hyperbolische Geometrie, ohne weitere Hilfs- 
mittel die hyperbolische Trigonometrie abzuleiten (s. w. unten, § 3—4). 
Zuvor aber soll gezeigt werden, daB eine Reihe von Konstruktionen sich 
schon auf Grund des Hilfssatzes § 1, 2 der Hilbertschen Arbeit ganz 
elementar ableiten lassen (§ 1) und daB die Bewegung der hyperbolischen 
Geometrie sich sehr einfach definieren lassen (§ 2). 


§ 1. 


Die merkwiirdigen Punkte im Dreieck der hyperbolischen Geometrie 
nebst einigen Konstruktionen. 


Wir gehen von der Tatsache aus, daB zwei Gerade sich entweder in 
einem (reellen) Punkt treffen, oder parallel sind (ein ,,.Ende“*) gemein 
haben) oder ein gemeinsames Lot besitzen. Diese drei Fille wollen wir 
im folgenden so bezeichnen: Die Geraden schneiden sich reell, im Unend- 
lichen oder ideal. 

Entsprechend unterscheiden wir reelle Winkel, Nullwinkel, Uberwinkel 
und verstehen allgemein unter der Halbierungslinie eines Winkels die- 
jenige Gerade im Winkelraum, welche die Kigenschaft hat, da die beiden 
Schenkel des Winkels durch Spiegelung an ihr ineinander iibergehen. 

Halbierungslinie eines Uberwinkels ist also z. B. die Gerade, welche 
in der Mitte des gemeinsamen Lotes der beiden Schenkel auf diesem Lot 
senkrecht steht. 

Es soll nun gezeigt werden, daB genau wie in der euklidischen Geo- 
metrie, so auch hier die Mittellote der drei Seiten (1), die Winkel- 
halbierenden der drei Innenwinkel oder eines Innenwinkels und zweier 
entsprechender .AuBenwinkel (2) und die drei Héhen (3) sich in je einem 
Punkt treffen. Dieser Punkt kann unter Umstiinden auch unendlich fern 
oder ideal sein, eine Annahme, die auch von den Ecken des Dreiecks 
gemacht werden darf. All’ diese Siitze lassen sich elementar beweisen, 
und es sollen die Beweise durchgefiihrt werden, soweit sie fiir die An- 
wendungen erforderlich sind. 


*) Hilbert a. a. O. S. 140. (Zweite Definition nach Axiom IV.) 
) 
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1. Die Mittellote der Dreiecksseiten. 


Aus Kongruenzsiitzen folgt leicht, daB wenn die Mittellote zweier 
Dreiecksseiten sich in einem reellen Punkte M treffen, auch das Mittellot 
der dritten Seite durch diesen Punkt 
M hindurchgeht. A 

Ist er ideal, sei etwa D’E’ das PF E 
gemeinsame Lot der Mittellote DD’ 
und EE’ von den beiden Dreieck- 
seiten a= BC und b=CA (Fig. 1), 
so fille man auf das gemeinsame —p ADE 
Lot die Lote AA’, BB’ und CC’. 

Die drei Lote sind untereinander 

gleich. Errichtet man jetzt auf A’ B’ 

das Mittellot, so mu8 es notwendig die Strecke AB (etwa in J’) schneiden, 
und die beiden Vierecke BFF’ B’ und AFF’A’ sind dann einander 
kongruent, woraus folgt, daB F’ F' das Mittellot der Seite AB ist, was 
bewiesen werden sollte.*) 

Sind zwei der Mittellote zueinander parallel, so muB das Mittellot 
der dritten Seite jedenfalls mit jedem der beiden anderen Mittellote je 
ein Ende gemein haben. Wir haben nachzuweisen, daB dies dasselbe 
Ende ist, d. h. da® die drei genannten Geraden nicht etwa ein ,,asymp- 
totisches Dreieck“ (d. h. ein Dreieck mit drei Nullwinkeln) bilden. 

Man schlieBt auf die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung 
aus den folgenden beiden sehr leicht zu erweisenden Tatsachen: Mindestens 
eine Seite im Dreieck, nimlich die dem gréBten Winkel gegeniiber- 
liegende, wird von allen drei Mittelloten getroffen; ferner: Eine Gerade 
kann nur zwei Seiten eines asymptotischen Dreiecks (in reellen Punkten) 
treffen. 

Es miissen also die drei Mittellote, wenn zwei von ihnen ein Ende 
gemein haben, notwendig alle drei ein gemeinsames Ende besitzen.**) 

Anmerkung. Den dritten Spezialfall des Satzes von den Mittelloten 
kann man beniitzen, um die Richtigkeit der von Bolyai***) gegebenen 
Konstruktion des Lotes zum Parallelwinkel zu erweisen. 

Es sei « der Winkel, zu dem das Lot gesucht wird. (Vorausgesetzt 








C 


Fig. 1. 


*) Vgl. die deutsche Ausgabe von Lobatschefskijs ,,Pangeometrie (Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften 130. Leipzig 1902). S. 85. 

**) Vgl. Hilbert a. a. O. § 1, Satz 4. An der von Hilbert zitierten Stelle hat 
Lobatschefskij den Satz sehr viel umstindlicher bewiesen. (Vgl. die Engelsche Uber- 
setzung S. 182—184). 

**) Appendix § 35 und Fig. 18. Dort wird die Existenz des in Fig. 2 dieser 
Abhandlung mit D bezeichneten Punktes } sehr sorgfiltig bewiesen, 
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ist, daB man bereits Parallelen ziehen kann.) Dann kann man immer 
einen Parallelwinkel 6 so konstruieren — durch geeignete Wahl des 
Lotes — daB B >a. Nun lege man # an den einen Schenkel AA’ des 
Winkels « an (Fig. 2), mache AB gleich dem 

4B ¢ doppelten Lot das zum Parallelwinkel £8 gehért, 


ii See ziehe die Parallele BB’ zm AA’, trage den 








Winkel « an BB’ an, bringe den andern Schenkel 

zum Schnitt mit dem Schenkel des gegebenen 

B Winkels (im Punkt D), mache endlich noch 

saith DC=DB. Dann ist, wie wir beweisen wollen, 

AC das doppelte Lot, welches zum Parallelwinkel « gehért, d. h. also, 
trigt man in C den Winkel @ an AC an, so ist CC’ parallel AA’. 

Es ist in Fig. 2, wenn wir die Dreieckswinkel mit A, B, C be- 

zeichnen, ferner noch die Winkel B’BC und BCC’ die zufolge der Kon- 

struktion einander gleich sind, mit y» bezeichnen: 


A=B-—4a, 
B=6+y7, 
C=y—a, 
also 
pw B+A—C B+C—A 
eevee meet mes, eau ee ail 


Jetzt wollen wir auf den drei Seiten des Dreiecks uns die Mittellote 
errichtet denken, und die Verbindungslinien des (reellen, unendlich-fernen 
oder idealen) gemeinsamen Punktes der drei Mittellote und der Ecken mit 


Aj A, B/B, O/C 





bezeichnen. Dann ist 


x y'AC= KACO’ (=u); 

<A, AB=x ABB, (=,), 

XB BC=x BCC! (=%) 
und weiter 

KA=B-—%, KLB=At+nH, KC=%— %,. 
Hieraus folgt 
a=, B=fy, Y=%, 

d. h. die Linien A’A, B’B (und C’C) gehen durch den gesuchten ge- 
meinsamen Punkt. Nun ist aber nach Konstruktion AA’ parallel zu 
BB’, also haben die drei Geraden ein gemeinsames Ende, was bewiesen 
werden sollte. 








- @2ee 


~~ 
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2. Die Winkelhalbierenden im Dreieck. 


Die Halbierungslinien der Innenwinkel eines Dreiecks mit drei reellen 
Ecken gehen durch einen Punkt, den Mittelpunkt des einbeschriebenen 
Kreises. Das wird, genau wie in der euklidischen Geometrie bewiesen. 
Der Satz gilt aber auch dann noch, wenn die Ecken unendlich fern oder 
ideal sind, sobald man den Begriff ,, Winkelhalbierende“ in der zu Anfang 
des Paragraphen gegebenen Weise erweitert. Ubrigens wird der Schnitt- 
punkt immer dann reell, wenn unter den drei Ecken des Dreiecks sich 
keine ideale befindet. — Ist dies dagegen der Fall dann und nur dann 
kann es vorkommen, daf zwei 
Winkelhalbierenden einen un- 
endlichfernen oder idealen Punkt 
gemein haben, durch den dann 
auch die dritte Winkelhalbierende 
hindurchgeht. — 

Halbieren wir nun einen 
Innenwinkel und die beiden der 
Gegenseite anliegenden AuBen- 
winkel (Fig. 3) und nehmen an, 
daB zwei der Winkelhalbieren- 
den sich in einem idealen Punkt 
schneiden — es sei etwa B’C’ 
das gemeinsame Lot —, dann ist 
der kiirzeste Abstand dieses Lotes von den drei Dreiecksseiten gleich groB, 
und wenn man von A das Lot AA’ auf B’C’ fiallt, so werden die beiden 
Vierecke AA’E’E und AA’F’F zueinander kongruent, d. h. AA’ ist 
Winkelhalbierende im gegebenen Dreieck. Ahnlich erledigen sich die 
andern Fille. 

Anwendung: Wendet man den Satz fiir die Innenwinke] eines 
Dreiecks mit zwei endlichen und einem Nullwinkel an, so ergibt sich 
eine Methode, den Nullwinkel zu halbieren. Man verbinde zwei Punkte 
A und B der beiden Parallelen und halbiere die Innenwinkel bei A und B 
in dem entstehenden Dreieck. Die Halbierungslinien schneiden sich in 
einem reellen Punkt, durch den die gesuchte Mittellinie des Nullwinkels 
hindurchgeht. Wenden wir dasselbe Verfahren noch einmal an, so be- 
kommen wir einen zweiten reellen Punkt der gesuchten Geraden. 








Fig. 3. 
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3. Die Hiéhen im Dreieck.*) 


Treffen sich zwei der drei Héhen im Dreieck in einem reellen Punkt, 
so geht auch die dritte durch diesen Punkt hindurch. — Es seien namlich 
(Fig. 4) AD und BE die Héhen, die sich in H treffen mégen. Das Dreieck 
nun, fiir welches H der Mittelpunkt des ein- 
beschriebenen Kreises ist, und von dem D 
und £ zwei Ecken sind, hat zum Mittelpunkt 
des der Seite DF anbeschriebenen Kreises 
den Punkt B, in dem sich die Gerade EH 
und das Lot CD auf HD schneiden. Genau 
so sieht man, daB A der Mittelpunkt eines 
zweiten anbeschriebenen Kreises ist. Man er- 
kennt so, da8 der Punkt F reell ist, auf AB 
liegt, und daB FC durch H hindurchgeht, ferner auf AB senkrecht 
schneidet, d. h. also: Auch die dritte Héhe geht durch H hindurch w. z. b. w. 

Denken wir uns ferner in Fig. 3 das Lot auf A’A in A errichtet, 
nehmen wir ferner an, die Figur sei so gewihlt, daB B’B und dieses 
Lot sich in einem reellen Punkt (K) und ebenso C’C und das Lot sich 
in einem reellen Punkt (Z) schneiden, so gehen die Geraden BM und 
CM resp. durch die Mittelpunkte Z und K der anbeschriebenen Kreise 
des Dreiecks ABC und stehen auf B’K und C’L in B bezw. C senkrecht. 

Umgekehrt erhalten wir aus der Figur den Satz: Schneiden sich im 
Dreieck KL(D’E’), das zwei reelle und eine ideale Ecke hat, die beiden 
Héhen LB und KC in einem reellen Punkt YU, 
so geht auch die dritte Héhe (d. h. das gemein- 
same Lot AA’ von KL und B’C’ durch diesen 
Punkt hindurch. 

Entsprechend, d. h. auch durch Zuriick- 
fiihrung auf den Satz von den Winkelhalbieren- 
den, ist der Beweis fiir ein Dreieck mit einer 
unendlichfernen Ecke zu fiihren. 

Anwendungen. Die beiden zuletzt ge- 
nannten Fille kénnen zur einfachen Lésung 
zweier Aufgaben dienen. 

Erstens**): Konstruktion des Lotes zum Parallelwinkel « (Fig. 5). 





B 


Fig. 4. 


B’ 









*) Ein analytischer Beweis des Satzes, da8 die Héhen sich in einem reellen, 
unendlichfernen oder idealen Schnittpunkt schneiden findet sich bei Gérard, a. a. O. 
p. 54; vgl. auch (fiir die euklidische Ebene und die Kugel) Baltzer, Elemente der 
Mathematik Il (6. Aufl. Leipzig 1883) 8. 41. 

**) Gérard a. a. O. p. 74. Diese Konstruktion ist die einfachste (Vgl. Hilbert 
a. a. O. S. 142, Fig® 3). 
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Man bestimme, was immer méglich ist, den Punkt B so, daB die Parallele 
BB’ mu AA’ mit AB einen spitzen Winkel einschlieBt. Dann fille man 
die Lote AD und BE auf AA’ und BB’ und von dem immer vorhan- 
denen reellen Schnittpunkt H aus das Lot HC auf AB. Dann ist 
p=AC die gesuchte Strecke, so daB 


a = TT(p) 
ist. 
Zweitens*): Das gemeinsame Lot 
zweier sich nicht schneidenden Geraden B 


g und h, (Fig. 6.) 

Da die beiden Geraden (g und h) B 
ein gemeinsames Lot haben, so miissen 
die Punkte B und C auf g sich so wihlen lassen, daB die Winkel 
6 = B’BC und y= BCC’ der von B und C auf h gefillten Lote mit 
BC bezw. CB beide spitz sind. Die Héhen des Dreiecks BC(C’ B’) 
treffen sich dann sicher in einem reellen Punkt M, und das von M auf g 
gefallte Lot steht auch auf h senkrecht. — 











Fig. 6. 


§ 2. 
Die Bewegungen in der hyperbolischen Ebene. 


In § 4 seiner Abhandlung**) gelangt Hilbert zu dem Ergebnis: Be- 
zeichnet man die den Enden einer Geraden zugeordneten Zahlenwerte mit 
£ und 7, so bedeutet die in & und y bilineare Gleichung 


atn +2 (+n) +e=0 (4ac—b*>0) 
einen Punkt. 

Durch geometrische Uberlegungen gelangt man nun leicht zur Ein- 
sicht, daB jede beliebige Bewegung erhalten werden kann, in dem man 
»Verschiebungen der Ebene liings der Geraden (0, oo)***) ferner ,,.Drehungen 
um das Ende co“+) und Spiegelungen an der Achse (+1, —1) in ge- 
niigender Anzahl kombiniert+*+). 


*) Alle andern Konstruktionen erfordern, mit einziger Ausnahme der von 
Hilbert gegebenen, das Ziehen von Parallelen. Vgl. z. B. Engel a. a. O. 8S. 253 u. 255 
und meine Ausgabe der ,,Pangeometrie“ 8. 85. Zusatz 2. Hilbert verkniipft Existenz- 
beweis und Konstruktion in einfachster Weise (a. a. O. S. 141, Fig. 2). 

*™*) a. a. O. 8.149. Vgl. auch Fig. 6 und 7 fiir das folgende. 

***) a. a. O. S. 149 unten. +) a. a. O. S. 150 oben. 
+t) Spiegelungen an dieser Achse setzen sich aus Spiegelungen am Punkte 0 
und an der Achse (0, ») zusammen, d. h. 


Gap, F=-8 oder Fate (v=+ 4). 


7 











| 
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Diese drei Arten von Bewegungen sind aber gegeben durch die 
Transformationen 
f= ab, (i = a7); 
S=E+a, (yf =a+ 4); 

fwtg Wo+Z 
in geniigender Anzahl kombiniert. 
Hieraus folgt: Die allgemeinste Bewegung ist durch eine Gleichung 


der Form 
— eit 


for es (v= Fi48 


~ 7é+8? 
gegeben. 


Dabei wird die bilineare Gleichung des Punktes sich wieder in eine 

bilineare Gleichung verwandeln, deren Determinante ist 

4a’c — b'* = (4ac—b*) (ad—By)? > 0. 
Aus dieser Form der allgemeinsten Bewegung entnehmen wir noch den 
Satz: 

Eine Bewegung ist vollkommen bestimmt, wenn man die Bilder dreier 
Enden kennt. — 

Diesen halbgeometrischen, halbanalytischen Betrachtungen wollen wir 
jetzt eine rein geometrische Uberlegung gegeniiberstellen und zweierlei 
beweisen. 

1. Eine Transformation der hyperbolischen Ebene, bei der jeder reelle 
Punkt in einen reellen Punkt und jede Gerade in eine Gerade itibergeht, ist 
notwendig eine Bewegung*). 

2. Jede Bewegung ist durch die Angabe der Bilder dreier Enden voll- 
kommen bestimmt. 


1. Bei der Transformation verwandeln sich Gerade, die einen reellen 
Punkt (4) gemein haben, in Gerade die ebenfalls einen reellen Punkt (A’) 
gemein haben. Schneidet man nun eine Anzahl solcher von einem Punkt aus- 
gehenden Halbstrahlen mit einer Transversale die die Geraden in A,, Ag,---,A, 
treffen mége, so entspricht der endlichen Strecke A,A, eine endliche 
Strecke A;A,, es haben die Punkte Aj, A:,---,A; dieselbe Anordnung wie 
die Punkte A,, A,,---, A,. (Liegt A; zwischen A, und A,, so auch A; 
zwischen A; und A,). Hieraus folgt weiter, da’ Geraden mit gemein- 
samem Ende auch wieder Gerade mit gemeinsamem Ende und Geraden 
mit gemeinsamem Lot auch wieder Gerade mit gemeinsamem Lot ent- 
sprechen. Ist naimlich AB die Grenze zwischen den schneidenden und 


*) Ferner soll die Anordnung der von einem Punkt ausgehenden Halbstrahlen 
ungeandert bleiben. 
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den nicht schneidenden Geraden, so muB jede Gerade auf der einen Seite 
von A’B’ noch die Transversale Aj A;---A;,--- treffen, wiihrend andrer- 
seits keine auf der andern Seite von A’ B’ liegende Halbgerade die Trans- 
versale treffen kann; es wird also A’ B’ parallel zu Aj A;---Aj;---. Weiter 
verwandeln sich zwei Gerade mit idealem Schnittpunkt in ebensolche Gerade. 

Zieht man die beiden Geraden zwischen zwei Geraden g und h mit 
gemeinsamem Lot, die je ein Ende mit jeder der beiden gegebenen Ge- 
raden gemein haben und sich in einem Punkte M treffen, so hat M folgende 
Eigenschaften: Legt man durch M irgend eine Gerade, die g und h in G 
und H trifft, so ist GM—= MH. Legt man zwei Geraden, die g und h 
in G,G@, und H,H, treffen, so ist G,G, = H, WM. 

M verwandelt sich nun bei der Transformation in den entsprechenden 
Punkt M’, und hieraus ergeben sich die Siitze: 

Der Mittelpunkt M einer beliebigen Strecke (GH) verwandelt sich 
in den Mittelpunkt (J/’) der entsprechenden Strecke (G’ H’). 

Hieraus folgt weiter, daB zwei gleich groBe auf einer Geraden ge- 
legene Strecken sich in zwei gleich groBe Strecken verwandeln. 

Aus der oben gemachten Bemerkung iiber gewisse untereinander 
gleiche Strecken (G,G,) und (H, H,) folgert man dann leicht noch: Zwei 
Strecken, die untereinander gleich sind und auf zwei Geraden mit gemein- 
samem Lot liegen, verwandeln sich in zwei entsprechend gelegene unter- 
einander gleiche Strecken. 

Hat man endlich zwei beliebig gelegene gleich groBe Strecken, so 
kann man leicht eine dritte Strecke angeben, deren Triagerin eine Gerade 
ist, die jede der beiden ersten Geraden in einem idealen Punkt trifft. 
Hieraus ergibt sich dann: 

Je zwei Strecken, die untereinander gleich sind, verwandeln sich in zwei 
Strecken, die untereinander gleich sind. 

Ein gleichschenkliges Dreieck wird sich also wieder in ein gleich- 
schenkliges Dreieck verwandeln, und die Mitte seiner Basis wieder in die 
Mitte der Basis. Hieraus ergibt sich leicht, daB die rechten Winkel 
simtlich ungeiindert bleiben, mit Hilfe des rechtwinklig gleichschenkligen 
Dreiecks dann, indem man die Hohe fillt, daB auch die Winkel von der 


GréBe ia ungeiindert bleiben. Uberhaupt kann man zeigen, daf jeder 


Winkel (z-2-") ungeiindert bleibt. Hieraus ergibt sich, iibrigens ohne 
Anwendung des archimedischen Axioms allein mit Anwendung der Axiome 
iiber die Anordnung und des Begriffs ,,Winkelraum“*), daB bei der Trans- 
formation alle Winkel ungeindert bleiben. Mit den Winkeln bleiben aber 
auch die Strecken (Lote) ungeiindert, zu denen die Winkel als Parallel- 


*) Hilbert a. a. O. p. 139 oben. 
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winkel gehéren, d. h. es bleiben alle Strecken ungeindert, die Trans- 
formation ist eine Bewegung. — 

2. DaB eine Bewegung durch die Bilder dreier Enden vollkommen 
bestimmt ist, sieht man in folgender Weise ein: Fiallt man von einem 
Punkt P aus die drei Lote auf drei Seiten eines asymptotischen Dreiecks, 
so haben diese Lote bestimmte GréBen und bestimmen ihrerseits die Lage 
des Punktes P vollkommen eindeutig. (Zwei Lote reichen zur eindeutigen 
Festlegung des Punktes nicht aus). — 


§ 3. 
Punktkoordinaten. Entfernung und Winkel. 
Wir wollen jetzt zur hyperbolischen Metrik iibergehen, und zuniichst 
den Winkel zweier Geraden durch ihre Enden (&,, 7,; &, yj.) ausdriicken, 


sodann neue Punktkoordinaten einfiihren, um die Entfernung zweier 
Punkte zu berechnen. 


1. Berechnung des Winkels. 


Wir wollen zuerst eine Formel fiir die Drehungen um den Punkt O 
aufstellen. 
Die Gleichung des Punktes 0 ist: 
&y = —1. 
Die Drehung um diesen Punkt muB also gegeben sein durch Gleichungen 
der Form 














r_ a6 +8 ,_an+B 
(1) om pep a? Tyna? 
vermége deren 
gn’ = —1 
wird, sobald 
Ey =—1 
Daraus ergibt sich die Form 
¢’ = §é+a ; 
1— aé 


Fiihrt man eine Drehung um 90° aus, so entsprechen den Enden 
1,0, 1, co die Enden 0,1, «©, —1, dreht man um 180°, so weiter 
die Enden: 1, co, —1, 0. 
Im ersten Fall wird 


«= 1(=tang { 2), 


im zweiten Fall 


a= oo (= tang +z) 
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« ist also in diesen speziellen Fallen gleich der Tangente des halben 
Drehungswinkels, und diese Beziehung wollen wir jetzt allgemein beweisen. 
Fiihrt man zwei Drehungen nacheinander aus 


yu bte yv_ E+e 








~ 1—aég? ~ 1l—af 
so wird 
pr Ete" 
1—a’é? 
wobei ; 
oe” => Z = ~ ; 
1— aa 
ist. 


Andrerseits ist, wenn wir die Drehungswinkel mit g, »’ und g” 
bezeichnen 
9 =—PtTo 
und 
1 Ri» 
tang -—— » + tang — » 
1 ” 2 2 
oS 
= 1 — tang —- g- tang — q’ 
2 2 
Die GréBe a”, der Parameter fiir die aus zwei aufeinanderfolgenden 
Drehungen um den Punkt O zusammengesetzte Drehung, setzt sich also 
aus den Parametern der einzelnen Drehungen genau so zusammen wie die 
Tangente des halben Drehungswinkels. Da iiberdies zwischen den GréBen « 


und tang = fiir g = :* und » = a Identitiat besteht, so gelangen wir 


zu dem SchluB: 
Die Gleichung 


stellt eine Drehung (um den Punkt 0) dar, wobei der Drehungswinkel be- 
stimmt ist durch 


1 
tang > 9 = «. 


Hieraus bekommen wir leicht die allgemeine Formel, die den Winkel 
gp zweier Geraden (&,, ,), (&&, 7) durch ihre Enden ausdriickt. Das 
Doppelverhiltnis der Zahlen 


1 
&.=0, &=«, =, haar 
hat den Wert 
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Fiihren wir nun eine beliebige Bewegung (1) aus, wobei die Enden 


(0, CO, &, —<) tibergehen mégen in (&,, ,, &, 72), 80 bleibt einerseits 
der Winkel 
§ y = 2 arctg « 
ungeaindert, und andrerseits das Doppel- 
”, verhiltnis, d. h. es bleibt die zwischen 
diesen beiden GréBen bestehende Beziehung 
§ erhalten. 
. Der Winkel m (Fig. 7), den die beiden 
Geraden (&,7,) und (& 7.) miteinander ein- 
schlieBen, ist bestimmt durch 


: 1 ' é£—&.1—€ 
(2) tang tp —Y—i BoB Bb. 





SR i ae 


Fig. 7. 


2. Punktkoordinaten und ihre Transformation. 
Die Gleichung eines Punktes ist 
0+ 0(f!) 449-0 
wobei 
4a—b?>0. 
Wir erfiillen diese Bedingung, indem wir setzen: 
a= e~*" + vy? (= w”), 
b=— 2v 


und hierin u und v alle méglichen reellen Werte erteilen. 
Die vorausgeschickte Gleichung verwandelt sich in 


(3) w* — v(E +1) +89 =0 
und kann dazu dienen, die Gleichung einer Geraden aus zwei auf ihr 
gelegenen Punkten, oder umgekehrt die Gleichung eines Punktes anzugeben, 


wenn zwei durch ihn gehende Geraden bekannt sind. 
Z. B. wird die Gleichung der Geraden (+1, — 1) 





w= 1, 
die der Geraden (0, oo) wird 
v=0. 
Ferner werden die Koordinaten des Punktes O: 
v=0, (w=1), u=0. 


Man kann die Gleichung aber auch beniitzen, um die Transformation der 
Punktkoordinaten bei Bewegungen zu berechnen. 
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Bei der Transformation 
f=§+a, =n+a 
(d. h. bei der ,,Drehung nm den Punkt co“) verwandelt sich die Gleichung 
w*— v(§+n) + §n =0 
w* — v(§’ + 7/ —2a) + (&’—a) (y’—a) = 0. 
Schreiben wir diese Gleichung wieder in der Form 


w'?— y' (&' +7’) + &7'=0, 


in 


TES eee 


ff 


so erhalten wir 
, a u, 


v =v+a, 
w= w+ 2va +a’. 
Ebenso kommt zur Transformation 
= ak, y= ay 
(d. h. der ,Schiebung lings der Achse (0, 00)“) das weitere Formelsystem 

uw =u—loga, 
v = av, 
w= aw 


und zur ,Spiegelung am Punkte 0“, gegeben durch 





‘ 1 
E — —? ._=—— . 
kommt 
u =u-+ 2 log w, 


_ v 

i —_ 

, 1 

w=—-: 
w 


» 


3. Die Entfernung zweier Punkte. 


Die Entfernung zweier Punkte P,P, ist eine Funktion ihrer Koordi- 
naten, die bei Bewegung ungeindert bleibt, und die die Eigenschaft hat, 
daB fiir drei Punkte auf einer Geraden die Beziehung besteht 


P,P, + P,P, = P,P,. 


Betrachten wir jetzt die Funktion 


1 
f (Uy, Ug, My, U2) = ents (wy? + w,? — 20,0) 
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so verwandelt sie sich bei der ersten Transformation in 


, 1 ' ' 
F° (Uy, g's 4" Oy’) = ye Ot 2 (0,'P 004"? + 2a(v,' + 04') + 2 a?—2(v,'—a) (v,'—a)) 


1 p ‘ 
= sen'tm (w,'?+w,'? — 20,'v,’), 
d. h., sie bleibt ungeiindert. 
Bei der zweiten Transformation hat man: 
1 en a. w,'* Qu,’ Ve 
) _ 2 2 1 Re 
f(t» Mg» > Uy) = ue o% (,- + a. oS ); 
und auch hierbei aindert sich die Ausdrucksform nicht. 
Endlich entsprechend fiir die dritte Transformation: 


, 1 ’ ’ 9 1 1 2v,’ v,' 

, 9 = —_. phy’ $+ te an "Bag, '2 . : atts 
f(y, Ug, Y%) Ug) a ae e 7W, W, (57s + w,'? w,’ 2 w,’ :) 
1 


=, en +4 (w,'? + w,'? —20,'v,'). 


Die GréBe bleibt also bei allen Bewegungen ungeiindert, d. h. sie ist 
eine Funktion der Entfernung der beiden Punkte 
P, (uy, %, W,) und P, (uy, Vp, W). 

Um zu sehen, welche Funktion es ist, fiihren wir zwei Schiebungen 


lings der Achse (v, c©) nacheinander aus. Ein Punkt dieser Achse (v=0) 
erhalt bei der ersten ,Schiebung“ die u-Koordinate 


u=u—loga 
bei der zweiten 





u’ = wu — log a’ = u — (log a+ log a’). 





Die GréBen (log a) addieren sich also einfach, genau wie die Strecken, 

um welche die Punkte verschoben werden, sie sind ihnen also proportional. 

Fiihrt man erst eine Schiebung aus, die den Punkt (u,,0) mit dem 

Punkt (u,, 0) zur Deckung bringt, dann eine zweite, die (w,, 0) mit (w;, 0) 

zur Deckung bringt, so lassen sie sich durch eine einzige ersetzen. Die 
Parameter (log a, log a’, log a”| haben die Werte 
Uy — Uy, Us — Ug, Uy — Uh. 

Hieraus folgt: Die Entfernung zweier Punkte (u,u,) der Geraden v = 0 
ist (bis auf einen Faktor, dem wir den Wert 1 erteilen wollen) gleich 
Uy — Uy. 

Fiir zwei Punkte dieser Achse nimmt iiberdies die aufgestellte In- 
variante den Wert an 


f (Uy, Ug, 9, 0) = + el tt (e-2m 4 ¢- 2m) 


= = (es + et %) = cos hyp. (tu, — u,). 
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Damit ist die Beziehung der Invariante und der Entfernung fest- 
gelegt, und wir haben den Satz: 

Legt man die Mafbestimmung fiir den Abstand zweier Punkte so fest, 
daB man den (konstanten) Faktor, der fiir zwei Punkte (u, und u,) der 
Achse v = den wirklichen Wert der Entfernung von u, — u, unterscheidet, 
gleich 1 setzt, so wird die Entfernung r zweier beliebig gelegener Punkte 
bestimmt durch 


(4) chr = . e+ (w,? + w,* — 20, 04). 


§ 4, 
Die hyperbolische Trigonometrie. 


Nachdem einmal die Formel fiir den Winkel zweier Geraden und die 
Entfernung zweier Punkte aufgestellt ist, macht der weitere Aufbau der 
Trigonometrie keine besonderen Schwierigkeiten. Wir wollen uns damit 
begniigen, die Beziehung zwischen Lot und Parallelwinkel (1), einige 
Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck (2) und die Formeln abzuleiten (3), 
welche die in § 1 unerledigt gebliebene Konstruktion des Parallelwinkels 
zum Lot, d. h. das Parallelenziehen iiberhaupt erméglichen. 


1. Der Parallelwinkel. 


Tragen wir (Fig. 8) auf der Achse (—1, +1) von O aus nach dem 
Ende +1 hin die Strecke OP =p ab und ziehen die Gerade mit dem Ende 
co durch diesen Punkt, so wollen wir nun den Wert & des andern Endes 
dieser Geraden berechnen. 


Die Gleichung der Geraden wird, 0 
wie aus (3) folgt 
E—v. 


Der Punkt P(w=1) hat also die Ko- 
ordinaten 


road 


v=, u=—-—log(1—#), w=—1 


a , 


und seine Entfernnng p vom Punkte O 
ist bestimmt durch 


chp = i 


yi-#’ 


d. h. es ist 








&—e? ca 
= ——_— = thp. 
& + g? Fig. 8. 
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Andrerseits ist (nach § 3, 1) 
1 1 1 1— 
tang => Mp) = V\(— 1)- wis : tie Vi;- en? 
Also wird*) 
(5) tang = TT(p) = e-?. 


2. Das rechtwinklige Dreieck. 


Verbinden wir (Fig. 8) den Punkt Q(u, 0) der Achse (0, co) mit dem 
Punkte P, so ist die Entfernung der Punkte PQ(=q) gegeben durch 





dquo + = ge + 1) — che chp. 


Also sieht man, daB im np Dreieck mit den Katheten a 
und 6 und der Hypotenuse ¢ die Relation besteht 


(6) cha chb = che. 
Die Enden der Verbindungslinie der beiden Punkte 
(P) w=1, v=thp(=§) 


und 
(Q) w=e™ v=0 
bestimmen sich aus 
e’ n mua 2 uw, 
—2u 





d. h. es wird (mit Beniitzung von (6)) 
yf ao (che chp + ch | 
= np Shu chp + shq), 


, 20" 
0 —ibp (shu chp —shq), 





also 
21 -— (p=: 1) _ (4 
tang? «= — (e=9' 70) — — ) 
a 28— Re ee 
sh u ch p+ shq 
und 


1 — tang* ch 
COs & = -———--—____— 


2 _ shuchp th ue 
1+ tang* > 


“shqg  thq 





*) Vgl. Lobatschefskij-Engel 8. 18 und S. 212—214. 
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Im rechtwinkligen Dreieck besteht demnach zwischen der Kathete a, 
dem anliegenden Winkel 6 und der Hypotenuse c die Beziehung 


th 
(7) cos B == i — 


3. Das Viereck mit drei rechten Winkeln und die 
Parallelenkonstruktion. (Vgl. Fig. 9.) 


Fillen wir vom Punkte P(u,v,w,) die Lote auf die Achsen PA = ¢, 
PB=b, so hat die Gerade PA, weil die Summe ihrer Enden gleich 
Null ist, die Gleichung 











o 
W = Wy. 
Es wird also (fiir den 
Afu,v) P(wyy,) 
Punkt A) c 7 
d=u, = — log w, v, = 0 P 
und Q 
ieee e <8 = e% < D 8 i 
che= Wy =e%Wy. = + ¢ i= —>-1 
Das Lot PB hat eine 
Gleichung von der Form 
w—iv+1=0 pA 


Fig. 9. 


da seine Enden von (+ 1, — 1) 
harmonisch getrennt sind. Seine Gleichung wird also 


wo? — Sette 4 1=0, 
und B hat die Koordinaten 





2u% 
Mat = ET 
Demnach wird 
ch a=e4 = —— > ee 45 — ee ct... eter eee 
V (wo? + 1)?— 40? Ver +1)°—4 (1— a) eid 
—— awe 
1 
V8 0+ apr 
Also wird 
or sh ¢ 
sh a = YVch?a - 1 = che Vshid - + es 
und 


(8) tha = the chd. 
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Zufolge der Gleichung (5) ist nun noch 


: 2 tang = TT(d@) P 1 

sin TT (d) ee 1 Cited < er he ch d’ 
i+tang*-Tmd@ ¢+é 

also 

(8’) sin T1(d) = 4°. 

Aus dem Vergleich der Formeln (7) und (8’) ergibt sich der Satz: 

Zieht man durch den Punkt O (der dem spitzen Winkel APB gegen- 
tiberliegt) im Viereck mit drei rechten Winkeln die Parallele zur Seite AP 
und bringt sie mit OB zum Schnitt, so ist die Hypotenuse OQ des recht- 
winkligen Dreiecks OBQ gleich AP. 

Daraus ergibt sich die bekannte Parallelenkonstruktion*): Um von 
dem Punkte O des auf PA in A errichteten Lotes aus die Parallele zu 
AP wa ziehen, fille man das Lot PB von P auf OB(BO 1 OA) und 
mache OQ@= AP, dann ist O@ diese Parallele. 


Leipzig, den 1. Marz 1904. 


*) Alle Lésungen der Aufgabe, die Parallele zu ziehen, beruhen auf Beziehungen 
zwischen dem Viereck PAOB und dem Dreieck QOB. (Vergl. Bolyai, Appendix 
§ 34. Lobatschefskij-Engel a. a. O. S. 256; Schur a. a. O. S. 292). Es ist bisher 
noch nicht gelungen einen einwandfreien rein geometrischen, weder auf Stetigkeits- 
betrachtungen noch auf Beniitzung riiumlicher Hilfsmittel beruhenden Beweis dieser 
Beziehungen zu erbringen. Vielleicht geben passend gewiihlte Spezialfille der in § 1 
genannten Siitze einen Weg hierzu. 
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Beitrage zur Theorie der Punktmengen. I. 


Von 


A. Scnornruies in Kénigsberg i./Pr. 


Dem ersten Beitrag zur Theorie der Punktmengen*), der den Beweis 
eines speziellen Theorems enthielt, lasse ich die allgemeine Theorie der 
ebenen perfekten Mengen folgen. Sie kann als naturgemiiBe Weiterfiihrung 
der Resultate betrachtet werden, die wir Herrn G. Cantor verdanken. 

Das wichtigste und umfassendste Theorem der Cantorschen Theorie 
lautet bekanntlich: ,,da8 jede abgeschlossene Punktmenge, die nicht ab- 
zihlbar ist, durch allmahliche Abspaltung einzelner Punkte auf eine per- 
fekte Menge reduziert werden kann“. Ist S die gegebene Menge, so ist 


S=R+T, 


wo R abzihlbar und 7’ perfekt ist. Man kann aber sofort die weitere 
Frage stellen, welcher geometrische Bau den perfekten Mengen selber zu- 
kommt. Hieriiber ist bislang wenig gearbeitet worden. Nur die linearen, 
perfekten Mengen sind uns in ihrer inneren Struktur vollstiindig durch- 
sichtig; fiir sie hat bereits Herr G. Cantor selbst die beziiglichen Resul- 
tate abgeleitet. Von dem geometrischen Charakter der ebenen oder riium- 
lichen, perfekten Mengen wissen wir jedoch noch so gut wie gar nichts. 

Diese Liicke soll der folgende Beitrag fiir die ebenen Mengen aus- 
fillen, er soll eine vollstindige Analyse aller perfekten, ebenen Mengen 
liefern. Um eine geometrische Einsicht in den Bau dieser Mengen zu 
erzielen, wird es sich zunichst darum handeln, sie in gewisse einfache 
Bestandteile zu zerlegen. Man kann die Methode, die Herr Cantor fiir 


die Reduktion der abgeschlossenen Mengen benutzt hat, in der Weise auf 


die perfekten Mengen verallgemeinern, daB auBer den einzelnen Punkten 
isolierte, zusammenhingende Bestandteile auftreten, die von der Gesamt- 
menge in analoger Weise abgespalten werden, wie die isolierten Punkte. 
Auch hier besteht das Hauptresultat in dem Nachweis einer Gleichung 


S=R+f, 


*) Diese Annalen, Bd. 58, S. 195. 
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wo © die gegebene perfekte Menge ist, R eine stets abzihlbare Menge 
isolierter, zusammenhingender Bestandteile und ZT eine dem angegebenen 
Reduktionsproze8 nicht mehr zugingliche Menge, deren Natur iibrigens 
noch sehr mannigfach sein kann. Sie ist entweder eine zusammenhdngende 
Menge oder aber eine solche nicht zusammenhingende Menge, die un- 
begrenzt in Teilmengen zerlegt werden kann, deren jede immer wieder 
eine unbegrenzte Teilbarkeit besitzt. 

Der zweite Teil der Untersuchung hat sich mit den Eigenschaften 
der eben erwiihnten einfachsten Bestandteile selber zu befassen. Wie ich 
bereits in meinem ersten Beitrag erwihnte, hiingen diese Untersuchungen 
auf das Engste mit der Analysis situs zusammen; sie sollen die geliiufigen 
Begriffe und Sétze der Analysis situs mit den Mitteln der Mengentheorie 
priifen und in voller Allgemeinheit begriinden. Die Notwendigkeit dieser 
Aufgabe wird kaum bestritten werden. Sie beruht darauf, daB die Analysis 
situs die Grundlage der gesamten Cauchy-Riemannschen Funktionentheorie 
bildet. Freilich hat man kiirzlich begonnen, den Kurvenbegriff im Inter- 
esse der Beweise zuniichst enger zu fassen. Aber mag eine solche Be- 
schrinkung auch zuniichst niitzlich sein, so ist doch fiir jeden Satz seine 
volle Tragweite zu ermitteln und zu sichern. 

Die naturgemiBe Grundlage der vorliegenden Aufgabe kann meines 
Erachtens nichts anderes sein, als die Analysis situs der aus gewdhnlichen 
Polygonen zusammengesetzten Gebilde. Dem entsprechen auch die von Herrn 
Pringsheim*) eingefiihrten Treppenwege, die eine monotone Funktion 
approximieren sollen. Was hier fiir den einfachsten Fall geschehen ist, 
kann aber auf jedes geometrische Gebilde, — wie beschaffen es auch 
immer sei — ausgedehnt werden. Diese Tatsache bildet eines der wich- 
tigsten Hilfsmittel der folgenden Untersuchungen. 

In dem vorliegenden Beitrag betrachte ich insbesondere die Begriffe 
der geschlossenen Kurve, der Gebietsgrenze und Gebietsteilung, sowie ihr Ver- 
hiltnis zu den sie bestimmenden oder durch sie bestimmten abgeschlossenen 
Mengen. Es ist mir nur eine Arbeit des Herrn Phragmén bekannt, die 
ein spezielles hierhergehériges Theorem enthiilt.**) 

Es ist zweckmifig, die Untersuchung auf alle abgeschlossenen Mengen 
auszudehnen. Andrerseits ist es naturgemi®, daB man nur abgeschlossene 
Mengen in Riicksicht zieht. Nur sie erfreuen sich einer Art Gesetzmibig- 
keit. Eime nicht abgeschlossene Menge hat denselben Charakter, wie eine 
willkiirliche Funktion, die man mit Bezug auf eine abgeschlossene Menge 
definieren kann, fiir die also wieder die abgeschlossene Menge das Ope- 
rationsgebiet abgibt. 

*) Berichte der Akad. d. Wiss. Miinchen, Bd. 25, 8. 56 4f, 
™) Acta math. 7, S. 43. 
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§ 1. 
Definition und Hilfssitze. 


Ich stelle zuniichst die zur Anwendung kommenden Definitionen nebst 
einigen Hilfssiitzen kurz zusammen. Diejenigen, die schon im ersten Bei- 
trage enthalten sind, erfahren zugleich eine teilweise Ergiinzung. 

Ist © eine beliebige abgeschlossene Menge und bedeutet E die Menge 
aller Punkte einer Ebene*), so heiBt die durch die Gleichung 

. E=~S+M 
definierte Menge 3% die Komplementiirmenge von ©. 

Als einfachen Weg oder kurz als Weg bezeichne ich einen sich nirgends 
kreuzenden Streckenzug, der entweder nur aus einer endlichen Zahl von 
Strecken besteht, oder aber, falls er aus unendlich vielen Strecken be- 
steht, nur einen oder héchstens zwei Grenzpunkte besitzen soll, niimlich 
den Anfangspunkt resp. den Endpunkt. Zwei derartige einander nirgends 
kreuzende Wege, die denselben Anfangspunkt und denselben Endpunkt 
besitzen, bilden ein einfaches Polygon. Fiir dieses Polygon gelten die be- 
kannten Siitze der Teilung, Zerlegung und Zusammensetzung. Durch 


$B, SP), XP) 


soll das Polygon, sein Inneres resp. sein Auperes bezeichnet werden; 


es ist dann € =P + BP) + A(P). 


Insbesondere erwiihne ich noch den folgenden evidenten Satz: 

1) Ist Mt die Komplementiirmenge einer Menge © und sind $, und 
%, zwei einfache, zur Menge Yt gehérige Polygone, die einen Punkt 
gemein haben, so lassen sie sich an diesem Punkte so abiindern, daB sie 
zusammen ein einziges einfaches Polygon bilden, das ebenfalls der Menge 
M angehort. 

Unter einem Weg, der einen Punkt s der Menge S mit einem Punkt 
m von Yt verbindet, wird ein solcher verstanden, dessen Punkte, von s 
abgesehen, simtlich zu 2% gehdren, und der héchstens in s einen Grenz- 
punkt besitzt. Von diesen Wegen gelten folgende, leicht beweisbare Siitze: 

2) Zwei Wege, die von einem Punkt m zu zwei verschiedenen Punkten 
s, und s, von © fiihren, lassen sich so legen, daB sie sich nicht kreuzen. 

Sind niimlich /, und /, die beiden Wege und enthilt z. B. /, unend- 
lich viele Strecken, so kann /, nur eine endliche Zahl dieser Strecken 
kreuzen, da sonst der Grenzpunkt von /, auf /, liegen miiBte. Dadurch 
ist der Satz auf Streckenziige mit endlicher Seitenzahl zuriickgefiihrt. 


*) Die Ebene ist die Ebene der Funktionentheorie; dadurch wird erreicht, dab 
man jede gegebene Menge als im Endlichen liegend annehmen kann. 


g* 
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3) Zwei Wege U’ und 1”, die denselben Punkt s von © mit zwei ver- 
schiedenen Punkten m’ und m” verbinden, lassen sich ebenfalls so legen, 
daB sie sich nicht kreuzen. 

Kreuzen sie sich niimlich und ist m, der erste Kreuzungspunkt, so 
tauscht man die Teilwege, die von m’ und m” bis m, fiihren, gegen ein- 
ander aus. Dies modifiziert die Wege l’ und /” so, daB sie in m, einen 
gemeinsamen Punkt haben, ohne sich aber in ihm zu kreuzen. Gemiih 
Satz 1) lassen sie sich deshalb durch Wege ersetzen, die in m, nicht mehr 
zusammentrefien. Ebenso kann man mit jedem weiteren Kreuzungspunkt 
verfahren; auch mu8 man zu jedem Kreuzungspunkt nach einer end- 
lichen Zahl von Schritten gelangen. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt 
weiter: 

4) Zwei Wege, die von demselben Punkt m zu demselben Punkt s 
fiihren, lassen sich so legen, da sie sich nirgends kreuzen, mithin ein 
einfaches Polygon bestimmen. 

Ich erwihne ferner die folgenden einleuchtenden Begriffsbestimmungen: 

Ist e(p,s) der Abstand eines Punktes p von einem Punkt s einer 
abgeschlossenen Menge ©, so ist o(p,s) eine in © stetige Funktion.*) 
Thr Minimum heiBt Abstand des Punktes p von S und soll durch e(p, S) 
bezeichnet werden. Dieser Abstand ist eine in jedem endlichen Gebietsteil 
G stetige Funktion, er erreicht in G ein Maximum und es gibt mindestens 
einen in G gelegenen Punkt — der natiirlich zur Menge St gehért — 
fiir den dies Maximum eintritt. Analog kann man den Abstand 0(S, S’) 
zweier abgeschlossener Mengen definieren. Haben die Mengen © und GO’ 
keinen Punkt gemein, so ist e(S, ©’) von Null verschieden; auch gibt es 
mindestens ein Punktpaar s, s’ so daB o(s, s’) = 9(S, S’) ist. 

Aus der Stetigkeit von o(y,©) folgt insbesondere, daB es fiir jede 
Schar von Parallelen eine erste und letzte gibt, die Punkte der Menge S 
enthalten oder von © einen gegebenen Abstand besitzen. Auf ihr beruht 
auch die Existenz des zu einem Punkt m gehérigen punktfreien Bereiches. 

Dieser Bereich, dessen Entstehung ich in meinem ersten Beitrage 
genauer erértert habe**), existiert fiir beliebige abgeschlossene Mengen 
ebenso, wie fiir perfekte; er ist ein Rechteck, dessen Inneres zu Pt ge- 
hért, wihrend sein Umfang eine endliche oder unendliche, jedenfalls ab- 
geschlossene Teilmenge von © enthilt. Man kann m mit jedem auf dem 
Umfange des Bereichs liegenden Punkt von © durch einen zu M ge- 
hérigen Weg verbinden, er soll ein von m zu © fiihrender Weg heiBen. 
Einen solchen gibt es also fiir jeden Punkt m. Dagegen bemerke ich schon 

*) Fir die Ubertragung des Stetigkeitsbegriffs auf beliebige abgeschlossene 
Mengen vergl. meinen Bericht 8. 115 ff. 

**) Diese Annalen, Bd. 58, 8. 207. Vergl. auch meinen Bericht, 8. 81. 
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jetzt, daB es nicht immer einen Weg gibt, der von einem Punkt m zu 
einem beliebigen Punkt von © fiihrt. 

Der eben definierte Bereich laBt folgende Vusiiguaienens zu. Wird 
e<o(m, ©) gewihlt, so kann man um m einen rechteckigen Bereich von 
der Art konstruieren, daB auf jeder seiner Seiten mindestens ein Punkt 
liegt, der von © den Abstand « hat. Man geht auch hier von einem den 
Punkt m umgebenden Quadrat aus, laBt es zuniichst so lange wachsen, 
bis mindestens eine Seite einen Punkt der genannten Art enthilt, und 
laBt alsdann die andern Seiten sich weiter von m entfernen, bis fiir sie 
der Reihe nach das gleiche zutrifft. Dabei ist zu beachten, dab, wenn der 
Bereich zugleich innerhalb eines gewissen Polygons $ bleiben soll, das 
Wachstum einer Seite auch dadurch ein Ende finden kann, da die Seite 
an das Polygon anstéBt. Er mége dann der im Innern von J liegende 
Bereich heiBen. 


§ 2. 


Ergiinzende Betrachtungen tiber den Zusammenhbangsbegriff. 


In meinem ersten Beitrag habe ich den Zusammenhang fiir perfelkte 
Mengen und ihre Komplementirmengen gesondert definiert. Ich gebe hierzu 
einige Erginzungen; insbesondere ist noch zu zeigen, dab beide Definitionen 
im Einklang miteinander stehen. 

Eine perfekte Menge wurde als zusammenhiingend bezeichnet, wenn sie 
nicht in Teilmengen zerlegbar ist, deren jede perfekt ist. Die Definition 
kénnte dahin abgeindert werden, daB die Teilmengen nicht beide ab- 
geschlossen sein sollen, und kann in dieser Weise auch auf abgeschlossene 
Mengen ausgedehnt werden. Da jedoch fiir abgeschlossene Mengen, die 
nicht perfekt sind, der Zusammenhang nicht in Frage kommen kann, so 
geniigt es die Definition auf perfekte Mengen zu beschrinken. 

Genau genommen, bedarf aber die Definition des Nachweises ihrer 
Berechtigung. Insbesondere soll ja der Zusammenhang einer beliebigen 
Menge als Verallgemeinerung desjenigen einfacheren Begriffs erscheinen, 
der sich auf Polygone bezieht und der hier die Grundlage bildet. Wir 
beweisen daher den folgenden Satz: 

I. Ist die perfekte Menge Z nicht zusammenhingend, so kann man sie 
in zwei perfekte Teilmengen zerlegen, von denen die eine innerhalb, die andere 
auBerhalb eines einfachen Polygons mit endlicher Seitenzahl liegt. 

Da die Menge & nicht zusammenhiingend ist, so lift sie sich auf 
eine oder mehrere Arten in perfekte Teilmengen zerlegen. Seien Z, und 
I, zwei soleche Mengen, dab 


i,+%,=f 


ist Wir setzen noch 
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o(Z,, Z,) = 8; o(m, TZ) =a, o(m, BT) = os, 
wo m ein beliebiger Punkt der Menge Qt ist, und umgeben die Menge 
ZT mit einem Quadrat g, so dab auch o(q,Z)> 64 ist. Endlich sei q’ ein 
innerhalb von q liegendes Quadrat, dessen Seiten von q den Abstand @ 
haben. 

Nun seien ¢, und f zwei solche Punkte von ZT, und &,, dab 
e(t,,%)=—9¢ ist. Auf jeder Teilstrecke ¢,’.--#,’ von ¢,---¢, ist mit 9, 
und g, auch der Quotient @,: 9, eine stetige Funktion des Ortes; auf ihr 
gibt es daher mindestens einen Punkt von 2, der von Z, und Z, den 
gleichen Abstand hat. Sei uw, ein solcher, so konstruiere man den zu ihm 
gehérigen punktfreien Bereich S, und zwar so, da® seine Seiten zu gq 
parallel sind. Mégen zuniichst weder S, noch die weiterhin zu kon- 
struierenden Bereiche an q oder aneinander anstoBen, dann liegt keine 
ihrer Seiten auBerhalb von q’. 

Auf dem Umfang von S, gibt es nun mindestens je einen Punkt von 
Z, und T,, und daher auch mindestens zwei Intervalle, von denen ein 
Endpunkt zu Z, und einer zu I, gehért, wihrend die inneren Punkte zu 
M gehdren; sie seien 6,—=1,---T. und 6,’ =1,'---71,’*). Jedem von 
ihnen gehért wieder mindestens je ein Punkt an, fiir den e, =, ist; diese 
Punkte seien uw, und uw,’. Konstruiert man zu ihnen die zugehérigen 
punktfreien Bereiche S, und S,’, die beide an S, angrenzen, so bilden sie mit 
S, ein Polygon $,, dessen Umfang wiederum Punkte von &, und fT, 
enthilt. Auf ihm gibt es daher wieder mindestens zwei Intervalle 6, und 
6,, von denen ein Endpunkt zu &, und einer zu Z, gehért, und auf jedem 
mindestens einen Punkt, fiir den 9, = 9, ist. Sind mw, und wu,’ zwei solche, 
so konstruiert man zu ihnen die Bereiche S, und S,’, die mit $8, ein 
Polygon 8, bestimmen, fiir das die gleichen Schliisse gelten usw. 

Der Flacheninhalt aller so konstruierter Bereiche bleibt oberhalb einer 
angebbaren Gréfe. Schligt man niimlich um einen Punkt uw, mit dem 


° a : ia : =e 
Radius —-06 einen Kreis, so gehért das Innere dieses Kreises zu Yt und 


liegt dem obigen gema8 auch innerhalb g’. Demnach macht der zu u, 
gehérige Bereich mindestens ein Viertel des in diesen Kreis eingeschriebenen 


Quadrats aus, und hat also mindestens den Inhalt : 6°. Daher mu unser 


Konstruktionsverfahren nach einer endlichen Zahl von Schritten zu Ende 
kommen. Dies ist auf zweierlei Weise méglich. Es kann der letzte Be- 
reich S; wie der letzte Bereich S,) an q angrenzen; alsdann bilden alle 
Bereiche einen das Innere von q durchziehenden Polygonstreifen und jeder 
diesen Streifen durchziehende Weg / zerlegt g in zwei Teilpolygone, deren 


*) Die Intervalle kénnen einen Endpunkt gemein haben. 
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jedes eine Teilmenge von & umschlieBt, die naturgemaB perfekt ist.) 








ge Die Konstruktion kann aber auch dadurch zum Stillstand kommen, daB 
ein der letzte Bereich an einen bereits vorhandenen Bereich angrenzt. Als- 
) dann entsteht ein ringférmiger, polygonaler Bereich.**) Und man kann 

' in ihm ein einfaches Polygon endlicher Seitenzahl so zeichnen, daB inner- 
laB : halb und auBerhalb von ihm eine naturgemaB perfekte Teilmenge von & | 
1 i enthalten ist. 
ihr ss Die Komplementiirmenge Yt einer abgeschlossenen Menge © wurde | 
len als zusammenhdngend definiert, wenn sich je zwei Punkte von 2 durch | 
hm einen zu Yt gehérigen einfachen Weg verbinden lassen. Um zu zeigen, | 
ig daB sich diese Definition mit derjenigen fiir perfekte Mengen in Uber- 
on- einstimmung befindet, beweise ich folgenden Satz: 
ine Werden zu einer nicht abgeschlossenen, zusammenhdngenden Menge die | 

ihr fehlenden Grenzpunkte hinzugefiigt, so entsteht eine perfekte, zusammen- | 

ron hiingende Menge. | 
ein Die Menge &, die aus M durch Hinzufiigung der Grenzpunkte ent- 
an steht, ist naturgemiiB abgeschlossen. Linen isolierten Punkt kénnte sie 
ron nur enthalten, falls er schon zu Mt gehért hatte; dies ist ebenfalls aus- 
ese geschlossen und & daher perfekt. Wiire nun & nicht zusammenhingend 
ren und waren I, und I, irgend zwei perfekte Teilmengen von Z, so miibte 
nit jede von ihnen, wie leicht ersichtlich, auch Punkte von Yt enthalten. 
gt, Nach Satz I giibe es iiberdies ein einfaches Polygon, das nicht zu &, also 
id auch nicht zu M gehirt, und T in zwei getrennte Teilmengen zerlegte. 
em Es giibe daher Punkte von Mt, die nicht verbindbar wiren, was aber ein 
he, Widerspruch ist. Aus diesem Satze kann die Ubereinstimmung unserer 
ie beiden Definitionen gefolgert werden. 

Endlich bemerke ich der Vollstindigkeit halber noch folgendes. Ist 
ner m ein Punkt von Mi, so gibt es auch eine gewisse Umgebung von m, die 
em ganz zu Mt gehdrt. Denn sonst miiBte m ein Punkt von © sein. Mit 
ail Riicksicht hierauf soll Mt auch als Gebiet bezeichnet werden. 


4; § 3. 

en Die approximierenden Polygonfiguren. 

ser Jede abgeschlossene Menge lipt sich in ein von Polygonen begrenztes 
ote Gebict so einschlieBen, daB der Abstand der beziiglichen Polygone von thr 
Be- in gewissen, vorgeschriebenen Grenzen liegt. Diese Tatsache, die fiir jede 
ile beliebig geartete Menge gilt, wie die in sie eingehenden geometrischen 


Gebilde auch beschaffen sein mégen, bildet eines der hauptsichlichsten 


ren _ Diese Mengen brauchen iibrigens nicht mit T, resp. T, identisch zu sein. 
**) Es ist nicht ausgeschlossen, daB sich die Innenfliche dieses Bereiches auf 
Null reduziert, dies iindert jedoch die weiteren Schliisse nicht. 
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Hilfsmittel der weiteren Schliisse und bedarf daher einer ausfiihrlichen 
Darlegung, wie einleuchtend sie auch scheinen mag. Doch soll es sich nur 
darum handeln, auf méglichst einfache Weise die Existenz solcher poly- 
gonalen Gebiete nachzuweisen.*) 

Die Menge © denken wir uns wieder in dem Quadrat q enthalten. 
Nun sei $ ein die Menge © einschlieBendes Polygon, dessen Seiten denen 
von q parallel laufen. Ferner werde ¢ so bestimmt, daB 


o(B, S) = 4, e<io 


ist, so findern wir das Polygon $ zuniichst in folgender Weise ab. Ist p 
eine Seite von $8, so verschieben wir sie, wihrend das Polygon zusammen- 
hiingend bleibt, parallel mit sich in das Innere von §$, bis entweder 


(1) o(p, S) => 


ist, also auf ihr mindestens ein Punkt m liegt, fiir den dieselbe Gleichung 
besteht, oder aber, bis sie der Lage nach mit einer andern Polygonseite 
zusammenfallt. In dem letzteren Falle kann $% dadurch in zwei getrennte 
Polygone zerfallen; alsdann hat jedes von ihnen weniger Seiten als $ 
selbst. Zerfallt jedoch $8 bei diesem Verfahren nicht, so verliert es 
mindestens eine Ecke. Wendet man also dieses Verfahren der Reihe nach 
auf jede Seite von $$ an, so gelangt man nach einer endlichen Zahl von 
Schritten zu einem oder mehreren Polygonen, bei denen alle Seiten min- 
destens einen Punkt enthalten, fiir den die Gleichung (1) gilt. Diese 
Polygone seien P,, Py,» Py. 
Ich bemerke, daB jedes Polygon, das im Laufe des weiteren Verfahrens 
entsteht, ebenfalls sofort dem vorstehenden ProzeB unterworfen werden soll. 
Enthalt das Polygon P,; auf einer Seite p, einen Punkt m, fiir den 
(2) o(m, S)>e 
ist, so konstruieren wir zu m den im Innern von P, liegenden in § 1 de- 
finierten Bereich S, dessen Seiten der Gleichung (1) geniigen. Dabei ist 
zu beachten, daB die Seiten des Bereiches auch dadurch fest werden kénnen, 
daB sie, noch ehe sie der Relation (1) geniigen, an P, anstoBen. Dies 
setzen wir so lange fort, wie sich auf einem Polygon P, resp. auf einem 
aus ihm entstehenden Polygon ein Punkt m dieser Art findet. Dann ist 
zu zeigen, daB dieser ProzeB nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
zum Abschlu8 kommt. Dies geschieht wie folgt: 


a , ‘ —_ : rae 
Man schlage um m mit zé als Radius einen Kreis und ziehe in ihm 


*) Polygone dieser Art betrachtet auch Herr C. Jordan beim Beweis seines 
Kurvensatzes. Vgl. cours d’analyse, 2. Aufl. Bd. 1, S. 92. 
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die zu den Seiten von q parallelen Durchmesser. Sie zerlegen den Kreis 
in vier Quadranten. Liegt mindestens einer von ihnen ganz innerhalb P,, 
so ergibt sich fiir die Fliche von S die Relation 


1 
(3) S - 32 é’, 
Wird also der Bereich S von P, getilgt, so bestimmt er mit P, ein neues 
Polygon, dessen Fliche um mehr als xs é* kleiner ist, als die Fliche von. 


P,. Das neue Polygon hat gréBere Seitenzahl als P,. 

Liegt keiner der vier Kreisquadranten ganz innerhalb P,, so wird der 
sich um m dehnende Bereich an P, anstoBen, ehe noch fiir eine seiner 
Seiten die Relation (1) erfiillt ist. Alsdann zerlegt er P, in zwei Polygone. 
Die so definierten Polygone seien P;, und P,,, und S’ sei der so erhaltene 
innerhalb P, liegende und sie trennende Bereich. Jedes dieser beiden 
Polygone wird im allgemeinen weniger Seiten haben, als P, selbst. Hine 
Ausnahme tritt nur ein, wenn das eine von ihnen — es sei P,, — ein 
Viereck ist; dann grenzt der Bereich S’ so an zwei parallele Seiten p 
und p’ von P,, daB® zwischen ihnen nur noch eine weitere Polygonseite von 
P, liegt. Die Breite des zwischen ihnen liegenden Teils von P, ist dann 
gemaB der obigen, die neu entstehenden Polygone betreffenden Festsetzung 


mindestens gleich : ¢V2. Ist naimlich o(p, p’) > - 


2 
1 


mittelbar klar, und ist o(p, p’)< , «V2, so folgt es leicht daraus, daf 


> 
— 


eV2, so ist dies un- 


ja der ganze um m mit = 8 geschlagene Kreis zu St gehért. Wenn 
nun das Polygon P,, auf p oder p’ noch einen weiteren Punkt m besitzt, 
fiir den die Gleichung (2) gilt, so verfahren wir mit ihm ebenso. Auch 
hier ist die Breite des trennenden Teiles mindestens gleich = V2. Diese 
Méglichkeit kann daher nur in endlicher Zahl auftreten. Hiermit ist aber 
die obige Behauptung bewiesen. Denn wenn wir die Konstruktion der 
Bereiche so lange fortsetzen, wie es auf den Polygonen P, oder auf den- 
jenigen, die aus ihnen hervorgehen, Punkte m gibt, fiir die die Gleichung (2) 
gilt, so miissen wir nach einer endlichen Zahl von Schritten entweder zu 
einer Reduktion des Inhaltes der gesamten Polygonflichen um mindestens 


1 , ‘ 
3o® Oder aber zu Polygonen geringerer Seitenzahl gelangen. Unser Ver- 


fahren liefert daher schlieBlich eine endliche Reihe von Polygonen end- 
licher Seitenzahl ’ pe ' 

Py; Py, +++ Puy 
die die folgenden Eigenschaften besitzen. Auf jeder ihrer Seiten liegt 
mindestens ein Punkt m, der von © den Abstand bs é besitzt, und keine 


Seite enthilt einen Punkt m, dessen Abstand von © grifer als « ist. 
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Im Inneren eines dieser Polygone kénnen aber sehr wohl Punkte m 
liegen, fiir die die Relation (2) gilt. Liegt im Inneren von P,' ein solcher 
Punkt m, so kann der zu ihm gehérige Bereich S ganz innerhalb von P,’ 


liegen, er hat dann mindestens die GréBe -— «* und bestimmt mit P,’ ein 


ringformiges Gebiet, dessen F'liiche mindestens um = é* kleiner ist, als die 
Fliche von P,’. Liegt S nicht ganz innerhalb von P,’, so lassen wir das 
um m sich dehnende Quadrat resp. den sich bildenden Bereich zuniichst 
wieder nur so lange wachsen, bis er an eine Seite p,’ von P,’ anstéBt, 
und fassen nur den innerhalb von P,' sich weiter dehnenden Teil des Be- 
reiches ins Auge. Er sei S,; alsdann ist wieder zu unterscheiden, ob er 
schlieBlich an noch andere Seiten von P,’ anstéBt oder nicht. Es greifen 
dann die gleichen Schliisse Platz, wie oben. Im zweiten Fall gilt fiir S, 
die Relation (3); im ersten Fall kann P,’ in zwei Polygone zerfallen, 
deren jedes geringere Seitenzahl hat, wie P,’ selbst, oder aber, wenn das 
eine dieser beiden Polygone die gleiche Seitenzahl hat, wie P,’ selbst, 
so kann es wieder nur eine endliche Zahl von Punkten m geben, fiir die 
dies eintritt. Nach einer endlichen Zahl von Schritten mu8 man also 
za einem Punkt m gelangen, dessen Bereich S entweder gréfer ist als 


ss é*, oder der aus P,’ zwei Polygone hervorgehen laft, deren jedes ge- 
ringere Seitenzahl hat, wie P,’ selbst. 

Wir priifen nun jedes der neu entstandenen Polygone oder Ring- 
gebiete wiederum darauf, ob auf ihm oder in seinem Inneren Punkte liegen, 
fiir die die Relation (2) gilt. Ist m ein solcher, so bleiben auch fiir ihn 


die obigen Uberlegungen in Kraft. Entweder gehért zu ihm ein Bereich, 
der eine Reduktion der gesamten Fliche um mehr als * & bewirkt oder 


32 
wir gelangen nach einer endlichen Zahl von Schritten zu einem Bereich, 
der ein Polygon in zwei Polygone geringerer Seitenzahl, oder aber ein 
Ringgebiet in ein Polygon zerlegt, das allerdings eine héhere Seitenzahl 


besitzen wird, wie das aiuBere Randpolygon. Aber da jedesmal, wenn ein 
Ringgebiet entsteht, die gesamte Polygonfliche sich um mindestens = & 
vermindert, so folgt auch hier die Endlichkeit unseres Prozesses. Es ent- 
steht also schlieBlich ein wohl definiertes Gebiet, das von einem oder 
mehreren Polygonen endlicher Seitenzahl begrenzt ist und die Eigenschaft 
besitzt, daB die Menge © sowie alle Punkte, deren Abstand von © fleiner 
als ; é ist, innerhalb dieses Gebietes liegen, wiihrend alle Punkte, deren 
Abstand von S grifer als ¢ ist, auBerhalb dieses Gebietes liegen. Also folgt: 

Il. Fiir jede abgeschlossene Menge S lat sich eine sie einschlieBende 
polygonale Figur 11 endlicher Seitenzahl konstruieren, so daB bei vorgegebenem 
é die Menge S, sowie alle Punkte von M, deren Abstand von S Kleiner als 
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; é ist, dem Inneren von TT und alle Punkte von M, fiir die dieser Ab- 
stand gréfer als « ist, dem Auperen von TT angehiren. 

Von der so definierten, polygonalen Figur sage ich, daB sie die Menge 
S im Abstand « approximiert. Das aus ihrem Innern bestehende Gebiet, 
dessen Zusammenhang sehr mannigfach sein kann, soll [ heiBen. Die 
einzelnen das Gebiet [ begrenzenden Polygone nenne ich Randpolygone. 
Unter ihnen gibt es jedenfalls eine endliche Zahl solcher, die nicht inner- 
halb eines andern Randpolygons liegen. Sie sollen als dufere Rand- 
polygone bezeichnet werden. 

Aus dem obigen Satze ziehen wir noch eine wichtige Folgerung: Sei 
T eine zusammenhingende Teilmenge einer beliebigen abgeschlossenen 
Menge © und sei 
S=T+S,; 01,5) =9; 


wihlt man dann ¢< a 0, so folgt, daB jeder Punkt von S, auBerhalb 


des zu 7 gehérigen TT liegt. Wir nennen daher 7’ einen isolierten, zu- 
sammenhiingenden Bestandteil von © und es folgt: 

Ill. Ist T cin isolierter zusammenhdngender Bestandteil der ab- 
geschlossenen Menge S, so kann man eine thn einschlieBende approximierende 
Polygonfigur TT endlicher Seitenzahl zeichnen, so daB alle nicht zu T gehirigen 
Punkte von © auBerhalb des von TT begrenzten Gebietes liegen. 

Ubrigens bemerke ich, daB die Breite des Gebietes [, d. h. der Ab- 
stand irgend zweier Randpolygone dieses Gebietes keineswegs unterhalb 
von ¢ oder einer sonstigen angebbaren Grenze zu liegen braucht. Das 
gleiche gilt fiir den Abstand irgend eines Punktes der Menge © von TI. 
Auf ein Beispiel dieser Art komme ich am Schlu8 von § 5 zuriick. 

Auf einen weiteren wichtigen Satz fiihrt folgende Betrachtung: 

Man denke sich unendlich viele isolierte Mengen: 

f,, Ty, °°: 


deren jede zusammenhiingend und nirgends dicht ist. Ist nun ¢ irgend ein 
Punkt von Z, so hat jede Punktmenge 

t4}=4, a 
mindestens einen Grenzpunkt ¢,,, der, wie unmittelbar ersichtlich ist, keiner 
Menge 7’, angehéren kann. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet die Menge 
T,,, die wir als Grenzmenge der Mengen 7’, bezeichnen. Von ihr gilt der 
folgende Satz: 

IV. Sind T,, T,, T,--- wnendlich viele isolierte Mengen, deren jede 
susammenhiingend und nirgends dicht ist, so ist auch thre Grenzmenge, falls 
sie nicht etwa aus einem cinzigen Punkt besteht, zusammenhiingend und 
nirgends dicht. 
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Aus der Definition der Menge 7, folgt nimlich unmittelbar, da sie 
abgeschlossen und nirgends dicht ist. Wenn nun 7, in getrennte Teil- 
mengen 7” und 7” zerfiele, so lieBe sich jede von beiden durch eine 
approximierende Figur TT’ und TT” so einschlieBen, daB® die von ihnen be- 
grenzten Gebiete [’ und [” auferhalb voneinander liegen; falls naimlich 
o(7", T”) =4 ist, so geniigt es TT und TT” so zu wihlen, daB sie 7” und 


T” im Abstand « < = ® approximieren. Ist nun ¢’ ein solcher Punkt von 


T’, der Grenzpunkt von 
{é}=t, ty coe8,, the 
ist und analog ¢” ein Punkt von 7’, der Grenzpunkt von 


ae% ow” ” ”“” 
i4 j=6,4,°--t,-:: 


ist, so gibt es einen Index yw’, so daB alle Punkte ¢,,,, zu [ gehdren und 
einen Index wu”, so daB alle Punkte ¢,,, » zu” gehéren. Sei mw die gréBere 


beider Zahlen, so folgt, daB von den zusammenhdngenden Mengen 
T,, T, T, 


a 
je ein Punkt innerhalb TY und TT” liegt; es gibt also auch Punkte dieser 
Mengen auferhalb TY und TT’. Wabhlt man nun aus jeder Menge 7,,, , 
je einen solchen Punkt aus, so liegt auch ihr Grenzpunkt nicht innerhalb 
TY oder TT’, wihrend er andrerseits zu 7, gehért. Dies ist aber ein 
Widerspruch und daraus ist zu folgern, daB 7,, nicht in getrennte Be- 
standteile zerfallen kann. Falls also die Menge 7, nicht etwa aus einem 
einzelnen Punkt besteht, muB sie zusammenhingend sein. 

Einige Beispiele mégen folgen: Zieht man innerhalb eines Winkels 
parallele, von den Schenkeln begrenzte Strecken, die sich gegen den Scheitel 
verdichten, so besteht 7, aus dem Scheitelpunkt. Nimmt man statt des 
Winkels ein Rechteck und la8t die Strecken sich gegen eine seiner Seiten 
verdichten, so wird 7\, aus einer Strecke bestehen. Man kann also auch 
Mengen konstruieren, bei denen 7’, eine endliche Zahl von Punkten und 
Strecken enthilt. Nimmt man auf einer Geraden beliebige gegen einen 
Punkt sich verdichtende Intervalle é, an, errichtet in ihren Endpunkten 
die Lote und setzt in jeden, iiber einem Intervall 6; stehenden von zwei 
Loten begrenzten Streifen unendlich viele parallele Strecken, die sich gegen 
einen inneren Punkt von 0; als einzigen Grenzpunkt verdichten, so hat man 
eine Menge, bei der 7’, aus unendlich vielen Punkten besteht. Man kann 
dies auch so abindern, daB die iiber 4; stehenden parallelen Strecken die 
beiden Endpunkte von 0; als Grenzpunkte haben. Wenn man nun die 
Intervalle 6; auf der Geraden so anordnet, daB sie eine perfekte Menge 
bestimmen, so wird 7, eine nirgends dichte perfekte lineare Menge sein. 
Analog laBt sich eine Menge konstruieren, fiir die 7|, eine abgeschlossene, 


linearé Menge allgemeinster Art ist und es ist klar, daB man statt der 
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Geraden auch ein beliebiges Kurvenstiick als Triiger von 7’, verwenden 
kann. Eine Menge 7,, von noch allgemeinerer Struktur werden wir im 
niichsten Paragraphen kennen lernen. 


§ 4. 
Die Verallgemeinerung des Cantorschen Haupttheorems. 


Wir betrachten zuniichst eine abgeschlossene Menge &, die keinerlei 
isolierte Bestandteile enthilt, weder Punkte noch zusammenhingende 
Mengen, und demnach perfekt ist. Wir nehmen iiberdies an, sie sei auch 
selber nicht zusammenhingend, und lasse sich deshalb in zwei Teilmengen 
Z, und &, zerlegen. Keine von ihnen kann zusammenhiingend sein, denn 
sonst enthielte ja Z einen isolierten, zusammenhingenden Bestandteil. Es 
laBt sich deshalb auch jede der beiden Mengen Z, und &, in zwei Be- 
standteile zerlegen, deren keiner zusammenhiingend ist. Diese Bestand- 
teile seien Z,,, Dy, Dy,, Tyg. Von ihnen gilt das gleiche, wir gelangen 
also hier zu einem ZerlegungsprozeB, der niemals aufhérerx kann. Dies 
gilt auch beziiglich jeder der Teilmengen Z;, Z;,, --- also folgt: 

V. Wenn eine ebene perfekte Menge nicht zusammenhingend ist und 
auch keine isolierten, zusammenhdingenden Bestandteile enthilt, so lapt sie 
sich auf vielfache Art in beliebig viele perfekte Mengen zerlegen, die immer 
wieder die gleiche Struktur besitzen, wie sie selbst. 

Kin einfaches Beispiel einer solchen Menge bilden die Lote, die man 
auf einer Geraden in den Endpunkten einer nirgends dichten, perfekten 
Menge errichtet. 

Ubrigens schlieBt der obige Satz nicht aus, daB die Menge & ge- 
schlossene Kurven enthilt. Ein einfaches Beispiel erhilt man folgender- 
maBen: Auf dem Radius eines Kreises / verteile man Intervalle so, dab 
sie eine perfekte, nirgends dichte Menge bestimmen, und lege durch die 
Endpunkte jedes Intervalles Kreisbigen, die mit dem Kreis k konzentrisch 
sind und deren Liinge bei der Anniherung an die Peripherie von k gegen 
den ganzen Kreisbogen konvergiert, bei der Anniherung gegen den Mittel- 
punkt aber gegen Null. Das gleiche kann man auch auf der Verlingerung 
des Radius auBerhalb von /: vornehmen. Man kann sogar auch Mengen dieser 
Art konstruieren, bei denen die in ihnen vorhandenen, geschlossenen 
Kurven in unendlicher Anzahl vorhanden sind. Man kann von mehreren 
oder auch unendlich vielen Kreisen ausgehen, von denen je zwei auBer- 
halb voneinander liegen, und in ihnen die gleichen Konstruktionen vor- 
nehmen. Oder aber man kann die vorige Verteilung fiir eine unbegrenzte 
Reihe konzentrischer Kreise wiederholen und dann die Figur gegen einen 
oder beliebig viele dieser Kreise spiegeln. Wir kommen bei der Unter- 
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suchung der durch eine abgeschlossene Menge bewirkten Gebietsteilung 
hierauf noch einmal zuriick. (§ 7.) 

Sei nunmehr © eine abgeschlossene ebene Menge, die isolierte Be- 
standteile enthilt. Enthalt sie auch isolierte Punkte, so sei J die von 
ihnen gebildete Menge. Enthiilt sie isolierte, zusammenhiingende Bestand- 
teile, so seien dies 

7.9, ..m..., 
die zusammen die Menge I = {7} ausmachen; dann setzen wir 


S=J+@T+S,=J3+ 34+ ©. 


Die Menge S, wird nur existieren, wenn es unendlich viele isolierte Puakte 
oder Mengen 7”) gibt, dann aber auch notwendig; sie enthiilt jedenfalls 
den Grenzpunkt von J resp. die Grenzmenge 7) aller Mengen 7’ als 
Bestandteil. Sie braucht aber nicht ausschlieBlich aus der Menge 7) zu 
bestehen, vielmehr wird sie im allgemeinsten Fall den Typus einer be- 
liebigen abgeschlossenen Menge besitzen. Daf sie abgeschlossen ist, folgt 
unmittelbar aus ihrer Definition; daB sie auch einzelne Punkte enthalten 
kann, lassen die oben in § 3 angefiihrten Beispiele erkennen. In diesen 
Beispielen ist iibrigens ©, mit 7’) identisch. Fiigt man jedoch bei diesen 
Beispielen der Menge © die Gerade, auf der die Intervalle 0; liegen, ganz 
oder teilweise hinzu, so hat man Mengen ©, bei denen ©, nicht mit 7’ 
identisch ist. Endlich ist zu bemerken, daB wenn 7) zusammenhiingend 
ist, oder einen zusammenhiingenden isolierten Bestandteil besitzt, es in ©, 
keinen isolierten Bestandteil zu geben braucht, dem 7) angehért. Ein 
solches Beispiel erhailt man, wenn man fiir ©, die Lote wiahlt, die man 
in den Punkten einer nirgends dichten linearen Menge errichtet, und fiir 
T Strecken, die sich gegen eines dieser Lote verdichten. 

Man unterwirft jetzt die Menge ©, der gleichen Behandlung, die wir 
eben auf © angewendet haben. Besitzt sie einen isolierten Punkt oder 
einen isolierten, zusammenhingenden Bestandteil, so spaltet man alle diese 
Bestandteile von ihr ab und erhilt eine Gleichung 


(2) 6, =J,+%,+6,=-J,+ 5+ G,, 


wo ©, nur existiert, falls die Punkte von J, resp. die Mengen von @, in 
unendlicher Anzahl vorhanden sind, dann aber auch notwendig. Auch ©, 
ist eine abgeschlossene Menge, auch sie kann wieder isolierte Punkte oder 
isolierte zusammenhingende Bestandteile besitzen. Dann zerlegt man sie 
ebenso und kann diesen Proze8 immer weiter fortsetzen; fiir jedes © 
findet sich eine Gleichung 


(3) S,, ae J, + 2, + SG, +1 aes J, + = I) + C4: ? 


Mengen dieser Art erhilt man, wenn man in den oben erwiihnten Bei- 
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spielen jede isolierte Strecke durch unendlich viele ersetzt, die sich gegen 
sie verdichten, und dies wiederholt ausfiihrt. 

Der vorstehende AbspaltungsprozeB kann bis zu transfiniten Ordnungs- 
zahlen fortgesetzt werden. NaturgemiS kommt dies nur dann in Frage, 
wenn fiir jedes w die Menge , unendlich viele Bestandteile enthilt. Es 
gibt aber eine bestimmte transfinite Ordnungszahl, fiir die er sein Ende 
erreicht. Diese Tatsache bildet das genaue Analogon des Cantorschen 
Haupttheorems, das sie als speziellen Fall unter sich enthilt, und kann 
folgendermaBen bewiesen werden. 

Aus den Mengen 

&, q,, ye» 
denke man sich je einen Bestandteil beliebig herausgegriffen und bezeichne 


ihn durch ee : 
f, T;, T,°*° 1 


“& 


Wie wir oben sahen, gehért kein Punkt der Menge ©, einer der Mengen 
T® an. Die beiden Mengen 7' und ©, haben daher einen von Null ver- 
schiedenen Abstand und wir setzen o(7, 6,) = 0. Da 7,, 7,,:-- 7, siimt- 
lich Bestandteile von ©, sind, so ist dann auch fiir jedes 4>1 — 


(4) o(7, T,) > 4. 
Ebenso folgt, daB kein Punkt von 7; der Menge ©, angehért: wird 
o(7,, S,) = 0, gesetzt, so ist fiir 2 > 2 


(5) Q(T, 7) > 9. 

So kann man fortfahren; setzt man e(7,_,,6,) =0,, so ist auch 
(6) o(Z,-1, T',) = 9.5 

man hat also auch 

(2) (LTE, (Ty, T)>4, + e(Ly-1 T,) 28, 


Nun sei 0’ die kleinere der beiden Gréfen 0 und 6,, ebenso 0” die kleinste 
der drei GréBen 0, 0,, 0, und schlieBlich 0 die kleinste simtlicher 0, 
0,,°--0,. Bestimmt man dann ¢, ¢,, ---&, so, dab 


1 ia | 1 
o<e@, 4256, °° 40m 
ist und schlicBt jede Menge 7', mit der sie im Abstand ¢, approximierenden 
Figur TT, ein, so folgt aus der Definitionseigenschaft dieser Figuren, dab 
je zwei der von den TT, eingeschlossenen Gebiete 
TT, fay £ 

auBerhalb voneinander liegen. 

Diese Figenschaft liBt sich von w auf uw + 1 unmittelbar iibertragen. 
Ist niimlich wieder 7',,, irgend eine Menge von © und ist 


o(2, S, +1) —= O41 


ue 


atl 


so ist sicher auch 
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e(T7,, f+) 2 2 O41 


man hat also auch 


o(7, Ty+1) 29, o(7;, Ti41) = 41, -e(T,; Pat) ] Suaay 
und wenn man mit ee die kleinste aller GréBen 0d, 0,,--- 90 
zeichnet und ¢,,, <> t gut) wahlit, so wird die Figur TT,,,, die 7,,, 
im Abstand ¢, ,, eenetiiiiiied: die Kigenschaft haben, daB ihr Inneres 
auBerhalb aller der Gebiete [, [,,---T,, liegt. 
Diese Eigenschaft léBt sich aber auch von {uw} auf @ iibertragen.*) 
Wenn nimlich auch die Menge ©, unendlich viele isolierte zusammen- 
hiingende Bestandteile enthilt, so hat man die Gleichung 


be- 


util 


(8) 6, = 3. + ST” +6,,,=3,+ 5, + Si41- 
Ist nun 7\, die Grenzmenge aller Mengen 
T, T,; T;; oie y i ; 


so wird J, nur zu einem Summanden von {,, gehéren. Sei 7',’ ein solcher 
Bestandteil von &, = S'7, dem kein Punkt von 7’, angehért, und sei 
Q(Ta, Ta’) = %0- 
Da 7,’ auch Bestandteil der Menge ©, ist, so gilt die Gleichung (4) auch, 
wenn wir 7’, durch 7,’ ersetzen; das gleiche gilt fiir die Gleichung (5) 
usw. Es hat also 7,’ von jedem 7; einen von Null verschiedenen Abstand. 
Seien die Abstiinde 
(9) o(T, x.) bi 0, o(7;, T.) — oy, had o(L,,; a ial 6, a 
so kann die untere Grenze aller d,’ nicht Null sem. Wiahlt man nimlich 
in den Mengen 7, Punkte 
tt, &,---t 


“a? ua 


so, daB fiir sie 
ot 7.) =9%, of, 2.) = 47, --- eft ? Ty) = 9,'; 
ist, so miiBte sonst der Abstand ihres Hiiufungspunktes ¢,, von 7',’ kleiner 
als jede beliebige GréBe sein, der Punkt ¢, miiBte also 7,” angehéren. 
Dies ist aber ausgeschlossen, da ¢, zu 7’, gehdrt. 
Sei nun 0, die untere Grenze aller 6,’, so kann man, wenn man jetzt 
die obigen GréBen é, noch der Beschrinkung unterwirft simtlich kleiner 


als ; d, zu sein, um 7,’ eine approximierende Figur TT,’ im Abstand 
& < + 6,, so zeichnen, daB alle Gebiete 
G, Fae Ven °F, r 


a *?* m 


auBerhalb voneinander liegen. Der SchluB, daB man jede neve Figur TT 
80 _zeichnen kann, daB das zugehiérige Gebiet [ auBerhalb aller bereits 


*) Vgl. hierzu meinen Bericht, S. 45 ff. 
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vorhandenen Gebiete liegt, gilt also nicht allein beim Fortgang von wu zu 
u +1, sondern auch beim Fortgang von {uw} zu w. Er ist daher auf jede 
transfinite Zahl ausdehnbar*). Da nun aber gemiB einem Cantorschen 
Satz die Zahl der voneinander verschiedenen und auBerhalb voneinander 
liegenden Gebietsteile endlich oder abzihlbar ist, so muB unser Verfahren 
nach einer endlichen oder abziihlbaren Menge von Schritten sein Ende 
erreichen. Damit ist die Behauptung erwiesen, also folgt: 

VI. Jede abgeschlossene Menge lapt sich durch wiederholte Abspaltung 
isolierter Punkte oder isolierter, zusammenhiingender Mengen so reduzieren, 
dap zuletzt eine perfekte Menge iibrig bleibt, die keine isolierten Bestandteile 
mehr enthilt, und zwar gibt es eine Zahl « der ersten oder zweiten Zahl- 
klasse, fiir die dieser ReduktionsprozeB sein Ende erreicht. 

Man hat also die Gleichung 

S=2J,+ 2f,+ f&,, 


v=0,1,2,---,w,--- v=0,1,2,---,@,--- 
wofiir ich im Anschlu8 an die Cantorsche Schreibweise noch setze 
S=R+T,, 


wo % abziahlbar ist und &, keine isolierten Bestandteile mehr enthilt; 
die Menge &, ist daher entweder zusammenhingend oder sie hat den 
im Satze V ausgesprochenen Typus. Auch hier ist klar, daB die Menge 
&, nicht blo& aus Grenzpunkten solcher Punkte zu bestehen braucht, die 
der Menge ® angehéren. 

Ubrigens liefert die obige Darlegung auch einen neuen einfachen 
Beweis des Cantorschen Theorems selbst. 


§ 5. 
Die geschlossene Kurve. 


Die weitere Analyse der Struktur und der Eigenschaften der perfekten 
Mengen beruht auf einigen Begriffen und Siitzen, die ich im folgenden 
zusammenstelle. 

Ist s ein Punkt einer nirgends dichten abgeschlossenen Menge ©, so 
liegen in jeder Nihe von s Punkte der Komplementiirmenge I. Der 
Punkt s heiBt daher ein Grenzpunkt des Gebietes NM. Umgekehrt besteht 
aber auch der Satz: 

Die gesamte Grenze eines Gebietes MM ist eine abgeschlossene nirgends 
dichte Menge S. 

In der Tat folgt aus der Definition der Grenzpunkte sofort, daB die 
Menge © nirgends dicht und abgeschlossen ist. Man bezeichnet © in 





*) Vergl. Cantor: Diese Annalen Bd. 21 8.576, sowie meinen Bericht iiber 
Mengenlehre, 8. 45ff. 
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dieser Hinsicht als Gebietsgrenze und nennt die Punkte von QM selbst 
innere Punkte des Gebietes I. Uhrigens erfordert der Satz und die 
Definition nicht, daB Qt ein zusammenhiingendes Gebiet ist. 

Nehmen wir nun insbesondere an, daB Yt ein zusammenhiingendes 
Gebiet ist, so besteht der Satz: 

Ist M ein zusammenhiingendes Gebiet, ist S seine volle Grenze und 
besteht die Gleichung 


E=M+S4+M,, 
so bleibt das Gebiet IM zusammenhingend, wenn man ihm diejenigen Punkte 
von S hinzufiigt, die Grenzpunkte nur von M, aber nicht von M, sind. 

Seien ©’ diejenigen Punkte von ©, die Grenzpunkte nur von J und 
nicht von Mt, sind, so ist zu zeigen, dab 

M =M+ S 
eine zusammenhingende Menge ist. Dazu betrachte man einen Punkt s’ von 
S’, so gibt es um s’ einen Kreis, der ganz dem Gebiet Mt’ angehért; es 
sind also je zwei Punkte dieses Kreises miteinander verbindbar. Andrerseits 
liegen im Inneren dieses Kreises Punkte von 9, und da diese mit einem be- 
liebigen Punkte m von Mt verbindbar sind, so folgt dies auch fiir den Punkt s’. 
Dies gilt fiir jeden Punkt s’ von ©’, also ist M’ eine zusammenhingende Menge. 

Wir beweisen nunmehr den nachstehenden, fiir die weiteren Schliisse 
yrundlegenden Satz: 

VI. Zerfillt das Innere eines Polygons in zwei getrennte Gebiete 3 
und U, deren jedes zusammenhingend ist, so gibt es Punkte, die sowohl 
zur Grenze von U, wie zur Grenze von 3 gehiren, und diese bilden eine 
nirgends dichte perfekte zusammenhdngende Menge T. 

Zunichst zeigen wir die Existenz der Menge 7. Sei $ das Polygon, 
sei ferner ©, die volle Grenze von % und S; die volle Grenze von 9%. 
Wenn nun ©, und ©; keine gemeinsamen Punkte hitten, so sei 


o(S,,8)=9,, ofS, 8) = 9, e(S,, 5) =9, 

und sei 6, die kleinste der drei GréBen 0, 6;, 0,. Konstruiert man dann 
im Abstand «< = 6, die zu ©, und ©, gehérigen Polygonfiguren TT, 
und TT;, so liegen sie innerhalb $$ und es miiBte unter allen ihnen an- 
gehérigen Randpolygonen mindestens je eines geben, so daB zwei Punkte 
dieser Polygone durch einen Weg / verbindbar sind, der nur zu 3 resp. 
gehért. Seien P; und P, diese Polygone. Von einem Punkt m; von P; 
gabe es alsdann einen Weg zu ©, und von einem Punkt m, von P, einen 
Weg zu ©,, und diese Wege bilden mit / zusammen einen Weg, der 
Punkte von 3 und Y enthalten wiirde, was unmdglich ist. Damit ist die 
Existenz der Menge 7 nachgewiesen. 

Aus ihrer Definition folgt nunmehr leicht, daB sie nirgends dicht 
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und abgeschlossen ist. Sie kann aber auch keinen isolierten Punkt ent- 
halten, denn in dessen Umgebung wiirden Punkte von %& und 9 liegen, die 
verbindbar waren. Endlich mu8 7 auch zusammenhingend sein. Zerfiele 
nimlich 7’ in zwei Teilungen 7, und 7,, so konstruieren wir wieder die 
innerhalb $8 gelegenen approximierenden Figuren TT, und TT,. Unter ihren 
Randpolygonen giibe es mindestens eins, es sei P, so daB innen und aufen 
von ihm Punkte von 7’ lagen, wihrend es selbst nicht zu 7 gehért. Da 
nun jeder Punkt von 7 Grenzpunkt von &, wie von 9 ist, so ligen 
innerhalb und auBerhalb des Polygons Punkte von Y%, wie von 3. Nun sind je 
zwei Punkte von & durch einen zu % gehérigen Weg verbindbar; dies 
gilt daher auch fiir einen innerhalb und einen auBerhalb von P gelegenen 
Punkt von %& und da diese Wege P kreuzen, so muB P zu YU gehéren. 
Ebenso kénnte man folgern, daB P zu 3 gehdért, was nicht méglich ist. 

Eine jede, den Bedingungen des vorstehenden Satzes geniigende Menge 
soll geschlossene Kurve heiBen. Durch 


C, SC), UC) 


soll die Kurve, ihr Inneres und Auferes bezeichnet werden. Ferner soll 
jede zusammenhiingende Teilmenge von C ein zusammenhiingender Kurven- 
bogen oder kurz ein Kurvenbogen heiBen. 

Zur Kurve C konstruieren wir jetzt gewisse approximierende Polygone, 
und zwar in folgender Weise: Sei m, derjenige Punkt von 3(C), dessen 
Abstand g, von C ein Maximum ist, und sei ¢< * Q, 80 konstruieren 
wir die die Kurve C im Abstand «¢ approximierende Polygonfigur TT. Diese 
kann noch sehr vielgestaltet sein. Es gibt aber ein wohl definiertes ein- 
faches Polygon P, das Bestandteil von TT ist und den Punkt m, ein- 
schlieBt. Innerhalb dieses Polygons liegen alle diejenigen Punkte m von 


3(C), die mit m, durch Wege / verbindbar sind, so daB fiir jeden Punkt 
von / 

e(l,C)>e 
ist. Man kann daher « so wihlen, daB jeder beliebige Punkt m’ innerhalb 
des zugehérigen Polygons P fillt. Ist niamlich /’ der von mg nach m’ 
fiihrende Weg und ist 

el’, C)=@, 


so hat man ¢< : e zu wihlen. Denkt man sich also eine gegen Null 
konvergierende Reihe von GréBen 

e>@&>&>:+::>8& >>: 
so werden die zugehérenden einfachen Polygone 


P, P,, Py, ---, P,,- 


v 
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immer gréBere Teile von 3(C) einschlieBen und fiir lim vy = co hat man 
lim 3(P,) = XC). 


Diese Polygone nenne ich approximierende innere Polygone. Ebenso kann 
man eine Reihe von einfachen Polygonen 

Q, 1, Qe,* °° Q,°°° 
bestimmen, die immer gréBere Teile von U(C) ausschlieBen und zwar so, dab 


lim €(@,) = &(C) 


ist; sie sollen approximierende dufere Polygone heiBen. 
Die Reihe dieser Polygone hat iiberdies die Higenschaft, daB 
C=lim P, = lim Q, 
ist. In der Tat folgt unmittelbar, da8 wenn man auf den Polygonen P, 


Punkte 
Py, Por Psr***» Py ** 


beliebig annimmt, jeder zu ihnen gehérige Grenzpunkt zu C' gehért. 
Andrerseits ist jeder Punkt ¢ von C Grenzpunkt einer gewissen Reihe 
von Punkten ee a de ; 
Uy Mey Msp ta bys 'y 
die zu 3 gehéren und nur ihn als Grenzpunkt besitzen. Diese Punkte bestim- 
men gewisse Polygone P’, P”, P'".., Po... 
so daB P’ das erste Polygon ist, zu dessen Innerem i, gehdrt, P” das 
erste, zu dessen Innerem #4, gehért usw. Ist dann p’ derjenige Punkt 
des Polygons P’, der am niichsten zu i, liegt, p” der analoge Punkt von 
P” usw., so werden auch die Punkte 
Pp, P’; rey p, eee 

den Punkt ¢ zum Grenzpunkt haben. Wir sagen noch, daB die Kurve C 
die beiden Gebiete 3 und & voneinander trennt. Also folgt: 

VIII. Zu jeder geschlossenen Kurve gibt es eine Reihe innerer und diuerer 
approximierender, einfacher Polygone von der Art, dap die Polygone gegen 
die Kurve, und das Innere resp. Aupere dieser Polygone gegen das Innere 
resp. AuBere der Kurve konvergieren. 

Uber die Breite des zwischen P, und Q, liegenden Gebietes kann 
auch hier nichts ausgesagt werden. Sie kann fiir jedes v ganz oder teil- 
weise oberhalb einer festen endlichen GréBe bleiben. Schon die Kurve 
y = sin = liefert ein Beispiel, bei dem die Ringbreite fiir jedes v stellen- 
weise gréBer als 2 bleibt. Ein vorziigliches Beispiel liefert aber die 
kiirzlich von Herrn Osgood*) beschriebene Kurve, die einen meSbaren 


*) Transactions of the Amer. Math. Soc. Bd. 4, 8. 107 (1903). 
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Flacheninhalt nicht umschlieBt. Der Umstand, daB dieser nicht meBbar 
ist, beruht gerade darauf, daB die Breite des sie einschlieBenden polygonalen 
Ringgebietes nirgends unter eine gewisse von Null verschiedene GréBe 
sinkt, wie klein man auch ¢, wihlen mag. 


§ 6. 
Die Zerlegungs- und Zusammensetzungssitze fiir geschlossene Kurven. 


Es handelt sich jetzt darum, fiir die geschlossenen Kurven und die 
durch sie begrenzten Gebiete die Siitze abzuleiten, die denen iiber Zerlegung 
und Zusammensetzung der Polygone entsprechen. Naturgemi8 beschrinken 
wir uns auf die einfachsten Fille, da durch deren wiederholte Anwendung 
die andern sich ergeben. Zu diesem Zweck geniigt es, zwei geschlossene 
Kurven C und C’ zu betrachten und alle méglichen Lagen zu erértern, die 
sie zueinander haben kénnen. 

Der Vollstaindigkeit halber betrachten wir zuniichst auch den Fall, daB 
C und C’ keinen Punkt gemein haben, alsdann sei 6 ihr Abstand. Kon- 
struiert man nun die Polygone P, Q, P’, Q’, die C und C’ im Abstand 


~~ 7 , ' 
é<-; 0 von auBen und innen approximieren, so haben keine zwei von 


ihnen einen Punkt gemein. Sind daher [ und [’ die von ihnen begrenzten 
Gebiete, so liegen sie entweder auBerhalb voneinander, oder das eine 
liegt innerhalb des andern. Im ersten Fall liegen auch die Gebiete 3(C) 
und 3(C’) auBerhalb voneinander, im zweiten ist das eine ein Teilgebiet 
des andern, was einer naheren Ausfiihrung nicht bedarf. Im ersten Fall 
hat man noch 

M = 3(C) + 3(C) + A", 
wo %{” zweifach zusammenhiangend ist. Als Querschnitt, der &” einfach 
zusammenhingend macht, kann man den Verbindungsweg zweier Punkte 
m und m’ nehmen, die beliebig auf @Q resp. Q’ liegen, sowie die von 
ihnen zu C resp. C’ fiihrenden Wege. Im zweiten Fall hat man analog, 
falls C’ innerhalb von C liegt, 

M = 3(C’) + AC) =", 
wo %” wieder zweifach zusammenhingend ist. 

Wenn C und C’ gemeinsame Punkte besitzen, so wollen wir zunichst 
annehmen, daB kein Punkt von C’ auferhalb von C liegt. Dann kann 
auch kein innerer Punkt von C’ duBerer Punkt von C sein. Ist nimlich 
a ein Punkt von &(C), und Q ein die Kurve C approximierendes iiuBeres 
Polygon, das a ausschlieBt, so liegt C’ innerhalb von @ und falls 
0(Q, ©’) =» ist, wird auch das Polygon Q’, das C’ im Abstand «<< 7 
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von auBen approximiert, innerhalb von @ liegen. Es kann daher kein U 
Punkt von 9(C’) auBerhalb @Q liegen, und da Q ein beliebiges Polygon fi 
war, so ist damit die Behauptung bewiesen, es ist also jeder innere Punkt ve 
von C’ auch innerer Punkt von C und damit jeder duBere Punkt von C (1 


zugleich duferer Punkt von C’. Dann sind die beiden Gebiete 
¥=3(C’) und A= A(C) 


et 








immer noch zusammenhingende Gebiete. Sind nimlich 7 und i, zwei P 
innere Punkte von C’ und ist /’ ein sie verbindender Weg, der also aus i G 
inneren Punkten von C’ besteht, so ist ja jeder dieser Punkte innerer fo 
Punkt fiir C und C’ zugleich, woraus die Behauptung fiir 3’ folgt. Ebenso | ve 
folgt sie fiir U(C). ve 
Ist nun jeder duBere Punkt von C’ auch fiuBerer Punkt von C, so m 
sind C und C’ identisch. Wenn also C und C’ verschieden sind, so muB i 
es iuBere Punkte von C’ geben, die innere Punkte von C sind. Sie mégen } G 
die Menge 3” bilden. Seien 7” und 7,” zwei von ihnen, seien die Abstiinde in 
e(i",C)=8, eft", C)=8, oft", 0) =A, of", 0) = 4, . 
und sei 6, die kleinste dieser vier GréBen; konstruiert man dann das 
Polygon P, das C von innen im Abstand ¢ < $ 0) approximiert, und das 8 
Polygon Q’, das C’ in gleichem Abstand von auBen approximiert, so wird di 
i” und i,” sowohl innerhalb P, wie auBerhalb Q’ liegen. Man sieht nun ™ 
zunichst, daB sich die Polygone P und QY durchdringen. Denn sonst " 
lage notwendig @ innerhalb P, also auch C’ innerhalb C, was nicht at 
der Fall ist. (2 
Die sich durchdringenden Polygone teilen die Ebene in eine endliche i E 
Zahl von Gebieten. Deren gibt es vier Arten, die wir in leichtverstind- di 
licher Bezeichnung (? 
(UW), (UF), WW), WY) 
nennen wollen. Dabei enthilt (WW") alle diejenigen Gebietsteile, deren ) 
Punkte sowohl zu U(P) wie zu U(Q’) gehéren usw. Insbesondere gehéren ] 
die Punkte *” und i,” beide zu (SW), wahrend jeder Punkt, den C und C’ al 
gemein haben, dem Gebiet (M1) angehért. 1 
Es ist leicht zu zeigen, daB die Zahl der Teilgebiete in die (3X) 
zerfallt, gleich der Zahl derer ist, in die (UY) <zerfillt.*) Wir be- d 
zeichnen noch die Gesamtheit der ersteren durch J und die Gesamtheit 
der letzteren durch G. In J sind 7” und i,” enthalten, in G jeder zu ‘ 
C und C’ gehérige Punkt. Wir bezeichnen ferner durch $, den gesamten 


*) Ebenso ist die Zahl der Gebiete ($3’) gleich der von (WW). 
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Umfang von G und durch §, den gesamten Umfang von J. Jeder dieser Um- 
finge gehért teilweise zu P und teilweise zu Q’. Ist x ein Schnittpunkt 
von P und Q, so kénnen wir setzen 
(1) P — an + =p, + =), Q — 2x + 24, + 24; 

%, = 22 + =), + 24,; R; = 22 + =); + 24; - 
1 


Nunmehr nehme man ¢,<-; ¢ beliebig an, so liegt P, auBerhalb 


P wid Q,’ innerhalb Q,. Es liegt demnach auch jeder Punkt, der zum 
Gebiete G, gehért, also auch G, selbst, innerhalb von G. Ganz analog 
folgt, daB J innerhalb von J, liegt. Wenn wir also «, gegen Null.kon- 
vergieren lassen, so kénnen neue Gebietsteile von G, auBerhalb der schon 
vorhandenen, bei wachsendem vy niemals auftreten; dagegen ist es wohl 
méglich, daB mit wachsendem vy solche Gebietsteile verschwinden. 

Es sind nun folgende Fille méglich: Gibt es ein v, so daB alle 
Gebietsteile von G, verschwunden sind, so gibt es auch ein Q,’, das ganz 
innerhalb von P, liegt. Wir kommen also auf den Fall zuriick, dab C 
und ©’ keinen Punkt gemein haben. Wenn daher C und (’’ gemeinsame 
Punkte haben, so gibt es eine unbegrenzte Folge von Gebieten, 

G, G,, Gey -+ +, G,,°*, 
so daB jedes folgende innerhalb des vorhergehenden liegt, und alle Punkte 
die in samtlichen G, enthalten sind, sind gemeinsame Punkte von C 
und C’. Bezeichnen wir sie durch C, und beachten, da die in allen G, 
enthaltenen Punkte zugleich die Grenzmenge der Umfange aller G, dar- 
stellen, so folgt 
(2) C, = lim §,. 
Ebenso definieren wir je eine Teilmenge C, und C; von C resp. C’ durch 
die Gleichungen 
(3) C; = lim 2a + Zp,, C; = lim 2a + 24. 
Jedes G, besteht aus einer endlichen Zahl getrennter Gebiete; sie seien 
Gy, Gye, ae Ga. 
Sei nun G,,; ein Teilgebiet, das mit wachsendem v verschwindet, fiir das 
also eine Zahl N existiert, so daB, wenn 9 > N ist, kein Punkt von G,, 
mehr zu G, gehdrt. Dann kénnen wir jedes derartige G,, aus G, tilgen. Sei 
v ={G, Gress Gru} 
die so reduzierte Gebietsmenge, so wird nunmehr jedes G,, , aus mindestens 
u getrennten Teilgebieten bestehen. Analog besteht J, aus 4 Teilgebieten 


Iy1 Je aie Tyas 
und wenn das Gebiet G,, fiir »=@ verschwunden ist, so bewirkt dies, 
daB fiir vo zwei der vorstehenden Teilgebiete sich zu einem Gesamt- 
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gebiet vereinigt haben. Wenn wir von je zwei solchen Gebieten nur eines 
beibehalten, so entsteht eine reduzierte Gebietsmenge 


J) = (Jy, Js) es Teuls 


y 
so daB nun auch jedes J’, aus mindestens « getrennten Teilgebieten he- 
steht, und zwar so, daB je zwei von ihnen fiir jedes 9 voneinander getrennt 
bleiben. Es ist klar, daB es geniigt, statt G, und J, die Gebietsmengen 
G; und J; in Betracht zu ziehen. 

Nun kann zunichst jedes G,’ ein einziges, zusammenhingendes Ge- 
biet sein. Alsdann ist gemiB Satz [IV auch C, eine zusammenhingende 
Menge. Die Kurven C und C” haben daher einen zusammenhingenden 
Kurvenbogen gemein, der iibrigens auch ein Punkt sein kann. Umge- 
kehrt ist klar, daB, nur wenn jedes G,’ ein zusammenhiingendes Gebiet 
ist, C und C’ einen zusammenhiingenden Kurvenbogen gemein haben 
kénnen. Gem&B dem angefiihrten Polygonsatz ist ferner auch jedes J,’, 
also auch 3” selbst ein einziges, zusammenhingendes Gebiet. Umgekehrt 
folgt auf die gleiche Weise, daB wenn jedes J,’ ein zusammenhingendes 
Gebiet ist, dies auch fiir jedes (,’ zutrifft. Ubrigens sind auch C, und C; 
zusammenhiingende Mengen, wie wir am Ende dieses Paragraphen be- 
weisen werden; sie bilden entweder je eine geschlossene Kurve oder einen 
Kurvenbogen, also folgt: 

IX. Liegt kein Punkt der geschlossenen Kurve C’ auerhalb der ge- 
schlossenen Kurve C und haben C und C’ einen Kurvenbogen gemein, so 
zerlegt die Kurve C’ das Innere von C in zwei durch sie getrennte Gebiete, 
deren jedes einfach zusammenhidngend ist und umgekehrt. Das eine dieser 
Gebiete ist zugleich das Innere von C’. 

Die Punktmenge C,, besteht ihrer Definition nach aus solchen Punkten, 
die Grenzpunkte entweder nur von Y und Y% oder aber gemeinsame Grenz- 
punkte von 3, 3” und & sind; diese sind zugleich die Grenzpunkte der 
Punkte z,. Setzt man 
(4) Ci = C,, + Cr 
wo C,, die Punkte darstellt, die Grenzpunkte von ¥, 3” und Y sind, so 
ist C;, eine abgeschlossene Meuge. Die Menge C,, ist nicht abgeschlossen; 
wie die Beispiele zeigen, kaac sie sich auf Null reduzieren. Die Menge 
C;,, ist ihrer Definition nach auch Bestandteil von C; und C;, wie die 
Gleichungen (3) unmittelbar erkennen lassen. 

Besteht nicht jedes Gebiet G,’ aus einem zusammenhiingenden Be- 
standteil, so gibt es ein erstes, das in mindestens zwei getrennte Bestand- 
teile zerfallt. Es kann dann wieder jedes folgende auch nur in zwei 
Bestandteile zerfallen; dann schlieBt man, daB C, in zwei verschiedene 
Kurvenbégen zerfiillt, und daB demgemi8 auch Y” sich in zwei verschiedene 
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Gebiete spaltet. Dies gilt dann auch fiir C, und C,, wie wir am Schlusse 
dieses Paragraphen zeigen werden. 

In dieser Weise kann man fortfahren. Die Zahl der Gebietsteile, aus 
denen G,’ besteht, kann mit wachsendem v beliebig groB werden; es werden 
dann auch die den Kurven C und C’ gemeinsamen Punkte in mehrere 
resp. unbegrenzt viele Teilmengen zerfallen. Ebenso spaltet sich 3” in 
die entsprechenden Teilgebiete, und umgekehrt, was einer ausfiihrlichen 
Darstellung nicht bedarf. Man kann demgemi8 folgenden Satz aussprechen: 

X. Liegt kein Punkt der geschlossenen Kurve C’ innerhalb C und haben 
C und C’ n Kurvenbigen gemein, so zerlegt C’ das Innere von C in n+1 
durch sie getrennte Gebicte, deren jedes einfach zusammenhingend ist, und 
umgekehrt. 

Ich gebe noch einige Beispiele zu den einfachsten Fallen und bemerke 
zunichst, daB sich die Menge C,, die C und C’ gemeinsam ist, nicht nur 
auf einen Punkt, sondern auch auf eine endliche resp. unendliche Zahl 
isolierter Punkte reduzieren kann. Wahlt man z. B. C als einen Kreis, 
C” als een inneren Beriihrungskreis, so ist C, ein Punkt, wihrend C, mit 
C und C; mit C” identisch ist; ferner ist C,, mit C, identisch, also C,,=0. 
Errichtet man iiber zwei angrenzenden Intervallen s, und s, einer Quadrat- 
seite nach innen zwei auferhalb voneinander liegende Dreiecke mit den 
Spitzen S, und S, und setzt in jedes Dreieck einen sich gegen die Grund- 
linie verdichtenden Linienzug, so stellen diese beiden Linienziige nebst 
der Strecke S,S, eime Kurve C’ dar. Die Kurve C ist das Quadrat und 
C, besteht aus den Intervallen s, und s,, wahrend wiederum C, mit C’ 
und C; mit C identisch ist. Die Intervalle s, und s, bilden zugleich die Menge 
C;,, die gemeinsame Grenze von Y, 3” und & ist, wihrend Punkte, die 
nur zur Grenze von & und Y gehéren, nicht existieren, so daB C,, = 0 
ist. Dies bleibt im wesentlichen bestehen, falls man das Intervall s, durch 
den Endpunkt von s, ersetzt. Wenn man jedoch s, und s, nicht an- 
eimander grenzend wahlt, so besteht C;, aus den inneren Punkten des 
zwischen s, und s, liegenden Intervalls. Beispiele, in denen C, in mehrere 
Punkte oder eigentliche Kurvenbdégen zerfillt, lassen sich analog zu dem 
vorstehenden Beispiel ebenfalls leicht aufstellen. 

Analog beweist man auch die Siatze iiber die Zusammensetzung zweier 
Gebiete, die auBerhalb voneinander liegen und durch geschlossene Kurven 
begrenzt sind, die einen oder mehrere Kurvenbégen gemein haben. Sie 
entsprechen dem Fall, daB C und C’ gemeinsame Punkte besitzen aber 
kein Punkt von C’ innerhalb von C liegt. Man zeigt dann zuniichst, daB 
kein innerer Punkt von C’ innerer Punkt von C sein kann. Daraus folgt, 
daB J = 3(C) und Y = 9(C’) zusammenhingende Gebiete sind, waihrend 
der iibrige Teil von Mt in Teilgebiete zerfallt, die man mit den Polygonen 
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Q und Q’, die C und C’ von auBen approximieren, in gleicher Weise 
erértern kann, wie im vorigen Fall. Man gelangt dadurch zu folgen- 
dem Satz: 

XI. Liegt kein Punkt der geschlossenen Kurve C’ innerhalb von C, und 
haben C und C’ einen Kurvenbogen gemein, so zerlegt C’ das AuBere von 
C in zwei zusammenhiingende Teilgebiete, von denen das eine zugleich das 
Innere von C’ ist und umgekehrt. Haben C und C’ n Kurvenbigen gemein, 
so zerfillt das AuBere von C in n+ 1 solcher Teilgebiete, und umgekehrt. 

Hieraus flieBt endlich noch der folgende Satz, der als Umkehrung 
der vorstehenden angesehen werden kann, und iiberdies die Ausdehnung 
des Satzes VII auf geschlossene Kurven darstellt. 

XII. Wenn das Innere 3 einer geschlossenen Kurve C in zwei Gebiete 3, 
und 3, zerfillt, deren jedes zusammenhiingend ist, so bilden die gemeinsamen 
Grenzpunkte von 3, und 3, entweder eine geschlossene Kurve oder einen 
zusammenhdngenden Kurvenbogen. 

Zunichst folgert man, wie beim Beweis von Satz VII, daB gemeinsame 
Grenzpunkte von 3, und 3, wirklich existieren. Sei Z die von ihnen 
gebildete Menge. Falls nun erstens T keinen Punkt mit C gemein hat, 
so besteht & ihrer Definition gem&a® aus inneren Punkten von C. Ist 
dann 9(%,C) = 4, so liegt Z auch imnerhalb des Polygons P, das die 


Kurve C von innen im Abstand «¢ re 6 approximiert. Alsdann folgt 
aus Satz VII unmittelbar, daB Z eine innerhalb von C gelegene geschlossene 
Kurve ist. 

Wenn jedoch Z Punkte mit C gemein hat, so sei C, die Menge aller 
dieser Punkte. Wir setzen dann 

t=C,+7, C=C,+C”. 
Aus der Gleichung 
E€=C4+A+3 


€=A+54+354+7+C" 
und zwar bestehen die Punkte von C” aus denen, die Grenzpunkte nur 
von & und 3,, resp. nur von % und 3, sind. Wir setzen demgem&8 noch 
C” = 0," + C,” 
und erhalten die Gleichung: 
E-A4+H4+R4+ T+," +O" 
M=A%A+3,4+0C,”" wd M%=—A+3,4+ C,” 


zusammenhingende Gebiete, was ebenso gezeigt wird, wie der im Beginn 
von § 5 bewiesene Hilfssatz. In der Gleichung 


E=%4+34+T54+ C,” 


folgt daher 


Nun sind 
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sind daher M%, und 3, zusammenhingende Gebiete, wihrend jeder Punkt 
von £+ 0,” gemeinsamer Grenzpunkt von YA, und 3, ist. Daher ist 
gemaB Satz VII 
C’=Z+ C,” 

eine geschlossene Kurve. Kein Punkt dieser Kurve liegt auBerhalb von C; 
es greifen also fiir die Beziehungen von C und C’ die Erérterungen dieses 
Paragraphen Platz. Da nun C’ das Innere von C in zwei Gebiete zerlegt, 
so folgt, daB C’ entweder ein Kurvenbogen oder eine geschlossene Kurve ist. 

Abnlich lassen sich die Siitze tiber die Teilung des Kurveninnern in 
mehr als zwei Gebiete ableiten. Analog zu Satz XII beweist man noch den 
folgenden Satz: 

Wenn das Aufere einer geschlossenen Kurve C in zwei Gebiete YA, 
und YU, zerfallt, deren jedes zusammenhiingend ist, so bilden die gemeinsamen 
Grenzpunkte von %, und A, entweder eine geschlossene Kurve oder einen 
Kurvenbogen. 

Mittelst dieser Siitze kann man nun auch die Art der oben definierten 
Mengen 

C,=lim 2a + Zp; und C/ =lim 2x+ Bq, 

bestimmen. Falls namlich Satz X statt hat, falls also die Kurve C’ das 
Innere von C in zwei Gebietsteile zerlegt, so gibt es nach dem vorstehen- 
den Satz eine geschlossene Kurve oder einen zusammenhiingenden Kurven- 
bogen, der die Teilung bewirkt. Daraus folgt, daB C; mit C’ identisch 
ist, oder ein zusammenhdngender Kurvenbogen von C’. Abnlich folgert 
man, daB auch C; mit C identisch ist oder ein Kurvenbogen. Ebenso 
folgert man, daB wenn C, in zwei verschiedene Kurvenbégen zerfallt, 
auch C; und C;) sich in je zwei verschiedene Kurvenbégen spaltet, die die 
gleiche Lage zueinander haben, wie dies bei Polygonen der Fall ist. 

Endlich gelangt man mittelst der vorstehenden Resultate auch zu 
Beziehungen fiir Kurven C und C’, die sich beliebig durchdringen, was 
einer niheren Ausfiihrung nicht bedarf. 


§ 7. 
Gebietsgrenze, Zusammenhangszahl und Gebietsteilung. 


Die vorstehenden Entwickelungen bilden die Grundlage aller weiteren 
Erérterungen. Die Probleme, die noch zu erledigen sind, sind wesentlich 
zweierlei Art. Erstens kann man von einer beliebig gegebenen Menge Mt 
ausgehen und fragen, welches die Gestalt ihrer Gebietsgrenze und die Art 
ihres Zusammenhanges ist, falls sie ein zusammenhiingendes Gebiet dar- 
stellt; zweitens kann man von einer beliebig gegebenen Menge © ausgehen 
und nach der durch sie bewirkten Gebietsteilung fragen. Beide Aufgaben 
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hangen eng miteinander zusammen. Es mag geniigen fiir einige einfache 
Falle die Lésung in Kiirze abzuleiten. 

Die volle Gebietsgrenze © einer zusammenhingenden Menge Mt ist 
eine abgeschlossene Menge und hat daher stets den in § 4 abgeleiteten 
Typus, d. h. es ist 


S = ZJ,+ +t, + &,. 

Sei zunichst M ein sich wnbegrenzt weit erstreckendes Gebiet. Dann ist 
zu unterscheiden, ob unter den Mengen &, solche vorkommen, in die 
geschlossene Kurven eingehen oder nicht. Gehért zu S eine geschlossene 
Kurve, so kann ihr Inneres nicht zu St gehéren. Nun kann eine ge- 
schlossene Kurve in © entweder so auftreten, daB sie selbst mit einem 
T, identisch ist, oder Bestandteil einer zusammenhingenden Menge 7’, ist. 
Diese kann dann entweder nur diese eine geschlossene Kurve enthalten oder 
aber beliebig viele geschlossene Kurven, von denen je zwei auBerhalb von- 
einander liegen und einen Punkt oder einen Kurvenbogen gemein haben, 
wie es den Erérterungen von § 7 entspricht. Das gleiche trifft auch fiir 
die Menge Z, zu, falls sie zusammenhingend ist und eine oder mehrere 
geschlossene Kurven enthilt. Ubrigens kann die Menge T&,, falls in sie 
eine oder mehrere oder auch unendlich viele geschlossene Kurven ein- 
gehen, auch eine Menge des ersten Typus sein; hierfiir, sowie fiir die Art 
und Weise, in welcher die iibrigen Bestandteile von © zu diesen Kurven 
liegen, verweise ich auf die Ausfiihrungen von § 4. 

Bezeichnen wir noch eine der eben genannten geschlossenen Kurven 
durch C, und ihr Inneres durch 3(C,), so erhailt man noch die Gleichung 
E={M+ FIC) +5,+G,, 
wo ©, alle Punkte enthilt, die zur Grenze der simtlichen Gebiete J(C,) 

gehéren und ©,, der iibrige Bestandteil von © ist. 

Die gleichen Verhiiltnisse liegen vor, wenn es sich um ein zusammen- 
hangendes Gebiet Yt handelt, das aus dem Inneren einer geschlossenen Kurve 
C besteht. Hier tritt zur vollen Grenze von Mt noch die Kurve C als 
aiuBere Gebietsgrenze hinzu. Ihre Beziehung zur Gesamtmenge © unter- 
liegt wieder den allgemeinen Erérterungen von § 4. Sie kann entweder 
mit einer der in einem &, enthaltenen Mengen resp. mit ZY, identisch 
sein oder aber ein Bestandteil einer solchen Menge sein, insbesondere falls 
sie ein Bestandteil von &, ist, so kann Z, auch wieder eine Menge des 
ersten Typus sein. 

Es ist klar, da8 man auf ein zusammenhingendes Gebiet Yt den 
Begriff der Zusammenhangszahl iibertragen kann. Ich beschriinke mich 
im wesentlichen auf die Bemerkung, da8 die Zusammenhangszahl unend- 
lich groB werden und sich sogar durch transfinite Ordnungszahlen aus- 
driicken kann. Handelt es sich z. B. um eine Menge ZT, wie sie dem 
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Satz V entspricht, so umgebe man die Teilmengen Z, und &, mit den 
approximierenden Figuren TT, und TT, und konstruiere von einem Punkt m, 
von TT, den zu &, fiihrenden Weg, ebenso von einem Punkt m, von TI, 
den beziiglichen Weg zu &, (§ 1). Diese beiden Wege bestimmen dann 
mit dem von m, zu m, fiihrenden Weg einen Querschnitt. In gleicher 
Weise hat man fiir jede weitere Teilung zu verfahren; alle so bestimmten 
Querschnitte werden dann YM in ein einfach zusammenhiingendes Gebiet 
verwandeln. Handelt es sich um eine abgeschlossene Menge vom all- 
gemeinsten Typus, so hat man fiir die successive Anbringung von Quer- 
schnitten gerade die im Satz VI ausgefiihrte Abspaltung isolierter Mengen 
vorzunehmen, und die beziiglichen Querschnitte so lange zu legen, bis 
der AbspaltungsprozeB sein Ende erreicht. Ist dann die schlieBlich iibrig 
bleibende Menge Z, zusammenhiingend, so ist man am Ziel, ist sie nicht 
zusammenhingend, so hat man auBerdem noch die fiir eine solche Menge 
nétigen Querschnitte anzubringen. 

Kin einfaches Beispiel des ersten Falles bildet die oben 8S. 140 ge- 
nannte Menge der Lote, die man auf einer Geraden in den Funkten einer 
perfekten, nirgends dichten Menge errichtet. Ubrigens bemerke ich, daB 
nicht jede Menge dieser Art eine zusammenhiingende Komplementiirmenge 
besitzt. Die oben S. 141 genannten Beispiele zeigen, daB Yt in beliebig 
viele getrennte Bestandteile zerfallen kann. 

Die Frage, welches die zu einer beliebigen Menge S gehérige Ge- 
bietsteilung ist, bedarf an sich nur noch in dem Falle einer Erledigung, 
daB ihre Komplementiarmenge nicht zusammenhiingend ist. Teilweise ist 
sie iibrigens durch das vorstehende schon beantwortet. Wir wollen sie 
noch in dem einfachsten Falle etwas eingehender behandeln. Der einfachste 
Fall ist der, daB Mt in zwei Teilgebiete zerfallt. Alsdann lait sich das 
eine Teilgebiet dadurch definieren, daB ihm die Punkte des Quadrats q 
angehiren, in dem © enthalten ist. Dies bezeichnen wir als das dufere 
Gebiet M; die andere Teilmenge heiBt das imnere Gebiet 3. Es ist also 


E=A+I+6. 
S= Sl + Si + Sais 


wo ©,’ diejenigen Punkte bedeutet, die Grenzpunkte nur von % sind, und 
©; diejenigen, die Grenzpunkte nur von 3 sind. Dann sind gemiB § 5 
die beiden Mengen 

W=A+S,', v=34+69; 
zusammenhingend, ferner ergibt sich 

E=j{W+9+6,,, 

also folgt unmittelbar gemiB Satz VII, dab S 
darstellt. Also ergibt sich: 


Wir setzen noch 


eine geschlossene Kurve ( 


ai 
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XIII. Zerfallt die Komplementiirmenge einer abgeschlossenen, nirgends 
dichten Menge in zwei getrennte Gebiecte U und 3, deren jedes zusammen- 
héingend ist, so gibt es eine wohl definierte, geschlossene Kurve C, der alle 
gemeinsamen Grenzpunkte von X% und 3 angehdren, und die die beiden 
Gebiete U und X voneinander trennt. 

Setzt man noch 

6,=C+S,, 6,=C+&;, 
so stellen ©, und ©; die volle Grenze von M% und J dar und sind daher 
abgeschlossene Mengen. 

Fiir die zusammenhingenden Gebiete & und J sowie fiir ihre vollen 
Grenzen S, und ©, greifen die Bemerkungen Platz, die wir im Beginn 
dieses Paragraphen fiir eine zusammenhiingende Menge gemacht haben. 
Fiir 3 ist C die aiuBere Randkurve, fiir & ist es das Quadrat q, in dem © 
enthalten ist, wihrend C eine der inneren Randkurven darstellt. Sei noch 
T diejenige Menge, der die Kurve C angehért, und man setze 

T=C+T7/+T,, 
so ist 7,’ ein Bestandteil von ©, und 7,’ ein solcher von ©;. Keine der 
beiden Mengen 7,’ und 7, ist abgeschlossen, die ihnen fehlenden Grenz- 
punkte gehéren zu C. Werden sie durch C, resp. C,; bezeichnet, so ist 
jede dieser beiden Mengen, wie auch 
T,=—C,+T,; T,=C,+T; 

eine abgeschlossene Menge. Ubrigens kann C, 
identisch sein. 

Konstruiert man z. B. zu den Seiten eines Quadrats auBen und innen 
eine sich gegen die Quadratseiten verdichtende Menge paralleler Strecken, 
von denen keine zwei miteinander oder mit dem Quadrat einen Punkt 
gemein haben, so bildet das Quadrat die Kurve C und ist mit den 
Mengen ©, und G; identisch, die simtlichen Parallelen bilden die Mengen 
S,’ und ©, wihrend 7,’, C,, 7; und C, nicht existieren. Errichtet man 
dagegen auf einer Quadratseite in den Punkten je einer perfekten, nirgends 
dichten Menge Lote nach auBen und innen, so hat man eine einzige, 
zusammenhingende Menge. C ist das Quadrat, wihrend ©,’ und SG; mit 
T,, wnd T; identisch sind und mit C, resp. C; zusammen die samtlichen 
auBeren resp. inneren Lote ausmachen. Die Mengen C, und C, bilden die 
eben genannten perfekten linearen Mengen. Die Mengen 7’, und 7; stellen 
je eine Menge dar, die dem Satz V entspricht. Endlich stellt bei dem im 
Beginn von § 4 genannten Beispiel C den Grundkreis dar, wihrend ©, und 
©; je eine Menge ist, die Satz V entspricht. Dieses Beispiel laBt sich 
beliebig verallgemeinern, indem man in eine gegebene Menge immer wieder 
neue Mengen einsetzt, die sich gegen einzelne Bestandteile der ersten 


resp. C; auch mit C 
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verdichten. Hier greifen dieselben einfachen Methoden Platz, mittelst 
derer man Punktmengen zu bilden pflegt, deren Ableitung eine immer 
héhere Ordnung besitzt. 

Die Faille, in denen 9% in mehr als zwei Gebiete zerfillt, lassen sich 
in ahnlicher Weise behandeln. Besteht Yt zunichst aus drei Gebieten, 


so hat man C-S4+U%4+94+B, 


wo % wieder dasjenige Gebiet ist, dem die Punkte von q zugehéren. Man 


setze nun 
M = A+ M’, 6=-6,+S9S; 
wo ©, die volle Grenze von % ist, also jeder Punkt von S’ Grenzpunkt 
nur von Qt’ ist. Man kann dann weiter schreiben 
M+S=-M, C,=—C,4+ 5), 
wo ©,’ die Punkte enthilt, die Grenzpunkte nur von % sind. Setzt man 


dann noch X+6,'=M, 

so ist YM geméiB § 5 zusammenhiingend. Man erhilt noch 
E=W+C;+ M, 

und hat nun zu unterscheiden, ob Qt, zusammenhingend ist oder nicht. 

Im ersten Fall beweist man, analog zu den obigen Entwickelungen, 
daB C, eine geschlossene Kurve ist, deren Inneres Qt, ist, und daB dies 
durch eine ebenfalls geschlossene Kurve oder einen Kurvenbogen in zwei 
Teilgebiete S=34+6/, K=K+G 
zerfallt, wo ©; und ©, diejenigen Teilmengen von © sind, die Grenz- 
punkte nur von % oder nur von & sind. 

Im zweiten Fall, wenn also Mt, nicht zusammenhingend ist, folgert 
man, da8 C, in zwei geschlossene Kurven C,; und C, zerfillt, die auBer- 
halb voneinander liegen, und deren Inneres die Gebiete 3’ und &’ sind, usw. 

Wie zu erwarten war, fihrt also unsere Analyse auf die naimlichen 
Faille, die wir in § 6 bei der Kombination von zwei geschlossenen Kurven 
als einfachste Méglichkeiten erkannten. 

Der Vollstindigkeit halber erwiihne ich noch, daB M, wie ich bereits 
in meinem ersten Beitrag anfiihrte, in unendlich viele Teilmengen zer- 
fallen kann, man hat eine Gleichung 

M—- A+ T3,, 
wo % wieder das auBere Gebiet bedeutet, dem die Punkte von q zugehéren. 

Diese Betrachtungen lassen sich auf die Fille, daB Qt in beliebig 

viele Gebiete zerfallt, ohne Miihe ausdehnen. 
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§ 8. 
Die Struktur der allgemeinsten abgeschlossenen ebenen Mengen. 





































Wir haben bisher von der Menge © angenommen, sie sei nirgends 
dicht. Ist G eine Menge anderer Art, so enthilt sie Punkte, in deren 
Umgebung sie iiberall dicht ist. Es hat keine Schwierigkeit die Struktur 
der Menge © in diesem Fall zu beschreiben. Dies soll der Vollstindig- 
keit halber hier in Kiirze geschehen. Wir setzen dann 

S6=uU+6,, 
wo Ul die Menge derjenigen Punkte darstellt, in deren Umgebung © iiberall 
dicht ist. Sei «, irgend einer von ihnen. Es gibt dann sicher Punkte wu, 
die mit «, durch einen Weg verbindbar sind, dessen saimtliche Punkte zu 
U gehéren, sie mégen die Menge U, bilden. Diese Menge ist zusammen- 
haingend und es sei ©, die zugehérige Gebietsgrenze*). Fiir diese Gebiets- 
grenze gelten die allgemeinen Erérterungen der vorstehenden Paragraphen, 
nur mit der MaBgabe, da8 Punkte, die Grenzpunkte von U, allein sind, 
in S, offenbar nicht auftreten kénnen. Es kommen also fiir die Gebiets- 
teilung nur geschlossene Kurven in Frage und es gibt daher eine oder 
mehrere resp. auch unendlich viele geschlossene Kurven, die das Gebiet U; 
begrenzen und natiirlich zur Menge © gehiren. Die so definierte Kurven- 
menge sei ©,; sie besitzt jedenfalls eine auBere Randkurve C,’. Gibt es noch 
andere Punkte, in deren Umgebung © iiberall dicht ist, so sei u, einer 
von ihnen. Alle mit «, verbindbaren Punkte definieren dann ebenso ein 
zusammenhangendes Gebiet U, und es gibt eine Kurvenmenge ©,, die die 
volle Grenze von U darstellt, die aus einer oder mehreren oder auch aus un- 
endlich vielen Kurven bestehen kann und eine iuBere Randkurve C,,” besitzt. 

So kann man fortfahren und erhiilt eine abziihlbare Zahl solcher § 
Gebietsteile, in denen © iiberall dicht ist, und deren Grenzkurven im 
iibrigen jede beliebige Lage zueinander haben kénnen. 

Nach Abscheidung aller Gebiete 

U;; U3,°++; 
bleibt von © noch die nirgends dichte Menge ©,, der die Grenzpunkte 
der Gebiete U, naturgemi& angehéren. Sie ist offenbar abgeschlossen 


> @: © > 


? we a 


und kann eine Menge des allgemeinsten Typus sein, was einer niheren hs 
Ausfiihrung nicht bedarf. Man erhilt also schlieBlich : 

S6=-6,4+ 5U,—6'+ 3€,4+ ZU, a 
wo jedes U, ein zusammenhiingendes Gebiet darstellt, aber GS’ keine ab- = 
geschlossene Menge mehr sein kann. Es hat keine Schwierigkeit, auf die te 


Natur der Menge ©’ niher einzugehen. . 


*) Die Bezeichnung ist so zu verstehen, daB Ul, und SG, keinen Punkt gemein haben. 
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Unter dem Dirichletschen Prinzip verstehen wir diejenige Schlub- 
weise auf die Existenz einer Minimalfunktion, welche Gau8 (1839), 
Thomson (1847), Dirichlet (1856) und andere Mathematiker zur Lésung 
sogenannter Randwertaufgaben angewandt haben und deren Unzulissigkeit 
zuerst von WeierstraB erkannt worden ist. DaB dieses Prinzip dennoch 
zur Auffindung von strengen und einfachen Existenzbeweisen dienen kann, 
habe ich in einem Vortrage**) in der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 


i *) Abdruck aus der Festschrift zur Feier des 150 jihrigen Bestehens der Konigl. 


Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen 1901. 


Mathematische Annalen. LIX. 11 











**) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, VIII, 1900. 
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hervorgehoben; meine damaligen Andeutungen sind seitdem von Ch. A.N oble*) 
fiir einfache bestimmte Integrale und von E. R. Hedrick**) fiir gewisse 
Fille von Doppelintegralen ausgefiihrt worden. 

Im folgendem soll ein dem Dirichletschen Prinzip nachgebildetes 
Verfahren dargelegt werden, bei welchem wir nicht, wie friiher, die 
Lésung der Randwertaufgabe fiir irgend ein spezielles Gebiet voraussetzen. 
Das neue Verfahren gestattet daher weitgehende Verallgemeinerungen auf 
die Lisung von Randwertaufgaben fiir gewisse aus Variationsproblemen 
entspringende partielle Differentialgleichungen oder fiir Systeme von solchen 
Differentialgleichungen. Vor allem aber scheinen mir die folgenden Ent- 
wicklungen ein methodisches Interesse zu bieten, insofern sie zeigen, 
wie die modernen Hilfsmittel der Analysis und insbesondere der Variations- 
rechnung imstande sind, den der geometrischen und physikalischen An- 
schauung entnommenen Grundgedanken des Dirichletschen Prinzips 
in genauem AnschluB an die anschauliche Bedeutung desselben derart zu 
verfolgen, daB aus demselben ein streng mathematischer Beweis fiir die 
Existenz der Minimalfunktion entsteht. 


$1. 
Darlegung des Problems. 


Durch das Dirichletsche Prinzip hat insbesondere Riemann die 
Existenz der iiberall endlichen Integrale auf einer vorgelegten Riemann- 
schen Fliiche zu beweisen gesucht. Ich bediene mich im folgenden dieses 
klassischen Beispiels zur Darlegung meines strengen Beweisverfahrens. 

Auf der Ebene der komplexen Zahlen sei eine Riemannsche Fiche 
F gegeben mit einer gewissen endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten 
und einer gewissen endlichen Anzahl von Blittern. Sodann sei auf der 
Riemannschen Fliche F' eine Kurve C gegeben, die im Endlichen ver- 
liuft, keinen Verzweigungspunkt trifft und, ohne die Fliche F' zu zer- 
stiickeln, in sich zuriickkehrt. Wir nehmen diese Kurve C als einen 
Polygonzug an, der aus geradlinigen, teils zur «-Achse, teils zur y-Achse 
parallelen Stiicken besteht. 

Kine Funktion « der beiden Verinderlichen z, y, die in einem ge- 
woéhnlichen Punkte der Riemannschen Flache nebst samtlichen Ableitungen 
stetig ist und der Differentialgleichung 


*) Eine neue Methode in der Variationsrechnung, Inauguraldissertation, 
Gottingen 1901. 

**) Uber den analytischen Charakter der Lisungen von Differentialgleichungen, 
Inauguraldissertation, Gittingen 1901, Kapitel V. 
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dat t ay = Au =0 
geniigt, heiBe eine in diesem Punkte reguliire Potentialfunktion. 

Sind a, b die Koordinaten eines r-fachen Verzweigungspunktes der 
Riemannschen Fliche F' und verhilt sich die Potentialfunktion wu iiberall 
in der Umgebung dieses Verzweigungspunktes reguliir, so setze man in u 
an Stelle von 2, y beziiglich den reellen und den mit ¢ multiplizierten 
Bestandteil des Ausdruckes 

a+ ib+ (§ + iny; 
wenn dann « in eine Potentialfunktion von §, 9 iibergeht, die sich auch 
im Punkte = 0, y=0O regulir verhilt, so heiBt die urspriingliche Po- 
tentialfunktion von x, y in dem Verzweigungspunkte a, b reguliir. 

Wenn eine Potentialfunktion « in der Umgebung eines unendlich- 
fernen Punktes unserer Riemannschen Fliiche sich reguliir verhilt und 
durch die Transformation 


cai YT BES 
in eine Potentialfunktion der Veriinderlichen §, 9 iibergeht, die sich im 
Punkte § = 0, » = O regulir verhilt, so heife die urspriingliche Funktion 
« von 2, y in jenem unendlichfernen Punkte reguliir. 

Wenn endlich eine Potentialfunktion w in der Umgebung der Punkte 
der Kurve C zu beiden Seiten regulir ist, auf der Kurve C aber sich in 
der Weise unstetig verhiilt, daB die Werte der Potentialfunktion wu auf 
der einen Seite, um die Konstante 1 vermehrt, genau die regulire Fort- 
setzung der Potentialfunktion u auf der anderen Seite der Kurve C bilden, 
so sagen wir, die Potentialfunktion « erleide beim Ubergange von der 
einen auf die andere Seite den Sprung 1. 

Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, die Existenz einer Potential- 
funktion « auf der vorgelegten Riemannschen Fliche F’ nachzuweisen, 
die sich in allen Punkten dieser Fliche F' einschlieBlich der unendlich- 
fernen Punkte und der Verzweigungspunkte reguliir verhilt und iiberdies 
beim Ubergange iiber die gegebene Unstetigkeitskurve C den Sprung 1 er- 
leidet. Mit der Lésung dieser Aufgabe ist bekanntlich der Nachweis fiir die 
Existenz der iiberall endlichen Integrale auf der Riemannschen Fliiche 
F gefiihrt. 


§ 2. 
Hilfssatz iiber Dirichletsche Integrale. 


Wir erértern in diesem und den beiden folgenden Paragraphen einige 
einfache Hilfssiitze. Der erste Hilfssatz behandelt gewisse Ungleichungen 
11* 
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zwischen bestimmten Integralen, wenn das sogenannte Dirichletsche In- 
tegral fiir die in Betracht kommende Funktion einen bestimmten endlichen 
Wert hat. Wir wollen stets unter dem Dirichletschen Integral fir 
eine vorgelegte Funktion U das iiber ein gewisses Gebiet G der zy-Ebene 
zu erstreckende Doppelintegral 


D = Sie Ss) dxdy 


(@) 
verstehen. 

Hilfssatz 1. Es sei in der xy-Ebene ein Rechteck R gegeben, 
dessen Seiten parallel zur 2-Achse bezw. zur y-Achse laufen und die 
Lingen / bezw. U besitzen; die Ecken dieses Rechteckes mégen die 
Koordinaten 

a,b; a+16; a+l,b4+U; a, b4+T7 
haben. Ferner bezeichne U(a,y) eine Funktion der Verinderlichen 2, y, 
die im Inneren und auf den Seiten des Rechtecks R stiickweise analytisch 


ist und es werde 
a+l or 


D= J SMG) Sa) } away 


gesetzt: dann gelten folgende drei Formeln: 


at+l at+l 
I J U(x, b) dx - f Ula, b+U)da+o(D+4 1’) 
a+il b+0 
I J J vesavay—r fit a b)dx + oT (D+ + i’) 
a b 
b+! a+ 
I if U(a, y) dy =1 f Ue, Har 49ra4n) (D+ 70); 
6 a 


darin bedeuten &, 8’, #” gewisse den Ungleichungen 
geniigende Zahlen. 

»otiickweise analytisch® heiBe eine stetige Funktion, wenn sie 
aus einer endlichen Anzahl von analytischen Funktionen zusammengesetzt 
ist, die in stiickweise analytischen Kurven stetig aneinander grenzen und 
einschlieBlich dieser Grenzkurven sich reguliir verhalten. 

Beweis. Aus der Ungleichung: 


{2 | 
1—|39|+ 


|e | 
| @ 


i) 
Je 


20 


< 
i>) 
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folgt durch Integration nach y zwischen den Grenzen }, b + I’ 


b+r b+e 
aU | 0U\? 1, 
Slarlans SG ate? . 


und hieraus durch Integration nach x zwischen den Grenzen a, a + 1: 


a+i 640 


0U 1 a» 
J Sle teays + pu, 


a+t b+0 a+l b+’ 


. aU “au 
J Sip aney < JS \aylazas 


a+l e+? 





Mit Benutzung von 





erhalten wir 


und damit ist die Formel I des Hilfssatzes 1 bewiesen. 
Die Formeln II und III sind unmittelbare Folgerungen aus Formel I. 


§ 3. 
Allgemeiner Hilfssatz iiber gleichmiBige Konvergenz. 


Bei der Herstellung der gesuchten Potentialfunktion « werden wir 
folgenden, leicht zu beweisenden Hilfssatz gebrauchen, dessen wesentlicher 
Inhalt bekannt ist.*) 

Hilfssatz 2. Es sei G ein im Endlichen gelegenes Gebiet der 
xy-Ebene und 

Uy, Ug, Us, °°° 
seien eine unendliche Reihe von Funktionen von 2, y mit folgenden Kigen- 
schaften: 

1. jede der Funktion v, sei innerhalb und auf dem Rande des Ge- 
bietes G stetig und einmal nach « sowie nach y differentiierbar; 

2. die ersten Ableitungen von v, innerhalb und auf dem Rande von 
G liegen absolut genommen unterhalb einer endlichen GréBe A, die von 
x, y und von h unabhingig ist: 

wenn dann die Funktionen 

Vy, Vay Usy *** 
*) Bendixson, Ofversigt of kongl. Vetenskaps-Akademius Forhandlinger, 


Bd. 54, sowie Townsend, Begriff und Anwendung des Doppellimes, Inaugural- 
dissertation, Gittingen 1900, 8. 34. 
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fiir jeden Punkt einer in G iiberall dichten Punktmenge gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergieren, so konvergieren sie fiir jeden beliebigen 
Punkt in G und auf dem Rande von G gegen einen endlichen Grenz- 
wert und zwar gleichmiBig fiir das Gebiet G. 

Der Limes 


Lv, 

h=o 
stellt mithin eine in G einschlieBlich des Randes stetige Funktion von 
x, y dar. 


§ 4. 
Hilfssatz iiber das Verschwinden eines gewissen Doppelintegrals 
bei willkiirlicher Wahl einer unter dem Integralzeichen vor- 
kommenden Funktion. 


Hilfssatz 3. Es sei in der xy-Ebene ein Rechteck R gegeben, dessen 
Seiten parallel zur z-Achse bezw. zur y-Achse laufen und die Lingen / 
bezw. U’ besitzen; die Ecken dieses Rechteckes mégen die Koordinaten 

a,b a+l,b; a+10+4+/; a b4+Tl 
haben. Ferner sei € eine Funktion von 2, y, die folgende Bedingungen 
erfiillt: 

1. die Ableitungen 

cok (m, n=O, 1, 2, 3) 


ea” ey" ? 


existieren im Rechteck R einschlieBlich der Seiten desselben und sind 
daselbst stetig. 
2. fir =a und x =a-+1 ist identisch fiir alle Werte von y 


¢=0, o 0, et 0 


0x ex? 
und fiir y=b, y=6b+T' ist identisch fiir alle Werte von x 
ag arg . 
f—% gS, gan? 


wenn dann F(x, y) eine Funktion von 2, y bezeichnet, die in R ein- 
schlieBlich der Seiten stetig verlauft, und wenn das iiber R erstreckte 
Integral 


{ { ba F(a, y) dxdy 
- js Cx dy® ry y 
(R) 


fiir alle den Bedingungen 1. und 2. geniigenden Funktionen § verschwindet, 
so hat die Funktion F’ notwendig die Form 


Fo=X+X'y4+X"y'+ Y¥4+ Yrs Ye, 











y 
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wo X, X’, X” stetige Funktionen von z allein und Y, Y’, Y” stetige 
Funktionen von y allein bedeuten. 

Beweis: Es seien s, 6, a, a’, a” irgend solche Zahlen, daB die samt- 
lichen Ausdriicke 


(s+teco+eatea+e'a" 


(e, e, e, e” =0,1) 


Werte darstellen, die >a und <a+J sind. Desgleichen seien ¢, r, 8, ’, 8” 
irgend solche Zahlen, daB die siimtlichen Ausdriicke 


t+ter+eB+ep' +e’ p” 
(g, é, e, e" = 0,1) 


Werte darstellen, die >b und <b+T' sind. Wir definieren dann eine 
Funktion § von « allein und eine Funktion 4 von y allein durch die 


Gleichungen 


—&=0 fir «<s 

und , x>s+6 
—E=(«—s)(st+o—2) , s<uvest+e 
7=0 fiir y<t 

und , y>t+r 
y=(y—Hg+t—-y) » tSySt+er 


Endlich fiihren wir zur Abkiirzung die folgenden Bezeichnungen ein, worin 
A(x), B(y) irgend welche Ausdriicke des Arguments x bezw. y bedeuten: 


Die Funktion 


dA = A(x +a) — A(2), 
dA = A(x + «’) — A(z), 
d@".A = A(x + a”) — A(a), 
d B= By +6) — By), 
dy B= By + B')— BY), 
dy B= Biy+ Bp’) — BY). 


i a. 


fer yy} 
c= ff fac MdEOd>Edadudax ff fa Pa- Mare ndydydy 
6b b 


aaa 


b 


besitzt dann offenbar alle oben vorgeschriebenen Eigenschaften und nach 


der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes ist daher 


atl b+l 


{ [ d-a-odeerg dd MAK Pn . F(a, y)dady = 0. 
a 6 
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Setzen wir zunichst 


640 
(1) [ d-d- Pd? - F(z,y)dy = (2), 
so haben wir 
a+l 
(2) ff ddl #§- G(x) daz = 0 
oder F 
at+l 


J §- Gaede G(x)dx = 0 


und, indem wir hier auf das Integral linker Hand den Mittelwertsatz fiir 
bestimmte Integrale anwenden, folgt unter Fortlassung des Faktors: 


fx — x)dz: 


die Gleichung 
aM a@de G(s +98)—0, (0S PS)1) 
Der Grenziibergang fiir 6 = 0 fiihrt uns zu der Gleichung 
(3) dae rade G(s) = 0. 
Setzen wir in (1) statt x die Variable s ein und wenden wir dann 
die Operation dd“) d@") auf (1) an, so folgt vermége (3) die Gleichung 


b+0 


f d-PA- PAP « Hodder de” F(s, y)dy = 0 
b 


und genau wie vorhin die Gleichung (3) aus (2) folgte, so gewinnen wir 
jetzt aus (4) die Gleichung 
AMAA IAD der ae” F(o, t) = 0. 

Diese Formel gilt identisch fiir alle Zahlen s, «, «’, «”, t, B, B’, B’, 

wenn nur die samtlichen Ausdriicke 
steateéa’+e"a", t+ep+ep +e"p’ 
(¢, e’, e" = 0,1) 

noch in die Intervalle a bis a +1 bezw. b bis b+ 1’ fallen. Aus diesem 


Umstande folgt ohne Schwierigkeit, daB F(x, y) die im Hilfssatze 3 be- 
hauptete Gestalt haben mub. 

















Uber das Dirichletsche Prinzip. 


§ 5. 
Konstruktion der gesuchten Potentialfunktion auf Grund des 
Dirichletschen Prinzips. 


Entsprechend dem Grundgedanken des Dirichletschen Prinzips werden 
wir im folgenden auf unserer Riemannschen Fliche F Systeme von stiick- 
weise analytischen Funktionen U(a,y) ins Auge fassen, deren jede auf 
der Kurve C den Sprung 1 erleidet und fiir welche das iiber die gesamte 
Riemannsche ‘Fliche F' erstreckte Dirichletsche Integral einen end- 
lichen Wert besitzt. Dabei wird, wie in Hilfssatz 1 in § 2, eine Funktion 
als ,stiickweise analytisch“ bezeichnet, wenn sie aus einer endlichen 
Anzahl von analytischen Funktionen zusammengesetzt ist, die in stiick- 
weise analytischen Kurven stetig aneinandergrenzen und einschlieBlich 
dieser Grenzkurven sich regulir verhalten. DaB es auf unserer Riemann- 
schen Flache F' Funktionen U(x, y) von der verlangten Beschaffenheit ge- 
wiB gibt, erkennen wir leicht auf folgende Weise. Wir konstruieren auf 
der Riemannschen Flache F' in geniigender Nahe neben C einen C nicht 
schneidenden und ebenfalls geschlossenen Polygonzug C*, dessen Teil- 
stiicke den geradlinigen Stiicken von C beziiglich parallel sind, so dab 
das von C und C* begrenzte ringférmige Gebiet von Verzweigungspunkten 
frei bleibt und es méglich wird, aus linearen Funktionen von 2, y stiick- 
weise eine Funktion zusammenzusetzen, die im Inneren dieses ringférmigen 
Gebietes stetig ist und auf C den Wert 1, auf C* den Wert 0 annimmt. 
Setzt man U in dem zwischen C und C* gelegenen Gebiete gleich dieser 
stiickweise linearen Funktion und definiert man U in allen iibrigen Punkten 
der Riemannschen Flache gleich 0, so erfiillt U offenbar die gestellten 
Forderungen. 

Nunmehr bezeichnen wir mit d die untere Grenze der Werte der 
Dirichletschen Integrale aller méglichen Funktionen U(a, y) und denken 
uns dann eine solche unendliche Reihe von Funktionen U(x,y) aus- 
gewahlt, etwa 


(5) U;, U;; Us, 7 a 


deren Dirichletsche Integrale gegen d konvergieren. Endlich sei D eine 
Zahl, die gréBer als alle Werte der Dirichletschen Integrale der Funk- 
tionen (5) ausfallt. 

Wenn wir eine Funktion U um irgend eine Konstante vermehren, 
so andert sich der Wert des Dirichletschen Integrals dadurch nicht. 
Es bezeichne S auf der Riemannschen Flache irgend eine geradlinige 
endliche zur x-Achse parallele Strecke, die keinen Verzweigungspunkt ent- 
halt und die Kurve C nicht trifft; dann denken wir uns jede der Funk- 
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tionen (5) um je eine solche Konstante vermehrt, da die Integrale 
der verainderten Funktionen, iiber die Strecke S erstreckt, samtlich ver- 
schwinden. Behalten wir fiir die verinderten Funktionen die urspriing- 
liche Bezeichnung U, bei, so geniigen sie den folgenden Bedingungen: 


JS oon) + ‘in oii oe 
aU, 
iE Lf See (2) | avay =a, 


fU,de=0, (h=1,2,3,-+). 
(S) 


Man kénnte zeigen, daB die Werte unserer Funktionen 
(6) U;, U3, Us, ia 


nicht notwendig fiir jeden Punkt der Riemannschen Flache gegen einen 
Grenzwert konvergieren und daB es auch im allgemeinen nicht méglich 
ist, aus dieser Funktionenreihe (6) eine solche unendliche Reihe aus- 
zuwihlen, deren Werte fiir jeden Punkt der Riemannschen Fiche gegen 
einen Grenzwert konvergieren. Hingegen wird sich aus den Funktionen 
(6) eine unendliche Reihe derart auswihlen lassen, dab die Doppelintegrale 
dieser Funktionen iiber gewisse auf der Riemannschen Filiche gelegene 
Rechtecke stets gegen einen Grenzwert konvergieren und diese Grenzwerte 
werden uns dann zur Konstruktion der gesuchten Potentialfunktion dienen. 

Wir fixieren in den verschiedenen Blittern der Riemannschen Flache 
simtliche derartige Punkte, deren Koordinaten rationale Zahlen sind. So- 
dann fassen wir alle diejenigen auf der Riemannschen Filiiche gelegenen 
Rechtecke R ins Auge, deren Ecken derartige Punkte sind und deren 
Seiten parallel zur z-Achse und y-Achse laufen, die iiberdies so gelegen 
sind, daB in ihrem Inneren oder auf den Seiten kein Verzweigungspunkt 
der Riemannschen Flaiche und auch kein Punkt der Kurve C enthalten 
ist. Diese Rechtecke R bilden eine abzahlbare Menge und seien in die 
unendliche Reihe 
(7) R,, By, By, - 
angeordnet. 

Wir betrachten nun irgend eines der Rechtecke (7), etwa das Recht- 
eck R, und bilden auf der Riemannschen Fliiche eine endliche Kette von 
Rechtecken, deren erstes ein Reckteck mit der Seite S und deren letztes 
das Rechteck R, ist und in welcher jedes folgende Rechteck mit dem vor- 
hergehenden eine Seite gemein hat. Da die Integrale der Funktionen (6) 
iiber die Strecke S simtlich verschwinden, so schlieBen wir, indem wir 
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die Formeln I und III des Hilfssatzes 1 in § 2 auf die Rechtecke unserer 
Kette anwenden und unter D die vorhin eingefiihrte obere Grenze der 
Dirichletschen Integrale verstehen, daB die iiber die Seiten von R, er- 
streckten Integrale der Funktionen U, absolut genommen gewi8 unterhalb 
einer endlichen Grenze bleiben, welche nur von der Gestalt und Lage des 
Rechteckes R,, nicht aber von dem Index h, d.h. nicht von der Auswahl 
der Funktion U, aus der Reihe (6) abhingt. Wenden wir dann noch die 
Formel II des Hilfssatzes 1 in § 2 auf das Rechteck R, an, so folgt, daB 
auch das tiber dieses Rechteck erstreckte Doppelintegral der Funktion U,, 


d. h. das Integral 
J J U,dady 
(Ry) 
absolut genommen unterhalb einer endlichen vom Index h unabhingigen 
Grenze liegen muB. 
Diese Betrachtung setzt uns in den Stand, in der Reihe der Funk- 
tionen (6) die gewiinschte Auswahl zu treffen. 
Wir betrachten zuniichst das Rechteck R,. Da die iiber dieses Recht- 
eck erstreckten Doppelintegrale 


|e i U,da dy (h = 1, 2, 3, ---) 
(R,) 


absolut genommen samtlich unter einer endlichen Grenze bleiben, so ist 
es leicht méglich eine unendliche Anzahl aus den Funktionen U, der un- 
endlichen Reihe (6) auszuwihlen, etwa die Funktionen 


(8) U,', U,’, U;', sais 
derart, daB die Doppelintegrale dieser Funktionen sich einem bestimmten 
endlichen Grenzwerte naihern und mithin 


Lf f Ujdady 
‘= 2 (R,) 


existiert. Jetzt heben wir aus der Funktionenreihe (8) eine solche un- 
endliche Anzahl von Funktionen, etwa die Funktionen 


(9) U,", U,", U;", - 
heraus derart, daB die iiber das Rechteck R, erstreckten Doppelintegrale 
dieser Funktionen sich einem bestimmten endlichen Grenzwerte nahern 


und mithin 
L ff U;'dedy 
*° (Ry) 


existiert. Entsprechend wihlen wir aus der Funktionenreihe (9) eine un- 
endliche Anzahl von Funktionen 
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aus derart, daB 


existiert u. s. f. 
Setzen wir nun 
u, = U,', uy= U,", us = U,”, - 
so ist offenbar die unendliche Funktionenreihe 
(10) Uy, Ug, Ug, -*° 
eine derartige, daB fiir jedes Rechteck R, aus der unendlichen Reihe (7) 


Lf Jf wudady 
oa - = “RS 
existiert. 


Die Funktionenreihe (10) wird uns die Konstruktion der gesuchten 
Potentialfunktion auf der Riemannschen Flache in folgender Weise er- 
méglichen. 

Es sei ein Rechteck R auf der Riemannschen Fliiche gegeben, dessen 
Seiten parallel zu den Koordinatenachsen laufen und die Liingen / bezw. 
U’ besitzen, die Koordinaten der Ecken dieses Rechteckes seien 


a,b; a+b; a+lb4+7; abd4+03 
und 2, y seien die Koordinaten eines Punktes im Inneren oder auf einer 
Seite dieses Rechteckes R. Wir setzen zur Abkiirzung 


zy 
v;, = Jf udedy 


und beweisen dann folgende Tatsachen. 
I. Es existiert stets der Grenzwert 


zy 
I. v(a, y) = Lo, = S Sf udedy 
=e =m a b 


und zwar konvergieren die Funktionen v, gleichmaBig fiir alle Punkte z, 
y im Inneren oder auf einer Seite des Rechteckes R gegen jenen Grenz- 
wert; die durch jenen Grenzwert I dargestellte Funktion ist daher eine 
stetige Funktion von 2, y in R. 
II. Die durch den Grenzwert I dargestellte Funktion von 2, y ist be- 
liebig oft differentiierbar und zwar definiert 
ate ytn 


I. u(a,y)= ity s505,2 Zf fosei= 2 i nf J wsdeds 


im Rechteck R die gesuchte Potentialfunktion auf mm Riemann ves Fliche Ff. 
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8 6. 


Beweis der Existenz der Funktion v. 


Zum Beweise der aufgestellten Behauptungen I und II dienen die 
folgenden Entwicklungen. 

Es sei R, ein bestimmt ausgewihltes Rechteck in der unendlichen 
Reihe (7) mit den Ecken a, b; a+1,6; a+1,6+1; a,6+TU und a, y 
seien die Koordinaten eines Punktes im Inneren oder auf den Seiten dieses 
Rechteckes. Wir haben erkannt, daB die tiber die Seiten von R, er- 
streckten Integrale der Funktionen U, unterhalb einer endlichen von h 
unabhiingigen Grenze liegen; wir nennen diese Grenze G,. Da die Funk- 
tionen «, unter den Funktionen U, enthalten sind, so gelten mithin Glei- 
chungen von der Form 

a+l 


J uaz = 9*6,, 
b+l 
Sf umay = o**G,, 


6 
worin #*, #** Zahlen sind, die den Ungleichungen 
—1<@<+1, —1<0"<¢+1 
geniigen. Wenden wir nun die Formel III des Hilfssatzes 1 in § 2 auf 
das Rechteck mit den Ecken 
a,b; at+1,b; at+ly; ay 
an, so erhalten wir 


y a+l 
Lf w(a,y)dy =(y—b f u,(a,b)dx + 9”(1+ y—b)(D+41y—d), 
6 a 
= ol. o*G,+ 6° (+7) (D+4l), 
(-1<@<+4+1, -—1<8"°<41-1<80”"<+1) 
und diese Gleichung zeigt, daB der absolute Wert des einfachen Integrals 


y 


of u(a,y) ae 


unterhalb einer gewissen endlichen Grenze liegt, die weder von h noch 
von der Ordinate des Punktes xz, y in R, abhingig ist. Hieraus folgt 
unmittelbar, wenn wir die Formel I des Hilfssatzes 1 in § 2 auf das 
Rechteck mit den Ecken 


a, b; x, b; 2%, Y; ay 
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anwenden, daB auch der absolute Wert des einfachen Integrales 


y 
fus(a, yay 
b 


unterhalb einer gewissen endlichen Grenze liegt, die weder von h noch 
von der Lage des Punktes x, y in R, abhiingt. 
Das gleiche wird in analoger Weise von dem einfachen Integral 


fale sae 


gezeigt. 
Wenn die Koordinaten x, y rationale Zahlen sind, so gehédrt das aus 
den Ecken 
a,b; 2,6; wy; a,y 
gebildete Rechteck selbst zu den Rechtecken (7); in diesem Falle existiert 
mithin nach § 5 der Grenzwert 


i = L _f finaeas 


Da andererseits nach dem eben Bewiesenen die Ableitungen von v, nach 2, y: 


y 


x 
Ov, Ov, y 
= > oo Gs t 
Oa fesay, oy [maa 
e 
a 


6 


absolut genommen siimtlich unterhalb einer von hk und von 2, y unab- 
hiingigen Grenze bleiben, so erfiillt die unendliche Reihe der Funktionen 


Vy, Uz, Us, °° 
alle Bedingungen des Hilfssatzes 3 in § 3; nach diesem Hilfssatze kon- 
vergieren also diese Funktionen gleichmaBig in 2, gegen eine Grenzfunktion: 


0(2, 9) = Lo,; 


diese Gleichung definiert mithin eine in R, stetige Funktion der Variabeln 
x,y. Damit ist die Behauptung I in § 5 bewiesen fiir den Fall, daB wir 
ein Rechteck R, aus der Reihe (7) der Betrachtung zugrunde legen. 

Wihlen wir nun statt dieses Rechteckes FR, ein beliebiges Rechteck, 
dessen Seiten parallel zur z-Achse und zur y-Achse laufen und das keinen 
Verzweigungspunkt und keinen Punkt der Kurve C enthilt, etwa das 
Rechteck R mit den Ecken 


a, B; a+ A, B; a+a,B+4; a, B+K 
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und bezeichnen wir mit x, y einen in diesem Rechteck R gelegenen Punkt, 
so erweist sich auch von der Funktionenreihe 


zy 
= [ fu, da dy 
ep @ 
die Behauptung I in § 5 leicht als zutreffend, wenn wir ein Rechteck R, 
in der Reihe (7) wahlen, welches das Rechteck R im Inneren enthiilt 
und dann auf R, die eben bewiesene Behauptung | anwenden. 


§ 7. 
Existenz der Funktion « und Beweis ihrer Potentialeigenschaft. 


Wir gehen nun zum Beweise der Behauptung II in § 5 iiber. Zu 
dem Zwecke erértern wir zuniichst folgende Kigenschaft unserer Funktionen- 
reihe (10). 

Es sei R irgend ein Rechteck auf unserer Riemannschen Fliiche 
mit den Ecken 

a, b; a+l, b; a+lbo+l; a,b+l’, 
welches keinen Verzweigungspunkt und keinen Punkt der Kurve C ent- 
hilt. Wenn dann € irgend eine stiickweise analytische Funktion von a, y 
bedeutet, die nebst ikren ersten Ableitungen nach wz, y innerhalb des 
Rechteckes R einschlieBlich seiner Seiten stetig ist und auf den Seiten 
von R verschwindet, so gilt stets die Gleichung 


eo og OM ot Ou, | _ 
(11) ines I laa ox T oy oy) dudy— 9, 
(R) 


wo das Doppelintegral iiber das Rechteck R zu erstrecken ist. 
Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil an, es 
lieBe sich aus unserer Funktionenreihe (10) ; 


Uy) Ugy Ugy eee 
eine unendliche Reihe 


uy’, Us, Us, a 
der Art herausgreifen, daB fiir alle h 
eo x ( 7 Ou, 0g ou, 
Shi — + 3y na | dedy =e oder <oe 
(R) 
wire, wo @ im ersten Fall eine positive, im zweiten Falle eine negative, 
von h unabhingige Zahl bedeutet. Dann setzen wir 
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(R) 


und definieren auf unserer Riemannschen Fliche F' eine stetige Funk- 
tion £, so daB € in R mit der vorgelegten Funktion € iibereinstimmt und 
auBerhalb iiberall den Wert O hat. Die Funktionen 


u, — *€, (h = 1, 2,3,---) 
sind dann stiickweise analytische Funktionen auf F, die in C den Sprung I 


erleiden, und das iiber F' erstreckte Dirichletsche Integral fiir diese 
Funktion erhalt den Wert 


O(u,—«h)\* , (O(u,—xh\? 
J fk ia) ta) | dees 
—f f\GE) +) tyne f PSE BE + Gl cet 
und folglich wiirden wir fiir alle h 


Spire) + Ci=*0""| andy <a, —x0, 
(F) 


erhalten, wo d, das iiber F' erstreckte Dirichletsche Integral fiir u,; be- 
deutet und also auf Grund der Festsetzung in § 5 d, sich bei wachsen- 
dem h der Grenze d nihert. Da 


aioe st) | avay 


eine positive, von hk unabhingige Zahl wird, so wiire mithin d gewiB 
nicht die untere Grenze aller méglichen Werte von Dirichletschen 
Integralen. Dieser Widerspruch zeigt die Unzuliissigkeit unserer Annahme 
und damit ist der Beweis fiir unsere obige Behauptung erbracht. 

Die eben bewiesene Gleichung (11) entspricht der Forderung des 
Verschwindens der ersten Variation in der gewdéhnlichen Variations- 
rechnung. 

Um nun den Grenziibergang fiir h = co unter dem Integralzeichen 
in (11) ausfiihren zu kiénnen, wenden wir das Mittel der partiellen Inte- 
gration an, aber nicht, indem wir wie in der gewéhnlichen Variations- 
rechnung nach Lagrange die Ableitungen der Variation ¢ fortschaffen, 

















ae 


1- 








Uber das Dirichletsche Prinzip. 177 


sondern wir schaffen im Gegenteil die Ableitungen von wu, fort und fiihren 
statt derselben mehrfache Integrale von uw, ein. 

Die Variation € sei von nun an eine stiickweise analytische Funktion 
von x, y, die folgende Bedingung erfiillt. 

1. Die Ableitungen 


gate 
aa” oy"’ (m,n=0, 1, 2, 3) 
existieren im Rechteck R einschlieBlich der Seiten desselben und sind 
daselbst stetig. 

2. Fir =a und «=a +l ist identisch fiir alle Werte von y 
org 


ant Q, 


Fir y= 6 und y=b +1’ ist identisch fir alle Werte von x 
= of OF 4 
f=0, 5-0, 50. 


Indem wir dann die Formel fiir partielle Integration wiederholt fiir 
die Integration nach # und nach y in Anwendung bringen, gelangen wir, 
unter a*, b* irgend zwei beziiglich zwischen den Grenzen a, a+/ und 
b,b+U' gelegene Zahlen verstanden, zu folgenden Gleichungen 





a+l 
oe dem — a, dx 
a+l 
ie u,dx = — “é fade dx 
und ferner, wenn 
v, { fini 
a* Oe 


gesetzt wird: 


ots 
fi Sfinde dy = - fei dy 
Sook v,dy = fot fo dy-dy 
b4+0 y b+ 
o*g . [ 
foe Oy? fray: dy = faa Oye hp f frviniw dy. 
os 5 


Mathematische Annalen. LIX. 12 
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Mithin ist 


7] 
J fie C dx dy = — | few apy of frnaviy dx dy. 
(R) 


Ebenso finden wir 


f@ 7,3 
[E6007 folly fotet se 
( a 


Die Addition der beiden letzten Formeln liefert 


es (se Ou, Of Om) 2. 
Jy ga ba + by by | Oey 
~—f fewer ff frre f fo dx dz} didy, 


Wenden wir nun die Behauptung I in § 5, die in § 6 bereits be- 
wiesen worden ist, auf diejenigen vier Rechtecke an, in welche das Recht- 
eck R durch die beiden Geraden 

a=a*, y=b* 
zerlegt wird, so erkennen wir, daB die Funktionenreihe 
Vy, Ug, Us, > ° 


gleichmaBig im Rechteck R einschlieBlich der Seiten desselben konvergiert. 
Die Grenzfunktion 


x y 
vo(iz,y= Loy, = L u,dxdy 
h=e h= We 


a* b* 


ist mithin in R stetig und da wegen der gleichmiBigen Konvergenz die 
Reihenfolge des Grenziiberganges fiir h = co und der Integrationsprozesse 
vertauscht werden darf, so haben wir 


{ze OU, , 26 Ou,) > 
as td Cx Ox t 5y py | day 
“SES fee aa oy olf foanars ff de da| dedy 
oS ewe ays [J foariy +f fodede| azay 
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Unter Benutzung dieser Umformung und bei Einfihrung der ab- 
kiirzenden Bezeichnung 


zeyy 


w(x, y) Sf ff ededzdyay 


driickt sich die in Formel (11) ausgesprochene Behauptung wie folgt aus. 
Die Funktion w(#, y) ist von der Art, daB fiir jede beliebige den 
Bedingungen 1. und 2. geniigende Funktion § stets das iiber R erstreckte 


Doppelintegral ; 
Slav Awdady 
(R) 
den Wert 0 hat. 
Da Aw eine stetige Funktion von 2, y ist, so folgt hieraus nach 
Hilfssatz 3 in § 4, daB Aw notwendig die Gestalt hat 


(12) Aw = Xy?+ X’y4+ X"+ Yo'+ Y'r+ Y", 


wo X, X’, X” stetige Funktionen der Variabeln x allein und Y, Y’, Y” 
stetige Funktionen der Variabeln y allein bedeuten. Setzen wir 


z=w— ' Ky X/y +X” dixdx+2 er Xéedudude 
JJ Janda + af fff 


yy yuyvy 
— ff {¥at+ Yat Y"\dydy+2f ff [ Ydydydydy, 
bo %» 
so geht die Gleichung (12) iiber in die Gleichung 
Az=0 


und diese zeigt, daB z eine innerhalb FR regulire Potentialfunktion ist 
Da eine regulire Potentialfunktion nach den beiden Veriinderlichen x, y 
beliebig oft differentiiert werden kann und alle ihre Ableitungen ebenfalls 
regulire Potentialfunktionen sind, so folgt, daB auch 
ee we ~ PF 
6x by" 
eine innerhalb R regulire Potentialfunktion ist. 

Setzen wir in dem Ausdruck v — 2X — 2Y insbesondere y = b* ein 
und beriicksichtigen, daB wv fiir y = b* identisch in x verschwindet, so 
folgt, daB X notwendig eine analytische und also nach 2 differentiierbare 
Funktion sein mu8; ebenso folgt durch Einsetzen von # = a* in jenen 
Ausdruck, da8 Y eine analytische und also nach y differentiierbare Funk- 
tion sein mu. Mithin ist die Funktion v analytisch und also gewib 
nach w und nach y differentiierbar: setzen wir 


1v* 
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0°z 0% v 
u(x, y) = da*dy® dxdy’ 


so erhellt, daB u ebenfalls eine innerhalb R regulire Potentialfunktion ist. 
Die hieraus zu entnehmende Formel 


rt+eyty 
1 
u@jyy=L Le fruazdy 
e=0 h=ow ®4 
7=0 x y 


zeigt, daB der Wert der Funktion « von der Wahl der Zahlet a*, b* 
unabhingig ist und mithin definiert diese Formel auf der ganzen Rie- 
mannschen Fliche F’ eine Potentialfunktion, die gewi8 iiberall im End- 
lichen sich regulir verhailt, wenn man von den Punkten der Kurve C und 
den Verzweigungsstellen absieht. 

Um zu erkennen, daB u(x, y) die gesuchte Potentialfunktion der ge- 
gebenen Riemannschen Fliche F ist, eriibrigt noch zu zeigen, daB u(z, y) 
in dem in § 1 festgesetzten Sinne beim Ubergange iiber die Kurve C den 
Sprung 1 erleidet und daB uw auch in den unendlichfernen Punkten und 
in den Verzweigungspunkten der Riemannschen Flaiche F’ in dem in 
§ 1 festgesetzten Sinne sich regular verhiilt. 


$ 8. 


Beweis fiir die verlangte Unstetigkeit der Potentialfunktion « 
auf der Kurve C. 


Der Nachweis fiir das verlangte unstetige Verhalten auf der Kurve C 
laBt sich sehr einfach fiihren. Wir fndern zu dem Zwecke die Kurve CU 
auf der Riemannschen Fliche F’ in der Weise ab, wie wir dies im § 5 
getan haben, indem wir die einzelnen geradlinigen Stiicke des Polygon- 
zuges ( parallel mit sich nach der Seite hin verschieben, nach welcher 
die Vermehrung der Funktionswerte um 1 eintritt, und gleichzeitig jedes 
geradlinige Stiick in geeigneter Weise verlingern oder verkiirzen, so dab 
die abgeinderten Stiicke wiederum einen geschlossenen Polygonzug bilden, 
den wir C* nennen. Wir treffen die Abiénderung so, daB in dem zwischen 
C und C* gelegenen ringférmigen Gebiete kein Verzweigungspunkt der 
Riemannschen Flaiche zu liegen kommt. Nunmehr fiihren wir unsere 
gesamte Betrachtung fiir den Polygonzug C* anstatt wie friiher fiir den 
Polygonzug C aus. Wir bezeichnen der Kiirze halber eine Funktion, die 
innerhalb des von C und C* begrenzten ringférmigen Gebietes den kon- 
stanten Wert 1 hat und sonst iiberall auf der Riemannschen Fiche 
verschwindet, mit 1*. Aus jeder beliebigen Funktion U, die auf der 
Riemannschen Fliche F stetig verliuft und nur in C den Sprung 1 








ee ee ee ee 


Qo, = Se 
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erleidet, gewinnen wir dann offenbar durch Subtraktion der Funktion 1* 
eine Funktion, die auf der Riemannschen Fliche F stetig verliuft und 
nur in C* den Sprung 1 erleidet und wir kénnen offenbar fiir die neue 
Betrachtung von vornherein die Funktionenreihe 
u, — 1*, u,—1*, u, —1*,--- 

gugrunde legen, wo tm, %», Us,-+- die in den vorigen Entwickelungen 
gewonnenen und zur Konstruktion unserer Potentialfunktion w verwandten 
Funktionen (10) bedeuten. Unser Verfahren zeigt dann, daB sich aus 
dieser Funktionenreihe eine Auswahl 


, # , # , ee an 
u, —1*, uy —1*, u,’ — 1%, 


| muB treffen lassen, derart, daB der durch die Formel 
r+e yt+y 
wW=eL L f foi 1*)dxdy 
e=0h=@ 
n=0 x y 


definierte Ausdruck eine Potentialfunktion darstellt, die nur in den Punkten 
des Polygonzuges C* unstetig ist. Nun ist aber jener Ausdruck u* offen- 
bar gleich «w—1* und mithin w— 1* eine auf C reguliire Potential- 
funktion, d. h. uw erleidet in dem in § 1 festgesetzten Sinne beim Uber- 
gange tiber die Kurve C den Sprung 1. 

§ 9. 
Der Wert des Dirichletschen Integrals der Potentialfunktion « 

auf der Riemannschen Fliche. 


7 Um das Verhalten der gefundenen Potentialfunktion « in den unendlich- 
fernen Punkten und in den Verzweigungspunkten der Riemannschen 


Fliche F' zu beurteilen, ist es zuvor nétig, zu zeigen, daB die Funktion w 
. das ins Auge gefaBte Dirichletsche Variationsproblem lést, daB der 
. Wert des iiber die gesamte Riemannsche Fliche erstreckten Dirichlet- 
" schen Integrals fiir diese Funktion wirklich gleich der in § 5 mit d be- 
‘ zeichneten Grenze aller méglichen Werte der iiber F erstreckten Dirich- 
. letschen Integrale wird. 

“ Beim Nachweise hierfiir bedienen wir uns der folgenden Tatsache: 

" Es sei R irgend ein Rechteck auf unserer Riemannschen Fliche 
" mit den Ecken 

" a,b; a+l,b; a+lb4+l; a, b+, 

‘. welches keinen Verzweigungspunkt und keinen Punkt der Kurve C enthiilt 
° und f(a, y) sei eine in R einschlieBlich der Seiten von R reguliire ana- 
© lytische Funktion: wird dann zur Abkiirzung 


o, =u, — u 
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gesetzt, so behaupte ich, daB stets die Gleichung gilt 


zy 
L f f(x, y)- o,dxdy = 0. 
i A 


(a<av<a+l, b<y<b+l) 


und zwar konvergiert das Doppelintegral gleichmdfig fiir alle in R ge- 
legenen Punkte xz, y gegen den Wert 0. 

Zam Beweise dieser eaten formen wir das Doppelintegral wie 
folgt um 


ffir o,dxdy = -1f Posted (ip f foxteay dy 
$i J foseeay da +f fith J fosteay dxdy 


und bedenken dann, daB das Deppelintegral 


y 
[fodvay - | ‘finde dy - f fuasay 
gleichmaBig fiir alle in R isles Punkte x, y gegen den Wert 0 kon- 
vergiert. 

Wir wollen nun zeigen, daB das iiber die gesamte Riemannsche 
Fliche F erstreckte Dirichletsche Integral fiir die Potentialfunktion u 
einen endlichen Wert besitzt, der gewiB nicht gréBer als d ist. Im ent- 
gegengesetzten Falle nimlich miiBte es gewiB auch méglich sein, auf der 
Riemannschen Flaiche F’ ein ganz im Endlichen gelegenes, von Ver- 
zweigungspunkten und Punkten der Kurve C freies Gebiet G abzugrenzen, 
so daB das iiber G erstreckte Dirichletsche Integral fiir die Funktion u 
gréBer als d ausfallt und zwar nehmen wir an, es sei das iiber G erstreckte 
Dirichletsche Integral > d + p, wo p eine gewisse positive Zahl bedeutet. 
Dann konstruieren wir einen Polygonzug P, der aus einer endlichen An- 
zahl geradliniger zur z-Achse oder zur y-Achse paralleler Stiicke besteht 
derart, daB das Gebiet G auf der Riemannschen Fliche ganz in das 
Innere des durch diesen Polygonzug P begrenzten Polygones zu liegen 
kommt. Endlich wihlen wir noch eine positive GréBe 0 so klein, dab 
das Gebiet G auch innerhalb jedes solchen Polygonzuges P;, enthalten 
bleibt, der aus P durch eine Parallelverschiebung: 


a=a2t+t, 0<t<d 
y=yt+y, OSI 





ie 
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hervorgeht. Offenbar sind dann die iiber das Innere der Polygonziige P;, 
erstreckten Dirichletschen Integrale fiir die Funktion u ebenfalls saimtlich 
=>d-+ p; wir kénnen daher aus der Identitat 


Ke {(@)'+ 2)"| ava 
“LJ\@) (Sy Dhawan af fae Con 4. oe ea) dedy 


(Fey) (Psy) 
“ape {(52)’ + (a)’ ) |dedy, 


in der die Doppelintegrale tiber das Innere des Polygones P:, zu erstrecken 
sind, die Ungleichung entnehmen 


J J\@ (a2) + (ee) intitle (én ox t by oy b4eay, 


Um so mehr ist 


(13) J Jt) (52) +(S2) dady>d+p+ af te on oe a dady 
(P:,) 





wenn das Doppelintegral linker Hand tiber die ganze Riemannsche 
Fliche F erstreckt wird. Andererseits gilt die Formel 


a . 7] a 
SI (ss oe + 5a a | dx dy = “f Ay Os —{ [au o,dady; 
(P:,) (P:,) (P: ty) 


‘ 


hierin ist das erste Integral rechter Hand tiber den Polygonzug P;, zu 
erstrecken, wobei s, ¢ die Variabeln x, +y beziiglich y, + bedeuten, 
jenachdem die betreffende Polygonseite zur w-Achse oder zur y-Achse 
parallel liuft. Wegen Aw =O gewinnen wir die Formel 


{Gu é Coy ou Om,)\ _ Ou 
(14) Sli Cx ey dyJ at a, ds. 
(P:,) (P:,) 


Nun lehrt die am Anfang dieses Paragraphen erkannte Tatsache, dab, 
wenn wir das Integral rechter Hand in (14) nach § und y zwischen den 
Grenzen 0 und 0 integrieren und dann zur Grenze h = oo iibergehen, 
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sich Null ergibt und mithin gilt das gleiche fiir die linke Seite, d. h. 
wir haben 


66a 
*(*[ eu eo, Ou da) > 
LSS [fle dx Oy By | S249 aoe a: 
ou (P:,) 


Integrieren wir nun die Gleichung (13) nach € und y zwischen den 
Grenzen 0 und 6 und gehen dann zur Grenze h = oo iiber, so erhalten wir 


0?d > 0*(d+ p) 


und diese Ungleichung enthilt wegen p > 0 einen Widerspruch. Unsere 
Annahme ist mithin unzulassig, d. h. das iiber die gesamte Riemannsche 
Fliche F' erstreckte Integral fiir die Potentialfunktion wu besitzt einen 
endlichen Wert, der gewiB nicht gréBer als d ist. 

Dieser Wert kann auch nicht kleiner als d sein, da unserer anfing- 
lichen Festsetzung zufolge d die untere Grenze aller méglichen Werte der 
Dirichletschen Integrale fiir die in Betracht kommenden Funktionen 
bezeichnet. Das iiber F' erstreckte Dirichletsche Integral fiir die Funk- 
tion « hat daher genau den Wert d und mithin lést die Potentialfunk- 
tion w das Dirichletsche Variationsproblem. 


§ 10. 


Beweis fiir das reguliire Verhalten der Potentialfunktion « in den 
unendlichfernen Punkten und in den Verzweigungspunkten der 
Riemannschen Fliche. 


Um zu beweisen, daB® die gefundene Funktion w auch in den un- 
endlichfernen Punkten und in den Verzweigungspunkten der Riemann- 
schen Fliche F' in dem in § | festgesetzten Sinne sich regulir verhiilt, 
bedenken wir, daB bei der in § 1 angegebenen Transformation das vor- 
gelegte Dirichletsche Integral wieder in ein Dirichletsches Integral 
iibergeht und mithin das iiber die transformierte Riemannsche Fliche 
erstreckte Dirichletsche Integral den gleichen endlichen Wert besitzt, 
wie das iiber die urspriinglich vorgelegte Fliche F' erstreckte Integral. 
Bei der in § 1 angegebenen Transformation gehen die Verzweigungspunkte, 
bezw. die unendlichfernen Punkte der Riemannschen Fliche F in ge- 
wohnliche Punkte iiber und mithin haben wir nach der dort getroffenen 
Festsetzung nur nétig zu zeigen, daB die transformierte Potentialfunktion 
u* in einem gewoéhnlichen Punkte P sich regulir verhalten muB, falls sie 
in der Umgebung dieses Punktes P eindeutig und regular ist und ein 
endliches Dirichletsches Integral aufweist. Hierzu benutzen wir die aus 
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dem Laurentschen Satze leicht zu folgernde Tatsache, daB u* in der 
Umgebung von P eine Reihenentwickelung von der Gestalt 


u*(x, y) = (a+alr) 
+ (a, + *) cos p + (a, + “s) cos 2g + (agr3 + *) cos 3g +--- 


+ (dr +) sin p + (b,7*+ f) sin 29 + (0,73 +") sin 39 -+--- 


besitzen muB, wo r die Entfernung des Punktes x, y von P und den 
Winkel bezeichnet, den die Verbindungsgrade zwischen diesen Punkten 
mit der w-Achse einschlieBt und wo a, @, a1, 1, Gy, Gy, Ms, @,--- b,, B,, 
b,, Bo, by, Bs,--- Konstante bedeuten. Es mégen r,r’>r zwei besondere 
Werte bezeichnen, fiir welche jene Reihenentwickelung konvergiert, die 
von den mit r und ry’ um P geschlagenen Kreisen gebildet wird. Das 
iiber diesen Kreisring erstreckte Dirichletsche Integral fiir die Potential- 
funktion u* ist bekanntlich nach dem Greenschen Satz durch die Integrale 
iiber die Peripherie jener beiden Kreise ansdriickbar; man erhilt fiir 
dasselbe den Wert 


22 22 2 
. du* x cu* 
u® —-rdgy — | | u*——|r'dg. 
er Or |e, 
e e _ 
0 0 


Da das Dirichletsche Integral iiber die gesamte Flache erstreckt 
einen endlichen Wert d haben soll, so muB auch 


22 

Ou* 
ace . 
u ay Tap 


e 
0 


hei abnehmendem 7, absolut genommen, unterhaib einer endlichen GréBe A 
bleiben und daraus entnehmen wir, daB das Integral 


r 32 ., 22 22 
. ou 1 P 1 2 
fh omar forum: fier 
r ‘o 0 
absolut genommen unterhalb der Grenze 
fe: dr = Al ~ 
r r 
v 


bleibt, d. h. das Integral 


Qa 
[udp 
0 
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muB bei abnehmendem r absolut genommen unterhalb einer GréBe von 
der Form 
2Al— +B 


bleiben, wo B eine geeignet gewihlte Konstante ist. Wegen 
22 5 
1 2 
= u** dg = 2(a+alr)? + (ar +“) + (a,7* + “1) ese 


0 


+ (dr + %)'+ (dye &)'4 


folgt aber hieraus, daB die Konstanten «, «,, a,---B,, B,, --- samtlich 
gleich 0 sind, d. h. die Potentialfunktion «* verhalt sich auch im Punkte 
P regular. 


+ Géttingen, den 18. September 1901. 
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Hamiltonsche Gruppen. 


Von 


Ernst WenptT in Bremen. 


Nicht kommutative Gruppen, deren siimtliche Teiler Normalteiler sind, 
hat Herr Dedekind*) ,,Hamiltonsche“ genannt. Die kleinste dieser Gruppen 
ist eine Gruppe achter Ordnung, welcher Herr Dedekind den Namen 
»Quaternionengruppe* gegeben hat. Thren Aufbau will ich im folgenden 
als bekannt voraussetzen. Dagegen will ich hier die Resultate, welche 
Herr Dedekind in bezug auf die allgemeinsten Hamiltonschen Gruppen 
gewonnen hat, in modifizierter und, wie ich glaube, einfacherer Weise 
herleiten. 

Der eigentlichen Diskussion will ich zwei Sitze vorausschicken, die 
vielfach Anwendung bei gruppentheoretischen Untersuchungen finden und 
im folgenden benutzt werden sollen. 

Hilfssatz I: Sind U und B Normalteiier einer Gruppe G, 
und ist ihr gréBter gemeinsamer Teiler D, so besteht zwischen 
irgend zwei Elementen A und B von XU bezw. B eine Relation 
von der Form 

S-1AB= AD, 
wo D ein Element in D bedeutet, und die Ordnung des kleinsten 
gemeinschaftlichen Vielfachen von XU und B ist I wo a,b, d 
die Ordnungszahlen UX, B, D. bezeichnen. 

Fiir D = 1 ergibt sich hieraus der 

Hilfssatz Il: Haben zwei Normalteiler einer Gruppe auper 
der Einheit kein Element gemeinsam, so ist jedes Element des 
einen mit jedem Element des andern vertauschbar. 

Es sei nun & eine Hamiltonsche Gruppe. Sind p,, p.,--- die ver- 
schiedenen in der Ordnung von & aufgehenden Primzahlen und p%, p¢,--- 
die héchsten darin enthaltenen Potenzen derselben, so besitzt © nach dem 


*) Math. Ann. Bd, 48, S. 548. 
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Sylowschen Satze Untergruppen von den Ordnungszahlen p™, ps:,---. Da 
diese nach der iiber © gemachten Voraussetzung Normalteiler von & sein 
miissen und je zwei derselben auBer 1 kein Element gemeinsam haben 
kénnen, so ist nach Hilfssatz Il jedes Element des einen mit jedem Ele- 
ment des andern vertauschbar. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
aller dieser Gruppen ist daher deren direktes Produkt, dessen Ordnung 
gleich p%', p%,---, also gleich der Ordnung von ©& ist, und das demnach, 

da es ja in & enthalten ist, mit © iibereinstimmen muB. 
Satz Ill: Jede Hamiltonsche Gruppe ist das direkte Pro- 

dukt von Gruppen von Primzahlpotenzordnung. 

Es bedeute jetzt © eine Hamiltonsche Gruppe, welche zur Ordnung 
eine Primzahlpotenz p* hat. Die Ordnung jedes in einer solchen Gruppe 
enthaltenen Elementes ist, da sie in p* aufgehen mu, eine Potenz von p. 
Es sei A ein Element von der Ordnung p* und B ein solches von der 
Ordnung p*, und es sei k, >k. Die durch die Potenzen von A und B 
gebildeten zyklischen Gruppen mégen % resp. B heif®en; ihre Ordnungen 
sind dann p* resp. p+. Thr gréfter gemeinsamer Divisor D, der als 
Untergruppe einer zyklischen Gruppe selbst zyklisch sein muB und deren 
Elemente Potenzen von A und B zugleich sind, mége die Ordnung p’ 
haben. Es handelt sich um die Aufstellung der Bedingungen, unter denen 
A nicht mit B vertauschbar ist. Zuniichst ist klar, daB zu dem Ende / 
von k verschieden sein muf, denn im Falle 1 =k wire ja & ein Teiler 
von B. Es sei demgemaB 1 <k vorausgesetzt. Ist © das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache von & und %, aiso die durch Komposition von 
A und B erzeugte Gruppe, so ist, da ja & und B Normalteiler von & 
sind, nach Hilfssatz I: 


(1) B-'AB=AD,, 
wo D, ein Element in D bedeutet, und die Ordnung von © ist gleich 
p»+*-" Die niedrigste in D enthaltene Potenz von B ist die ph’. 


Wird diese mit D bezeichnet, so kann D als erzeugendes Element der 
zyklischen Gruppe D aufgefaBt werden, und es muB, da die p*-'*, aber 
keine niedere Potenz von A zu D gehért, A”~'= D* sein, wo wu relativ 
prim zu p ist. 

Da D, als Element von D Potenz von A und B zugleich ist, so 
mu8 es mit A und B vertauschbar sein. Es folgt daher fiir beliebige 
positive oder negative ganze Zahlen o und rt: 


(2) B-* A° Bt = A° Ds **, 
woraus sich fiir 6 = p*-', r= 


(3) | aes | 


1 
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ergibt, und weiter fiir positive ganze Zahlen @: 


. ee—}) 


(4) (Bt A’? = Ber Ae*Dy 
Setzt man hierin 
o=1, tr=—au-pr-*, g=p-', 
so erhilt man, wenn man noch die folgenden Bezeichnungen einfiihrt, 


(5) A, = B-« "A, also A= Ber *4, 


(pi? — 
Ee 


1) 
= — hs 


und ferner von den Gleichungen 


(6) BY =D; At! = DP 
Gebrauch macht, 
(7) Ar! — Dph'-e, 


Das Element A, gehért zufolge seiner Definition der durch A und B 
erzeugten Gruppe © von der Ordnung p**+*-' an. Weil sich ferner nach 
(5) A durch Komposition von A, und B darstellen léiBt, so ergibt sich, 
daB man an Stelle von A und B auch A, und B als Erzeugende der 
Gruppe © ansehen kann. Ihrer Ordnung kann daher auch die Form 
ps**-" gegeben werden, wo p* die Ordnung von A, und p’ die Ordnung 
des gréBten gemeinsamen Divisors D’ der beiden durch A, und B erzeugten 
zyklischen Gruppen bedeutet. Infolgedessen ist k—1=k' —l’, also 
Kjk—l. 

Ist nun p von 2 verschieden, so ist v eime ganze Zahl, und es folgt 
aus Gleichung (7) mit Hilfe von (3) 


(8) A? at 1, 
weil ja k, —1>k-—1 ist. Da hiernach k’ << k —1 ist, so mub k’ =k — 1, 
also /’=0 und D’=1 sein. Nach Hilfssatz Il ist demnach A, mit B 
vertauschbar, also © eine Abelsche Gruppe. Die ihr angehérigen Elemente 
A und B miissen daher miteinander vertauschbar sein. Somit gilt der 
Satz IV: Hamiltonsche Gruppen, deren Ordnung die Potenz 
einer von 2 verschiedenen Primzahl ist, existieren nicht. 

Falls p = 2 ist, laBt sich die Gleichung (8) nicht allgemein schlieBen, 
weil v keine ganze Zahl ist, wohl aber in dem Falle, dab k, > k ist, 
weil dann k, —1 —1>k—1—1, also k, —1—1=>k—1U und daher 

2i-t. yp = —w- Qh-i-1, (Qe-!_1) 
durch 2*-' teilbar ist. In derselben Weise wie vorher im Falle p>2 
ergibt sich dann die Vertauschbarkeit von A und B und sonach der folgende 
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Satz V: In einer Hamiltonschen Gruppe, deren Ordnung 
eine Potenz von 2 ist, sind Elemente von ungleicher Ordnung 
miteinander vertauschbar. 

Um nun noch den Fall i, =k zu erledigen, erhebe man beide Seiten 
der Gleichung (7) ins Quadrat. Dann findet man mit Hilfe von (3) 

ye me pi. ~~ o 

weil 2v eine ganze Zahl ist. Ist nun />2, also Kk—/4+1<k—1, so 
folgt aus der letzten Gleichung, dab die Ordnung von A, ein Teiler von 
2*-1 ist. Ist aber 1=1, also die Ordnung von D gleich 2, und gleich- 
zeitig k > 2, so ergibt sich aus Gleichung (7) At" 1, weil dann die 
Zahl 2*-1.y = 2*-*.2v noch durch 2 teilbar ist und D, als Element 
von D der Bedingung D? = 1 geniigt. In den vorliegenden Fillen ist 
also die Ordnung von A, kleiner als die von B, nach Satz V miissen 
demnach A, und B permutabel sein. Aus der Vertauschbarkeit von A, 
und B folgt aber, wie vorhin gezeigt wurde, auch die von A und B. Ist 
schlieBlich 1 = 0, so ist D=1, also auch D, = 1 und infolgedessen A 
mit B vertauschbar. 

Nach diesen Untersuchungen kénnen also im Falle p = 2 zwei Ele- 
mente A und B nur dann nicht permutabel sein, wenn gleichzeitig die 
folgenden Bedingungen erfiillt sind: k >/1, k, =k, 1=1, k <2, die sich 
in die einfacheren umgestalten lassen: 1 = 1, k, =k —=2. Da in diesem 
Falle D, mit D iibereinstimmen muB, so laBt sich der Satz aussprechen: 

Satz VI: In einer Hamiltonschen Gruppe, deren Ordnung 
eine Potenz von 2 ist, miissen zwei nicht vertauschbare Elemente 
die folgenden Gleichungen befriedigen 


A= B=); D=1, 


\ 
(9) AB= BAD, 
wobei man die letzte Gleichung auch in der Form schreiben kann 
BA = ABD. 


Durch zwei auf diese Weise definierte Elemente A und B wird nach 
den Untersuchungen des Herrn Dedekind tatsichlich eine Hamiltonsche 
Gruppe, nimlich eine Quaternionengruppe erzeugt. Es muB also © min- 
destens eine Quaternionengruppe & als Teiler besitzen, weil sonst ja alle 
Elemente in © permutabel wiiren. Die erzeugenden Elemente von & 
mégen A und B heifen und den Gleichungen (9) geniigen. 

Bedeutet jetzt R ein Element in G, welches mit allen Elementen 
der Quaternionengruppe & vertauschbar ist, so mu8 fiir das Element BR 
die Gleichung bestehen 


(BR)-'A(BR) = R-'(B-!AB)R = R-"(AD)R = AD, 





mw 
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d. h. die Elemente BR und A sind nicht permutabel. Das ist aber nach 
Satz VI nur méglich, wenn (BR)? oder B? FR? oder DR? = D, also R? =1 
ist. Mit allen Elementen von & vertauschbare Elemente kénnen demnach 
nur die Ordnung 2 haben. Dieselben miissen, da nach Satz VI nicht 
permutable Elemente die Ordnung 4 haben, auch mit allen Elementen 
von ®& vertauschbar sein. Ihre Gesamtheit stellt infolgedessen eine 
Abelsche Gruppe dar. Zu dieser gehért auch das einzige in R enthaltene 
Element 2'* Ordnung, niimlich D, aber weiter kein Element in &, und 
sie kann daher nach bekannten Eigenschaften der Abelschen Gruppen auf- 
gefaBt werden als das direkte Produkt der die Elemente D und 1 ent- 
haltenden Gruppe D und einer Abelschen Gruppe $, die mit & auBer 1 
kein Element gemeinsam hat, also ist in © das direkte Produkt von & 
und $ enthalten. 

Alle diejenigen Elemente von @, die nicht mit allen Elementen von 
® vertauschbar sind, diirfen nicht gleichzeitig mit A und B vertauschbar 
sein, denn sonst wiren sie ja mit allen Elementen der Gruppe & ver- 
tauschbar, da diese durch A und B erzeugt wird, und miiBten also nach 
Obigem die Ordnung 2 haben, wihrend ihnen nach Satz VI die Ord- 
nung 4 zukommt. Ist nun ein derartiges Element G etwa mit B nicht 
vertauschbar, so muB nach Satz VI G?= B®, also nach Gleichung (9) 
=D sein. Ist G weder mit A noch mit B vertauschbar, so bestehen 
nach Satz VI die Gleichungen 


G=A*'=D; GA=AGD, 
G=B=D; GB=BGD, 
also ergibt sich 
G(AB) =(GA)B=(AGD)B= A(GB)D = A(BGD)D = (AB)G, 
d. h. G ist mit dem Element AB vertauschbar. Damit ist die Existenz 
eines in R enthaltenen von J verschiedenen Elementes K, mit welchem 
G vertauschbar ist, gesichert. Weil K* = D ist, findet man 
(KG) = K*G?= D-D= DP? =1. 
Daraus folgt, daB das Element KG mit allen Elementen von @ ver- 
tauschbar ist, also dem direkten Produkt der Gruppen D und §$ angehért 
und demnach in der Form D? P darstellbar ist, wo P ein Element aus $ 
bedeutet, und hieraus ergibt sich weiter, dab G = K-'D’ P = K’ P selbst 
in dem Produkt von & und § enthalten ist und dab die Gruppe G, welche 
nach Obigem dieses Produkt als Teiler enthilt, genau gleich demselben ist. 
FaBt man dieses Resultat mit Satz II] und Satz [IV zusammen, so 
gelangt man zu folgendem 
Satz VIL: Jede Hamiltonsche Gruppe ist das direkte Produkt - 
einer Quaternionengruppe, einer Abelschen Gruppe, deren sdmtliche 
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Elemente die Ordnung 2 haben, und einer Abelschen Gruppe von 
ungerader Ordnung. 

Dieses Ergebnis ist noch weitergehend als das des Herrn Dedekind 
Auch die Umkehrung gilt: 

Jedes derartige Produkt ist eine Hamiltonsche Gruppe. 

Denn werden die Faktoren eines solchen Produktes bzhw. mit &, 3, R 
bezeichnet, so ist jedes demselben angehérige Element in G in der Form 
darstellbar KPR, wo K, P, R Elemente bzhw. von &, $, R bedeuten, wo 
ferner K, P und R miteinander vertauschbar sind und wo die Ordnung 
von P gleich 2, die von R eine ungerade Zahl ry und die von K gleich 
1,2 oder 4 ist, jenachdem K=1 oder gleich dem in & enthaltenen 
Element D zweiter Ordnung oder ein anderes Element von & ist. Da 
G° = K° P°R’ ist, so ist G?*= D, falls K vom 4" Grade ist, sonst 
=1. Jede Untergruppe &, von G, welche nur solche Elemente enthiilt, 
die mit allen Elementen von & vertauschbar sind, ist selbstverstindlich 
ein Normalteiler von &. Gehért aber zu G, ein nicht mit allen Elementen 
von & vertauschbares Element G= KPR, so muB, da dann G*” = D 
ist, auch D in ©, enthalten sein. Ist nun G’ = K’ P’R’ = P’R’K’ irgend 
ein Element in ©, so hat man 


G-'GG@ = K’'R-'P’-"(K PR) PRE = K'-'(KPR)K’ 
= (K’"'KK’)PR = KDPR = (KPR)D=GD. 
Alle zu G konjugierten Elemente sind demnach in ©, enthalten, d. h. aber, 


@, ist ein Normalteiler von G. 


Bremen, den 5. Dezember 1903. 
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Sophus Lie. 


Drei Kapitel aus dem unvollendeten zweiten Bande der 
Geometrie der Bertihrungstransformationen. 


Aus dem Nachlasse herausgegeben 


von 


Frrepricn Encer in Greifswald. 


Bemerkungen des Herausgebers. 


Das hier Mitgeteilte entstammt einem Manuskripte, das sich in dem 
umfangreichen handschriftlichen Nachlasse von Lie vorgefunden hat und 
das auf dem Umschlage die Uberschrift trigt: 

»ysophus Lie, Geometrie der Beriihrungstransformationen. Zweiter 
Band. Die Redaktion angefangen im Mai 1896“. 

Da ein betriichtlicher Teil der im Manuskript enthaltenen Aufzeich- 
nungen nahezu druckfertig war, so erschien es nicht angebracht, die Ver- 
ffentlichung auf die Zeit zu verschieben, wo die geplante Gesamtausgabe 
der Lieschen Abhandlungen wirklich im Gange sein wird, zumal sich 
immer noch nicht auch nur annihernd bestimmen lat, wann es dazu 
kommt. Die Angehérigen Lies haben deshalb die erwihnten Aufzeich- 
nungen der Teubnerschen Verlagsbuchhandlung zur Verfiigung gestellt, 
und ich habe es iibernommen, sie fiir den Druck fertig zu machen, soweit 
das tunlich war. Sie werden auBer in den Mathematischen Annalen auch 
noch selbstiindig in Buchform erscheinen. Doch muB ich bemerken, dab 
ich diese Arbeit erst iibernommen habe, nachdem ich mich vorher der Zu- 
stimmung meines Freundes Scheffers versichert hatte, dem ich als dem 
Mitherausgeber des ersten Bandes der Geometrie der Beriihrungstransfor- 
mationen hier unbedingt den Vorrang gelassen haben wiirde, hiitte er 
darauf bestanden. Jedenfalls méchte ich ihm hiermit auch 6ffentlich 
meinen Dank dafiir aussprechen, daB er auf seine Anspriiche an die Her- 
ausgabe verzichtet und diese mir iiberlassen hat. 

Es bleibt mir jetzt nur noch iibrig, einige Mitteilungen iiber das 
Liesche Manuskript zu machen und die Grundsiitze anzugeben, die ich bei 
der Vorbereitung fiir den Druck befolgt habe. 


Mathematische Annalen. LIX. 13 
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Das Manuskript besteht aus fiinf Faszikeln von zum Teil nur ein- 
seitig beschriebenen Foliobogen. In dem ersten ist das Kapitel I ent- 
halten und dieses war so gut wie druckfertig, ich brauchte nur die 
Nummern der Formeln, sowie der Siize und Theoreme hinzuzufiigen, 
auferdem hie und da die Sprache ein wenig zu verbessern, wobei ich mich 
iibrigens auf das Allernétigste beschriinkt habe. Das zweite Faszikel ent- 
halt in druckfertiger Redaktion die beiden ersten Paragraphen des Kapitels I 
(S. 241—271) und in vier Folioblittern den Anfang eines § 3, iiberschrieben: 
»lntermediiire Integralgleichungen der Monge-Ampéreschen Gleichungen“. 
Da sich aber in dem dritten Faszikel eine vorliiufige Ausarbeitung der 
Entwicklungen iiber Monge-Ampéresche Gleichungen vorfand, die ohne 
einschneidende Anderungen fiir den Druck zurecht gemacht werden konnte, 
so habe ich diese, in die zwei Paragraphen 3 und 4 geteilt, dem Kapitel II 
hinzugefiigt. Auf 8. 276, Z. 12 v. u.—278, Z. 2 habe ich dabei anstatt der 
vorliiufigen Redaktion den vorhin erwihnten Anfang des von Lie pro- 
jektierten § 3 eingeschaltet und auferdem auch noch einige in dem vierten 
Faszikel enthaltene Notizen verwertet (auf 8. 287, Z. 12 v.u—289, Z. 12 v.u.). 
Da die Anordnung, welche Lie diesem Stoffe bei der endgiiltigen Redaktion 
zu geben beabsichtigte, doch nicht mehr zu ermitteln war, schien mir dieses 
Verfahren das einzig mégliche. 

AuBer der schon genannten vorliiufigen Redaktion von Betrachtungen 
iiber Monge-Ampéresche Gleichungen enthilt das dritte Faszikel noch 
viererlei: Erstens eine vorliufige Ausarbeitung von Kapitel I, die ganz 
unberiicksichtigt bleiben konnte. Zweitens auf 31 Folioseiten eine vor- 
liufige Redaktion eines Kapitels II], die ich hier, nur im einzelnen etwas 
niher ausgefiihrt, als Kapitel III mitteile. Drittens 16 Folioseiten mit 
Entwicklungen, die das vierte Kapitel bilden sollten und die sich auf den 
tetraedralen Komplex beziehen. Ich habe vorgezogen, diese zum Teil nur 
skizzierten Betrachtungen hier nicht mit aufzunehmen, weil in Lies hand- 
schriftlichem Nachlasse noch andere ausgedehnte Manuskripte iiber diese 
Theorien enthalten sind und es mir besser scheint, dai diese Unter- 
suchungen spiiter zusammen verdffentlicht werden. Dazu kommen endlich 
viertens 19 Folioseiten mit Notizen iiber infinitesimale Beriihrungstrans- 
formationen und iiber Monge-Ampéresche Gleichungen, die infinitesimale 
Beriihrungstransformationen gestatten, alles zu skizzenhaft, als daB es an- 
gebracht wiire, es zu verdffentlichen, bevor der tibrige NachlaB durch- 
forscht ist. 

Das vierte Faszikel enthalt 55 S. mit Notizen des verschiedensten In- 
halts, zum Teil erste ganz vorliufige Aufzeichnungen fiir Kapitel 1—IIL. 
Kiniges wenige daraus habe ich benutzen kénnen, um die Darstellung in 
Kapitel I! und LUI an einzelnen Punkten zu ergiinzen. Das fiinfte Faszikel 





on 
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enthilt ein Blatt mit Ausziigen aus Briefen, die A. Mayer in friiheren 
Jahren an Lie gerichtet hat. 

So viel iiber die Beschaffenheit des Lieschen Manuskriptes. Ich habe 
mich bei den Abschnitten, die Lie selbst noch nicht in druckfertiger 
Fassung redigiert hatte, bemiiht, die zum Teil recht knappe Darstellung 
des Manuskriptes so zu redigieren, daB alles méglichst leicht verstindlich 
wurde. Zusiitze, die ich zu diesem Zwecke fiir nétig hielt und die nicht 
blo& eine nihere Ausfiihrung des im Manuskript ausdriicklich Gesagten 
sind, habe’ ich durch EinschlieBung in geschweifte Klammern { } ge- 
kennzeichnet. 


Leipzig, den 9. Oktober 1903. 
F. Engel. 


Kapitel I. 


Die Bertihrungstransformationen des Raumes 
und ihre Bestimmung. 


Die beiden Begriffe Flachenelement und Elementverein, sowie den all- 
gemeinen Begriff: Beriihrungstransformation des Raumes haben wir schon 
im ersten Bande dieses Werkes eingefiihrt. In diesem Kapitel zeigen wir 
nun, wie man alle Beriihrungstransformationen des Raumes findet. Dabei 
glauben wir, da es fiir einige Leser niitzlich sein wird, wenn wir zu- 
erst an unsre Definitionen dieser fundamentalen Begriffe erinnern und 
gleichzeitig eine rein geometrische Bestimmung aller Elementvereine vor- 
ausschicken. 

§ 1. 
Die Einteilung aller Berihrungstransformationen in drei Klassen. 

Ein Punkt «, y, 2 und eine hindurchgehende Ebene 

3— #— p(E—2x) —q(y—y) = 0 

bilden eine geometrische Figur, die von fiinf Bestimmungsstiicken, nimlich 
den GréBen x, y, 2, p,q, abhingt. Diese geometrische Figur bezeichnen 
wir als ein F'léchenelement oder noch kiirzer als ein Element. Die Be- 
stimmungsstiicke x, y, 2, p, q dieser Figur nennen wir die Koordinaten des 
Fliichenelementes. Der Inbegriff aller Fliichenelemente des Raumes bildet 
eine fiinfdimensionale Mannigfaltigkeit, die wir zuweilen als den Rawm der 
Flichenelemente bezeichnen. 

Wir sagen, daB ein Flachenelement x, y, 2, p,q mit dem unendlich be- 

13* 
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nachbarten Elemente x +dx, y+dy, 2+dz, p+dp, q¢+dq vereinigt 
liegt, wenn die Ebene 


3—2—p(t—2)—gy—y) = 9 
des ersten Elementes den Punkt «+ dz, y+dy, 2+ dz des benach- 
barten Elementes enthilt, und somit die Gleichung 
dz — pdx — qdy=0 

besteht. 

Eine oder mehrere Gleichungen zwischen den Elementkoordinaten 
L,Y, 2, p, q bestimmen eine Schar von F'liichenelementen. So zum Beispiel 
bestimmen zwei Gleichungen von der Form: 


p(x, Y; 2) =0, q—-Q%,y, 2, p) =0 
eine Schar von co® Elementen, deren Punkte auf der Fliche g = 0 liegen 
und diese Flache ausfiillen. Wihlen wir einen bestimmten Punkt der 
Fliche g = 0 und tragen die Koordinaten x, y, z dieses Punktes in die 
Gleichung g — Q(2, y, 2, p) = 0 ein, so finden wir co' Wertsysteme p, 4, 
die diese Relation erfiillen; die hiermit bestimmten co! Elemente umhiillen 
einen Elementarkegel, dessen Spitze der Punkt 2, y, 2 ist. Wir driicken 
dies kurz so aus: 
Zwei Gleichungen von der Form 


yp (x, y,2)=9, q— Q(z, Y, 2; P) =0 

bestimmen eine Schar von co* Elementen, deren Punktort die Flache 
gm =0 ist. Jeder Punkt dieser Fliche ist die Spitze eines Elementar- 
kegels, dessen oo' Elemente der Schar angehéren. 

Liegen andererseits in den Elementkoordinaten zwei Gleichungen: 

F, (a, y, 2) = 0, F(a, y, 2) -0 

vor, die von p und q frei sind, so definieren diese Gleichungen wiederum 
eine Schar von oo* Elementen; jetzt aber ist der Punktort dieser Elemente 
keine Fiche sondern eine Kurve; die Schar besteht ja aus allen Elementen, 
deren Punkte auf der Kurve F(a, y, 2) =0, F,(2, y,z) = 0 gelegen sind. 

Liegen endlich zwei Gleichungen in 2, y, z, p, q vor, die nach p und 
q aufgelést werden kénnen, so bestimmen die aufgelisten Gleichungen 

p= P(a,y,2), 7=O@yY, 2) 
oo* Elemente, deren Punktort der Raum ist. Dabei macht es iibrigens 
einen wesentlichen Unterschied, ob die Pfaffsche Gleichung 
dz — pdx —qdy=0 

integrabel ist oder nicht, weil die co* Elemente sich nur im ersten Falle 
zu co! Flaichen zusammenfassen lassen. 

In entsprechender Weise gehirt cu jeder Schar von Fliichenelementen 
ein bestimmter Punktort, und dieser Punktort ist entweder ein Punkt oder 
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eine Kurve oder eine Fliiche oder der Raum selbst. In jedem einzelnen 
Falle findet man die analytische Definition des betreffenden Punktorts, 
indem man zwischen den Gleichungen: 


F, (2, y, 2, p, Y) = 9, (k = 1, 2,---) 


der gegebenen Elementschar die GréBen p und ¢q eliminiert. Die her- 
vorgehenden Gleichungen zwischen «, y, 2 allein bestimmen immer den ge- 
suchten Punktort. 

Benutzen wir den hiermit explizite eingefiihrten Begriff: Punktort 
einer Elementschar, so kénnen wir sehr leicht diejenigen Elementscharen 
bestimmen, die wir im ersten Bande als Elementvereine bezeichnet haben. 
Erinnern wir uns nimlich unserer Definition, da® eine Elementschar dann 
und nur dann einen Elementverein bildet, wenn jedes Element der Schar 
mit allen benachbarten Elementen der Schar vereinigt liegt, so erkennen wir, 
daB die Elemente eines Vereines nie den Raum ausfiillen kénnen; die De- 
finition eines Vereines zeigt ja unmittelbar, daB alle Punkte 7 + dz, y + dy, 
2+ dz des zugehérigen Punktortes, die in der Umgebung eines beliebigen 
Punktes 2, y, ¢ dieses Ortes liegen, in einer Ebene enthalten sein miissen. 

Der Punktort eines Elementvereins ist daher entweder eine Fliche oder 
eine Kurve oder ein Punkt. 

Ist der Punktort des vorgelegten Elementvereins eine F'ldche z= (xy), 
so gehért jeder Punkt dieser Fliche einem und nur einem Elemente der 
Schar an; denn durch jeden nicht singuliren Punkt einer Fliche geht eine 
und nur eine Ebene, die alle unendlich benachbarten Punkte der Flache 
enthilt. In diesem Falle besteht somit der Elementverein aus allen 0? 


Elementen: 


von aot eutt 
2= p(xy), P= 5, q=~3 


<= 


der Fliche z= g. 

Ist andererseits der Punktort eines vorgelegten Elementvereins eine 
Kurve, deren Gleichungen etwa die Form: x = o(z), y = (2) besitzen, 
so gehdren zu jedem Punkte P dieser Kurve jedenfalls nur solche Elemente, 
deren Ebenen die Kurve in P beriihren. Nun gibt es aber fiir jeden 
Punkt P der Kurve oo! Elemente, die diese Bedingung erfiillen, und da- 
her enthalt der gesuchte Elementverein héchstens co? Elemente, unter 
Umstiinden aber nur co! Elemente. Im ersten Falle besteht der Verein 
aus allen co? Elementen der Kurve und wird daher durch die Gleichungen 


t= p(2), y= v(e), 1— pg (2) = qv (2) = 0 
definiert. Im zweiten Falle besteht der Verein aus co! Elementen der 


Kurve, die dann einen Elementstreifen bilden. 
Liegt endlich ein Elementverein vor, dessen Punktort der Punkt 
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z=a, y=b, z=c ist, so sind wiederum zwei Fille méglich, jenachdem 
der Verein co? oder nur co! Elemente umfaBt. Im ersten Falle sind: 
t=a, y=b, «=e 

die Gleichungen des Vereins; im anderen Falle bilden die oo’ Elemente 
des Vereins einen Elementarkegel. 

Ein Elementverein enthdlt daher nie mehr als oo? Elemente; ein Ver- 
ein mit co*® Elementen besteht aus den Elementen einer Fliiche oder aus den 
Elementen einer Kurve oder aus den Elementen eines Punktes. 


Wenden wir uns jetzt zu dem Begriffe Beriihrungstransformation des 
Rawmes. 

Fiinf Gleichungen von der Form 

“= X(z, Y, 2, DP; q); a= Y(a, Y; 2, D, ); = A(x, Y; 2, DP; q); 

P= P,Y,47,D, L=WUGY4DD, 

die auch nach 2, y,2,p,q auflésbar sind, bestimmen eine Elementtrans- 
formation, sie ordnen also jedem Elemente 2, y, z, p, q des Raumes 2, y, 2 
ein Element 2,, y,, 2, 1, 4% des Raumes 2,, y,, 2, zu. Eine Element- 
transformation fiihrt jede Elementschar in eine Elementschar iiber; da- 
gegen ist es keineswegs sicher, daB eine vorgelegte Elementtransformation 
jeden Elementverein in einen Elementverein iiberfiihrt. Unter den Element- 
transformationen gibt es aber einige und zwar auBerordentlich viele, die 
auch diese Eigenschaft besitzen, und diese Transformationen sind es, die 
wir als Beriihrungstransformationen bezeichnen. 

Eine Transformation 
(1) r= X(4,y,2,7,9), w= V(%,%,40,9), 4=2(%,Y, 47,9); 

tas P(a, Y; %; DP, q); 2° Q(z, Y; @; DP, q) 
in den Elementkoordinaten x, y, 2, p, q heiBt eine Beriihrungstransformation 
des Raumes x, y, 2, wenn sie jeden Elementverein des Raumes in einen 
Elementverein iiberfiihrt. 

Kine Elementtransformation ist daher eine Beriihrungstransformation, 
wenn sie unendlich benachbarte Elemente , y, z, p,q und x+dz, y+dy, 
z+dz, p+dp, q+ dq, die vereinigt liegen und somit die Pfaffsche 
Gleichung 

dz— pdx — qdy=0 
erfiillen, in ebensolche Elemente iiberfiihrt. Wir kénnen daher unsere 
Definition auch rein analytisch*) in der folgenden Weise formulieren: 


*) Die im Texte gegebene analytische Definition des Begriffes Beriihrungstrans- 
formation ist die wahre Definition dieses Begriffes; die zuerst gegebene Definition 
ist im Grunde nur eine Deutung, nicht aber die einzig mégliche Deutung des Be- 
griffes, wie wir im letzten Paragraphen dieses Kapitels eingehend zeigen werden. 
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Eine Transformation 


(1) % = X(%,9,2,9,9, n2=V(%4D, a= Z(X, Y, 2%, P,Q) 
; ieee P(x, Y; 2; P, q)> .™ Q(2, Y; 2; DP, q) 


in den Verinderlichen x, y, 2, p, q ist dann und nur dann eine Beriihrungs- 
transformation des Raumes x, y, 2, wenn vermige der Transformation eine 
Relation von der Form 

dz, — p, dx, — 4, dy, = @(%, ¥, 2 p, q) - (de — pdx — qdy) 
besteht. 

Dabei leuchtet unmittelbar ein, dap die Grife @ nicht identisch gleich 
Null sein kann; bestiinde niimlich die Relation dZ — Pd X —QdY=0 iden- 
tisch in x, Y, 2, p,q, so waren die Gripen X, Y, Z, P, Q durch endliche 
Relationen verkniipft, in denen x, y, 2, p, q nicht explizite vorkdmen. 

Da eine Beriihrungstransformation jeden Elementverein in einen Ele- 
mentverein und selbstverstiindlich Vereine mit oo? Elementen in ebensolche 
iiberfiihrt, so ergibt sich ohne weiteres, daB alle Beriihrungstransformationen 
des Raumes in drei getrennte Kategorien zerfallen, jenachdem die Punkte 
des Raumes in F'lichen, Kurven oder Punkte iibergehen. 

In diesem Kapitel nehmen wir unseren Ausgangspunkt in dieser 
Klassifikation aller Beriihrungstransformationen. Dabei sehen wir zuniichst 
von denjenigen Beriihrungstransformationen ab, die Punkte in Punkte iiber- 
fiihren und daher faktisch Punkttransformationen des Raumes darstellen. 

Zuerst geben wir elementare Methoden zur Bestimmung aller Be- 
riihrungstransformationen. Sodann deuten wir die gefundenen Resultate 
durch ecinfache geometrische Betrachtungen; in § 4 und 5 des Kapitels 
stellen wir endlich charakteristische Differentialgletchungen auf, die in den 
folgenden Untersuchungen eine fundamentale Rolle spielen werden. 


§ 2. 
Bestimmung aller Beriihrungstransformationen, die Punkte in 
Flichen iiberfiithren. 


Wir wenden uns jetzt zu der Bestimmung derjenigen Beriihrungs- 
transformationen, die alle Elemente eines Punktes allgemeiner Lage in die 
Elemente einer F'ldche iiberfiihren. 

Die Elemente eines Punktes werden durch drei Gleichungen von der 
Form: 

Z=a, y=b, e=c 


definiert, in denen a, b und ¢ Konsiante bezeichnen. Die transformierten 
Elemente werden durch die fiinf Gleichungen 
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(2) {x ‘aad X(a, b, ¢, Dp, q); as Y(a, b, ¢, p, q); yo Z(a, b, ¢, p, 9); 
| P, = P(a,b, 6,7, 9), % = OG 4, & p, 9) 
bestimmt, und wir finden dementsprechend den Punktort der oo” trans- 


formierten Elemente, indem wir die GréBen p und g zwischen den drei 
Gleichungen 


a, = X(a,b,¢,p,9), = Y(a,b,¢,p,9), % = Z(a,b, cp, g) 
eliminieren. Da nun dieser Punktort eine Fldche sein soll, so darf diese 
Elimination nur eine Gleichung: 

Q(a, b, ¢, X51, %) =O 
zwischen den Gréfen a, b, c, 7,, y,, 4 liefern. 
Wenn aber der Punktort eines Elementvereins eine Fliche ist, so 
sind die Elemente des Vereins gerade die co* Elemente dieser Fliache. 
Es hat sich also ergeben: 
Satz 1. Eine Beriihrungstransformation 


— X(x, Y; 2, DP, q); Y¥, = Y(a, y, 2, p, q); 44> Z(x, Y; 2, Py Q)s 
A P(x, Y; 2; P, q); > Q(z, Y, 2, DP, q) 


fiihrt dann und nur dann die oo*® Punkte des Raumes in oo Fléchen 
iiber, wenn sich aus den Gleichungen der Transformation nur eine Relation 
Q(x, Y, 4, Ly, 1, %) =O 

zwischen den Gripen x, Y, 2, X14, Yy, 2, herleiten lipt. Fapt man in der 
Gleichung 2 =0 die Gripen x,y, 2 als Parameter auf, so stellt Q=0 
co® Fliichen des Rawmes x,, y,, 2, dar und zwar werden die oo® Punkte 
des Raumes x, y, 2 von der vorgelegten Beriihrungstransformation in die so- 
eben gefundenen Fliichen iibergefiihrt. 

Lést man die Gleichungen einer Beriihrungstransformation 
(1) a= X, y= YY, 4.=2,n=P, 1 =@ 
nach 2, y, 2, p, q auf, so bestimmen die aufgelésten Gleichungen 


(3) vosinaa X (45 Y1» 21» Prv)s Y=Y (25 419 Pir)» 2=Z (Hy Y1 21) Pry%)> 
P= Py, Ys Piss T= VG M7 1 Pr H) 

offenbar wiederum eine Beriihrungstransformation. Diese neue Transfor- 
mation heiBt die inverse Transformation der ersten Beriihrungstransfor- 
mation. Zwei inverse Beriihrungstransformationen sind insofern aiquivalent, 
als sie dieselbe Zuordnung zwischen den Elementen der beiden Riume 
definieren; aufgefaBt als Operationen sind sie dagegen verschieden, weil die 
erste Transformation jedes Element 2, y, z, p, q nach der Lage ,, y,, 4; 
P;, %, bringt, wahrend die inverse Transformation das Element 2,, y,, 2,, 
Py, %, nach seiner urspriinglichen Lage 2, y, z, p, q zuriickfiihrt. 





bl 
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Gibt die Elimination der GréBen p, q, p,, q, zwischen den Glei- 

chungen (2) einer Beriihrungstransformation nur eine Relation: 

QL, Y, % Ty, %, %) =O 
zwischen den Punktkoordinaten beider Raiume, so liefert das aquivalente 
Gleichungssystem (3) der inversen Transformation ebenfalls nur eine Glei- 
chung, namlich Q = 0 zwischen 2, y, 2, 2, Y,) %- 

Es gilt daher der Satz: 

Satz 2. Fiihrt eine Beriihrungstransformation des Rauwmes jeden Punkt 
“z=a, y=b, z=c in eine Fliche und zwar in die Fliiche 

Q(a, b, & 2%, IH, 4) =O 
iiber, so fiihrt auch die inverse Beriihrungstransformation jeden Punkt 
L, =H, Y, =0,, 2, =e, in eine Fliche und zwar in die Fiche 
- Q(x, y; 2, a, b,, 4) =O 
iiber. 

Wir kénnen aber noch weiter gehen und beweisen, daB eine Be- 

riihrungstransformation, deren Gleichungen eine und nur eine Relation 
Q(a, Y % X,Y» 4) =0 

zwischen 2, y, 2, 2,, Yj, 2, liefern, durch die Form der Gleichung 2 = 0 

vollstiindig bestimmt ist. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir unseren Ausgangspunkt in der 
evidenten Bemerkung, daB zwei Elementvereine mit einem gemeinsamen 
Elemente von jeder Beriihrungstransformation in zwei Vereine mit einem 
gemeinsamen Elemente iibergefiihrt werden miissen. 

Da eine beliebig gewihlte Fliche g(a, y, 2) = 0 mit jedem auf ihr 
gelegenen Punkte «= a,, y=),, 2=c, ein Element gemein hat, kénnen 
wir schlieBen, daB die Fliche g = 0 und ihr Punkt x =a,, y=, 2 = Cy 
in zwei Elementvereine mit einem gemeinsamen Element iibergehen. Da 
andererseits jeder auf g = 0 gelegene Punkt in eine Flache, niamlich in 
die Fliche Q(a, by, ¢), 2, Yi» %) =O iibergeht, so erkennen wir, daB die 
der Fliche g =O entsprechende Bildfigur mit einer jeden unter den 
oo” Flachen 
(4) Q(Aq, Dos Cor Vy Yi» %1) = 9, P(A, bo, %) = 9 
ein Element gemein hat. Die gesuchte Bildfigur der Fliche (x, y, 2) =0 
ist somit das Umhiillungsgebilde der oo* Flichen (4) und wird dement- 
sprechend nach bekannten Regeln gefunden. Man bildet die Gleichungen 


Q(do, Yo, Cor Zr Yr» %) =0, (do, do, &) = 9, 
#2, 22% _ O82, Iq _y 
da, ' 00a, ° 06,'0,0, °’ 
Cp , OR OH _— 99 , OM 0% _ 
ian ttc GTR 
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eliminiert zwischen ihnen die GréBen: 
dq Oe 
6a,’ Ob, 
und findet so im allgemeinen nur eine Relation g,(x,, ¥,, 2,) = 0 zwischen 
Ly, Vy, %,, die dann die Bildfliche der urspriinglich gegebenen Fiche g = 0 
darstellt. Gibt die Elimination zwei Relationen zwischen 2,, y,, 2,, 80 
fiihrt die vorliegende Beriihrungstransformation die Flaiche g = 0 nicht in 
eine Fiche sondern in eine Kwrve iiber. 

Folglich hat sich ergeben: 

Satz 3. Fiihrt eine Beriihrungstransformation jeden Punkt x = a, 
y =b, 2 =€c allgemeiner Lage in eine Fliche und zwar in die Fiche 

Q(a, b, 6, x, y, 2) =9 

iiber, so transformiert sie eine beliebig gegebene Fliiche (x, y, 2) =0 
im allgemeinen in eine Fliéche, ausnahmsweise aber in eine Kurve oder 
gar in einen Punkt. Man findet die Gleichungen dieser Bildfigur in Car- 
tesischen Koordinaten, indem man zwischen den sechs Gleichungen: 


A, by, %, 


Qa, b, 6, %, YH, %)=9, —la, b, ec) =0, 


e2 oe oF 0, 79 4 SS 6 


ea Ge Ca Ca cc Ca ? 
@2Q ,@Q0ce ., & 2o de 
5a ee oo ee 
ob de ob ob dc ob 
@c Ce 


die Gripen a, b, c, Aa? db eliminiert. Die hierdurch hervorgehenden Re- 
lationen zwischen x,, y,, 2, stellen die gesuchte Bildfigur dar. 
Wiinscht man andererseits die vorgelegte Beriihrungstransformation 
} rere } (+ i — pd oe = 
auf eine Kurve mit den Gleichungen g(x, y,2)=0, o(a,y,2)=0 aus- 
zufiihren, so bemerkt man, da® diese Kurve mit jedem auf ihr gelegenen 
Punkte co’ Elemente gemein hat, die ein Biischel bilden. Daher hat auch 


die gesuchte Bildfigur mit einer jeden unter den co’ Flichen: 

(5) Q(a, b, ¢,%,%,%) =9, pa, b,c)=0, Ha, b,c) =9 

einfach unendlich viele Elemente gemein. Also ist die Bildfigur das Um- 
hiillungsgebilde der oo! Fliichen (5). 

Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, daB eine Beriihrungstrans- 
formation, deren Gleichungen nur eive Relation Q=0 zwischen den 
GréBen x, y, 2, 7, y¥,, %, liefern, durch die Form dieser Relation Q = 0 
vollstandig bestimmt ist, wie friiher angekiindigt wurde. 

Wenn aber auch diese Betrachtungen dem Wesen der Sache nach 
als streng anerkannt werden diirfen, so miissen wir es doch als eine me- 
thodische Unvollkommenheit bezeichnen, da® der Beweisgang ein ver- 
schiedener war, jenachdem die Transformation auf eine Fliche, eine Kurve 
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oder einen Punkt ausgefiihrt wurde. Da wir nun in der Geometrie der 
Beriihrungstransformationen gerade darauf Gewicht legen, daB zwischen den 
Begriffen Fliche, Kurve und Punkt kein wesentlicher Unterschied besteht, 
wollen wir einen neuen Beweis entwickeln, der an dem geriigten Mangel 
nicht leidet. 

Aus den endlichen Gleichungen (1) der von uns betrachteten Be- 
riihrungstransformation lé8t sich nach unsrer Annahme nur eine einzige 
endliche Relation zwischen 2, y, 2, 7,, y,, 2, namlich die Gleichung: 


Q(X, Ys % UM, Yr, %) =O 


ableiten. Daher erfiillen auch die zugehérigen Differentiale dx, dy, dz, 
dx,, dy, und dz, eine und nur eine Relation nimlich die durch Differen- 
tiation hervorgehende lineare Differentialgleichung: 


aQ @2, , @Q @Q @Q 
On, dz, ot ba, dx, oh oy, dy, -f- EY dz oe 9 


x 


dx + oe dy = 0. 


Wir wissen andererseits, daB vermége der Gleichungen der Trans- 
formation eine Relation von der Form 


dz, — p, dx, — q, dy, — e(wyzpq): (dz — pdx — qdy) = 0 
besteht. Also diirfen wir schlieBen, daB die Koeffizienten der sechs 
Differentiale in diesen beiden linearen Relationen paarweise vermége der 


Gleichungen der Transformation proportional sind. Die fiinf hiermit ge- 
fundenen endlichen Gleichungen 


a2 22 02 #2 O@ a2 

78 a SB. oe er ee ee 

= ~“o  —— oe 
miissen bei passender Wahl der GréBe @ vermége der Gleichungen der 
Transformation bestehen. Also sind auch die vier Gleichungen 


a2 
0a, 


/ OQ OQ OQ OQ 02 OQ 62 
6) Ga, + Pe, 9 Gy + MG, — 9% Gat Paz —% Gy tT — 
die nach der Elimination von 9 iibrig bleiben, eine Folge der Gleichungen 
unserer Transformation (1). 

Da nun auch die Gleichung 2 = 0 eine Folge der Gleichungen (1) 
ist, so liegt es auf der Hand, daB die fiinf Gleichungen 


| Q=0, 
(7) ) ag aQ aQ ag a2, a2 @2Q , @Q 
lam +55, ay tH 5q 9% Get PGE By tT Ge 


wenn sie iiberhaupt voneinander unabhiingig sind, durch Auflésung nach 
T15 Us 21) Pry G unsere Transformationsgleichungen (1) reproduzieren. 
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DaB aber die fiinf Gleichungen (7) unabhingig sind, oder was im 
vorliegenden Falle auf dasselbe hinauskommt, daB die Gleichung 2 = 0 
alle sechs GréBen 2, y, 2, 2, 4%, 2,, wirklich enthalt, kénnen wir leicht 
nachweisen. 

Enthielte in der Tat die Gleichung Q = 0 zum Beispiel x, nicht, so 
gingen alle Punkte des Raumes 2, y, 2 in Zylinderflichen mit parallelen 
gradlinigen Erzeugenden iiber. Das ist aber unméglich, weil alle Elemente 
dieser Zylinder die Gleichung 

p, =9 
erfiillen. Eine Beriihrungstransformation des Raumes fiihrt aber nie alle 
co® Elemente x, y, 2, p,q in Elemente 2,, y,,2,,,,4, tiber, die eine Be- 
dingungsgleichung erfiillen. 

Hiermit ist bewiesen 

Satz 4. WeiB man, daB eine gewisse Beriihrungstransformation des 
Raumes jeden Punkt x =a, y=b, 2 =c allgemeiner Lage in eine Fliache 
und zwar in die Fliche 

Q(a, b,c, XH; 4) =0 


iiberfiihrt, so lassen sich die Gleichungen der Transformation auf die Form 


) | Q(x, Y; a, oe) Ys» 21) 0, 

(7) \é@2 8Q éQ @Q aQ, ag @2Q, #2 

i — —aG@, — - - =s —- = a oa 
liz, TPs 55 °, éy, | 1 Gz, %, dat P Ge 0, ey T4d5; ° 


bringen. Die Relation Q = bestimmt die Form der Transformations- 
gleichungen vollstindig. 

Hierbei ist aber wohl zu beachten, daS man keineswegs sagen darf, 
daB die Gleichungen (7) die allgemeine Form aller Beriihrungstransformationen 
liefern, bei denen die Punkte des Raumes in Flachen iibergehen. So wire 
der Fall gewesen, wenn die Gleichung 2=0 ganz beliebig gewihlt 
werden kénnte. Wir wissen aber, daB diese Gleichung 2 =0 wesent- 
lichen Beschrinkungen unterworfen ist, indem 2 zum Beispiel alle sechs 
Veranderliche x, y, 2, 2,, y,, 2, enthalten muB. Hine weitergehende Be- 
schrinkung liegt darin, daB die Gleichung 2 = 0 den oo*® Punkten x =a, 
y =b, 2 =c des Raumes oo® verschiedene Flichen 

Q(a, b, C, Hy, 4) =O 
zuordnen soll. 

Ks ist aber leicht zu erkennen, daB 2 = 0 noch weitere Bedingungen 
erfiillen mu’. Nehmen wir in der Tat die Gleichung: 

Q= (@,—2)* —@—2? —(w%—y)* = 9, 
so sehen wir, daB sie den co® Punkten =a, y=b, 2 =c des Raumes 
co* verschiedene Rotationskegel mit parallelen Rotationsachsen und der- 
selben Offnung 
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(4,—¢)* — (a, —a)* — (y, —b)") = 0 
zuordnet. Diese co® Kegel erfiillen aber die partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung: 
1—p’?—4¢,?=0 

und das ist unméglich, weil es undenkbar ist, daB eine Beriihrungstrans- 
formation alle co® Elemente 2, y, z, p,q in solche Elemente 2,, y,, 2,, 7,5 % 
iiberfiihrt, die eine Bedingungsgleichung erfiillen. In der Tat iibersieht 
man auch leicht, daB die fiinf Gleichungen 


(4-2)? — (@,—2)? — (y—-y)? = 
(4-4) —@-*)=9, (—-4)a—U-9¥) = 
(4,—2)p — (@,—2z) =0, (4,—-2)4 —(%—-9) = 
sich weder nach 2, y,, 2,7, @ noch nach 2, y, z,p,q auflésen lassen. 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, genau die Bedingungen festzustellen, 
die eine Funktion Q erfiillen mu8, wenn die fiinf Gleichungen 


= Y, 2%), %) = 0 


(7) aQ a2, ag 
math Gem 0; by, ae ee 0, gt? 5 0,5) +955 -9 


eine Beriihrungstransformation des Raumes bestimmen sollen. 

Wir werden zuerst nachweisen, daB diese fiinf Gleichungen jedenfalls 
dann eine Beriihrungstransformation liefern, wenn sie sowohl nach 
Ls) Vsy 24) Pry G Wie nach a, y, 2, p,q auflésbar sind. Dies ergibt sich, 
wie wir sehen werden, als Korollar eines allgemeineren Satzes. 

Die Form der Gleichungen (7) zeigt unmittelbar, daB diese Glei- 
chungen sicher in den zehn Veriinderlichen 2, y, 2, p,q, 21) Yt) %1) Pity 
unabhingig sind, wenn die Gleichung 2 = 0 alle ihre sechs Argumente 
enthalt. Ist diese Bedingung, wie wir annehmen wollen, erfiillt, so kénnen 
wir zunichst zwei GréBen 4 und @ durch die Gleichungen 


OQ EQ 
45, age-e 


bestimmen. Dann aber ist es gestattet, die fiinf Gleichungen (7) durch 
das Gleichungssystem: 


0Q @Q OQ 
Q=0, so 1, A oa. a . oS 
(8) a 


OQ aQ 
Ag, =O 45g = OP, AZT= OG 


zu ersetzen. Die sechs letztgeschriebenen Gleichungen ziehen immer die 
Gleichung 
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5 


ag a2, , a @Q ag aQ 
A 3 dz, + da, dx, oS ou, dy, oa de dz a 3a dx — oy dy) == 
= dz, — p,da, — q,dy, — o (dz—pdx—qdy) 


nach sich, welche Werte auch die sechs Differentiale haben mégen. Und 
da die linke Seite gleichzeitig mit dQ verschwindet, so besteht die 


Gleichung 
dz, — p, da, — q, dy, = o(dz—pdx—qdy) 


vermége des Gleichungssystems (8), gleichzeitig aber vermége des Glei- 
chungssystems (7). 

Da wir bei diesen Uberlegungen nur die eine Voraussetzung gemacht 
haben, daB die Gleichung 2 = 0 alle sechs Verinderliche x, y, 2, 2,, y,, % 
wirklich enthilt, so gilt der 

Satz 5. Wenn eine vorgelegte Gleichung Q(x, y, 2, X, Y;) 2) = 0 wirk- 
lich alle ihre sechs Argumente enthilt, und dementsprechend die fiinf Glei- 
chungen: 


aQ a OQ OQ 
Ga, TP 52,9 Gy, +h Ge, ~% 
(7) Ou 0 1 1 71 1 
? a 4 e 4 
EQ EQ EQ EQ 
da TP 5s wy éy +413,= 0 


hinsichtlich der Gripen p,,q,, p,q und zum Beispiel 2, unabhiingig sind, 
dann besteht immer eine Differentialgleichung von der Form: 

dz, — p, dx, — q, dy, = 9(dz—pdx—qdy) 
und dabei ist @ nicht identisch Null. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB dieser Satz keineswegs aussagt, 
daB die fiinf Gleichungen (7) eine Beriihrungstransformation des Raumes 
bestimmen, wenn die Gleichung 2 =0 wirklich alle ihre sechs Argumente 
enthilt; denn aus dieser Voraussetzung folgt zwar, daf unsere Glei- 
chungen (7) hinsichtlich p,q, p,,q, und einer beliebigen unter den Grifen 
“L,Y, 2, Uy, Y,, %, wunabhingig sind, keineswegs aber daf sie eine Element- 
transformation bestimmen. Da wir aber schon friiher bemerkten, dab 
unsere fiinf Gleichungen (7) jedenfalls nur dann eine Beriihrungstrans- 
formation bestimmen, wenn die Gleichung 2 =0 wirklich alle sechs 
GréBen x, y, 2, X,, y,, 2%, enthalt, kénnen wir den folgenden Satz aufstellen: 

Satz 6. Fiinf Gleichungen von der Form 


Q(x, Y, 2, %, I, %) = 9, 


(7) {a2 @Q aQ @Q a2. a2 @2Q. @Q 
fe = -- = $ + —— == () aL = ( 
loz, Pr; 02, 9, CU h 0%, ®, dx ' Paz > oy 4 oz , 


bestimmen dann und nur dann eine Beriihrungstransformation, wenn sie 
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sowohl nach 2, Y;, 2,5 P,,q, wie nach x,y, 2, p,q aufgelist werden kinnen. 
In dieser Weise erhdlt man alle Beriihrungstransformationen, bei denen die 
Punkte des Rawmes in Fliichen iibergehen. 

Es ist iiberraschend, daS man diesem wichtigen Satze eine noch 
einfachere Form geben kann; es li®t sich in der Tat nachweisen, daB die 
Beschrinkungen, denen die Gleichung 2 =( unterworfen ist, siimtlich 
darauf hinauskommen, da eine einzige Determinante nicht vermige Q = 0) 
verschwinden darf. 

Die beiden Forderungen, da die Gleichungen (7) sowohl nach 
L4> V1» %1> Pry G Wie nach w, y, 2, p,q auflésbar sein sollen, sind niimlich 
keineswegs zwei verschiedene Forderungen. Ist die eine Forderung erfiillt, 
so auch die andere. Das werden wir jetzt zeigen. 

Die Forderung, daB unsere fiinf Gleichungen (7) nach «, y, 2, p, q 
auflésbar sein sollen, ist sicher erfiillt, wenn die Gleichung Q2 = 0 ihre 
sechs Argumente wirklich enthilt und andererseits die sieben Gleichungen: 


) . : " 
@Q OQ 
4 +e=9, ee 


ox 


EQ 
op=90, 45, —-eg=0 
hinsichtlich der sieben GréBen 
“L,Y, 2, p,q, A, @ 


unabhiingig sind; sie ist aber offenbar auch dann erfiillt, wenn Q2 = 0 
seine sechs Argumente enthilt und iiberdies die vier Gleichungen 

dQ 
02, 


nach den vier GréBen 


(9) - 2=0, AF —-1=0, AF +p, =0, sag at 


On 
vy, 2,4 
aufgelést werden kénnen. Ob aber diese vier Gleichungen hinsichtlich 2, y, 2 
und 4 unabhingig sind, das entscheidet die Funktionaldeterminante 








| a2 aQ @Q ‘. 
| O@ oy Oz 
4 ate at @Q Ag 
Oz, Ox 02, Oy 02,02 02, | _ ZA 
0?Q 0?Q 0?Q aQ) 
dy,0x “dy,0y “Oy,0z dy, 
#Q- 1 a7Q— FQ a@2 
Ox, Ox Ox, Oy Ox, 02 Oa, 





die offenbar von p, q, ~;, 4, frei ist. 
Die vier Gleichungen (9) kénnen daher dann und nur dann nach 
x,y, 2 und A aufgelist werden, wenn die Determinante 
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| a2 os 8 6 
| Oa éy dz 
| avQ @2  @2 a2 
| 62,0" 02,0y 02,02 O28, _ 
| a2 aa a2 ag|— 
| Ox Oe oy, Gy Oy, 02 oy, 
| 2?2— aeQ @2 aA 
| 0,02 O%,0y Ou,02 Oa, 





nicht vermége Q = 0 verschwindet. 

Bemerken wir iiberdies, dab A in x,y,z und 2,, y,, 2, symmetrisch 
ist, sowie daB A immer verschwindet, wenn in der Gleichung 2 = 0 ein 
beliebiges unter den Argumenten 2, y, 2, %,, 4, 2, nicht wirklich vor- 
kommt, so kénnen wir den folgenden fundamentalen Satz aufstellen. 

Theorem I. Alle Beriihrungstransformationen, bet denen die Punkte 
des Raumes in Fléchen tibergehen, lassen sich durch fiinf Gleichungen von 
der Form: 

Song 9 &, XY, ~ bin = 


ts 
+a5 Oz, 2-0 


2p fe _ OQ dQ —0 


a2 OQ 
0x, +P1 oz, 0, oO”; ? On m ay +29 z 
definieren. Die Funktion Q ist der einzigen Beschriinkung unterworfen, dap 


die Determinante: 





02 
ox 
| 22° 
02, 02x 
a= | joa 
| oy, Ox 
| a%Q 
| Da, Oa 





nicht vermdge Q =O verschwinden darf. 


a2 
oy 
0?Q 
Oz, Oy 
B2Q 


dy, Oy 


a" 
Oa, Oy 


AQ 
Oz 
arQ 
02, Oz 
a?Q 
Oy, 02 
0?Q 
Ox, Oz 





0 


éQ 
Oz, 
OQ 
ou 
OQ 
ex, 


| 





Beispiel I. Eine besonders wichtige Beriihrungstransformation liefern 


die Gleichungen 


=F -F fy = 


DP; 


;"- > >> 


“ZUy=—y. 


Man iibersieht hier unmittelbar, daB eine Gleichung von der Form 


d(z—px—yq) + xdp + ydq=dz—pdx—qdy 
besteht, ferner daB die Elimination der GréBen p, q, p,,q, nur eime 
Relation und zwar die bilineare Gleichung 


4—e+a“e2+yy=0 
Die Punkte und Ebenen des Raumes 2g, y, 2 
Transformation in die Ebenen und Punkte des Raumes 2g, y, 2 iiber. 


liefert. 


gehen somit bei der 


Wir 





ie 
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beschiftigen uns spiter eingehend mit dieser beriihmten Transformation, 
die im vorigen Jahrhundert bei Legendre auftritt, der aber unzweifel- 
haft von Clairauts, Eulers und Lagranges Alteren Untersuchungen 
beeinfluBt war. 

Beispiel II. Noch iilter als die Legendresche Transformation ist 
eine Transformation, die man oft als Dilatation bezeichnet. Da diese 
Transformation jedenfalls implizite schon bei Huyghens auftritt, und im 
Grunde die Grundlage seiner beriihmten Wellentheorie bildet, so werde ich 
mir erlauben diese Beriihrungstransformation, die jeden Punkt «=a, 
y=b, z=c in eine Kugel mit dem gegebenen Radius r: 


(e—a)* + (y—b)? + (e—0)' = 0 
tiberfiihrt, als die Huyghenssche Transformation zu bezeichnen. Man 
findet die Gleichungen dieser Transformation, indem man 
Q= (a, —#)? +(y—-y)P + @—2?-— 7? 
setzt und sodann nach den allgemeinen Regeln die Gleichungen 
a, — x + (¢,—2)p = 0, a, —&+ (¢,—2)p, = 90, 
%—yt+G—A)a=0, H%-y¥t+%—4)q =9 
hinzufiigt. Die gesuchten Transformationsgleichungen besitzen daher die 
Form: 
i ~apeiin . S, — 8 + F <li, y, =yt+r——t—., 
Vitr+e Vit+p+q Vite+@ 
A=—P, A=: 


Man iibersieht unmittelbar, da® diese Transformation involutorisch und 
zwei-zweideutig ist, sowie daB die Gleichung 


4>= 


(10) a(s aa) p (+72) q (y+ ET) 
= dz—pdx—qdy 
identisch besteht. 


Die allgemeinen analytischen Entwicklungen dieses Paragraphen 
fiihren unmittelbar zu einem beachtenswerten geometrischen Satz, den 
wir ausdriicklich formulieren werden. 

Satz 7. Sind die Punktkoordinaten zweier Réiuwme durch eine Relation 

Q (x, Y, 2%, 4%, 4) = 0 
gebunden, und ordnet diese Relation den oo® Punkten x=a, y=b, z=c 
des einen Rawmes o0* Fliichen des zweiten Raumes zu, die keine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen, so ordnet 2 =O auch den 


Mathematische Annalen. LIX. 14 
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Punkten x,, y,, 2, dreifach wnendlich viele Flichen des ersten Raumes zu, 
die keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen. 

Dieser Satz kann auch folgendermafSen formuliert werden. 

Satz 8. Ordnet man den Punkten x, y, z dreifach wnendlich viele 
F lichen zu, die keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen, 
so gibt es immer eine und auch nur eine Beriihrungstransformation des 
Raumes, die jeden Punkt x, y, 2 in die zugeordnete Fliche tiberfiihrt. 


g 3. 


Bestimmung aller Berihrungstransformationen, bei denen die 
Punkte des Raumes in Kurven iibergehen. 


Nachdem wir im vorigen Paragraphen alle Beriihrungstransformationen 
des Raumes bestimmt haben, bei denen Punkte allgemeiner Lage in 
Flichen iibergehen, miissen wir jetzt alle Beriihrungstransformationen 
aufsuchen, bei denen die Punkte des Raumes in Kurven iibergefiihrt werden. 

Kine Beriihrungstransformation: 


(1) aoe X(a, Y, 2; P, q); a Y(2, Y, 2, DP, q); y= Za, Y, 2, p, q); 
A P(a, Y, 2, P, q), a Q(2, Y, 2, DP, q) 


ordnet den co* Elementen eines beliebig gewihlten Punktes =a, y=b, 


z=c die Elemente eines gewissen Elementvereins zu, der durch die Glei- 
chungen: 


ye X(a, b, C, P, q); > Y(a, b, €, DP, q); y= Z(a, b, C, DP; q); 
: . hor P(a, b, C, DP; q), nae Q(a, b, C, P, q) 


bestimmt wird. Man findet den Punktort dieses neuen Elementvereins, 
indem man die GréBen p und q zwischen den drei Gleichungen 


— X(a, b, C, P, %); ee Y(a, b, C, P, q), ie Z(a, b, ¢; iP, q) 

eliminiert. 

Die Beriihrungstransformation (1) fiihrt daher dann und nur dann 
alle Punkte des Raumes in Kurven iiber, wenn die Elimination von p 
und gq zwischen den drei letzten Gleichungen zwei und nur zwei unab- 
hingige Gleichungen 

Q, (4, b, ¢, 2,41, %) = 9, 2 (a, b, 6, 2, y, 4) = 0 

zwischen den Parametern a, b,c und den Cartesischen Koordinaten 2, , y,, 4, 
liefert. Alsdann gehen die Elemente jedes Punktes x =a, y=b, z=c 


in die Elemente derjenigen Kurve 2, = 0, Q,=0 iiber, die den Para- 
meterwerten a, b, ¢ entspricht. 
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Es hat sich also ergeben: 
Satz 9. Hine Beriihrungstransformation 


(1) “41> X(a, Y, 2, DP, q); a= Y(z, Y, 2, P, q), 4>= Z(a, Y, 2, Pp, q); 
y= P(2, Y, 2, P, q), “n= Q(2, Y, 2, P, q) 


fiihrt dann und nur dann alle Punkte x, y, 2 des Raumes in Kurven iiber, 
wenn sich aus den Transformationsgleichungen zwei und nur zwei Relationen 


Q (2, Y, 2, X,Y» 2) ea 0, Q, (2, Y, 2% Ys) 2) =0 


zwischen den Gripen x,y, 2, %,4,,%, herleiten lassen. Fapt man in den 
beiden Gleichungen Q, = 0, Q, =0 die Gripen x,y,z als Parameter auf, 
so bestimmen diese Gleichungen co*® Kurven des Raumes x,, y,, 2%, und zwar 
grade die co*® Bildkurven aller Punkte x, y, 2. Deutet man dagegen 2,, ,, 2 
als Parameter, so bestimmen die Gleichungen Q, = 0, Q, = 0 dreifach un- 
endlich viele Kurven des Raumes 2x, y, 2 und diese Kurven gehen bei der 
Transformation in die Punkte des Raumes 2,, y,, 2, tiber. 

Wir werden jetzt durch rein analytische Betrachtungen nachweisen, 
da8 eine Beriihrungstransformation (1), die alle Punkte x, y, z des Raumes 
in Kurven iiberfiihrt, durch diejenigen Gleichungen 


Qs (2, Y, 2X, H1>%) =9, Qy(a, y, 2, 4, H%, 2%) =O 


vollstiindig bestimmt ist, die angeben, in welche Kurven die einzelnen 
Punkte x, y, 2 tibergefiihrt werden. 

Wenn wir uns in diesem Paragraphen iiberhaupt darauf beschranken, 
die Beweise in analytischer Form zu fiihren, so liegt das daran, daB die- 
jenigen Entwicklungen, die uns hier zunichst interessieren, sich besser 
fiir eine analytische als fiir eine synthetische Behandlung eignen. Wir 
behalten uns aber vor, in einem folgenden Kapitel eine rein geometrische 
Theorie derjenigen Beriihrungstransformationen zu entwickeln, bei denen 
die Punkte des Raumes in Kurven iibergehen. Wir werden sehen, daf 
eine geometrische Behandlung tiefer in das Wesen der Sache hineinfiihrt, 
wihrend die analytische Behandlung zur vorliufigen Orientierung die 
zweckmiBigere ist. 

Wir denken uns also eine Beriihrungstransformation vorgelegt, deren 
Gleichungen zwei und nur zwei Relationen: 


Q, (x, Y,%,%,M1, 4) = 0, Q3 (x, Y, 2, %,%, 4) =0 
liefern, die von p,q, p,,9, frei sind. Unter diesen Umstinden diirfen wir 
behaupten, daB die sechs Differentiale dx, dy, dz, da,, dy,, dz, durch 
zwei und nur durch zwei Relationen, nimlich die linearen homogenen 


Relationen 
14* 
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Q Q Q Q aQ 
aQ aQ aQ, , OQ, 02, 023 ay — 
Ge, 941+ Ge 9% + Gy Unt Ge de t+ Gy dat GF dy = 0 


gebunden sind. Wir wissen aber andererseits, daB diese Differentiale eine 
Relation von der Form 
dz, — p, dx, —q, dy, — e(%, y, 2, p, g) - (dze—pdx—qdy) =0 
erfiillen. Diese letzte Relation muB daher eine Folge der beiden vorher- 
gehenden Gileichungen sein, und es besteht somit eine Gleichung 
dz, — p, dx, — q, dy, — 0(%, y, 4, p, q) (dz—pda—qdy) = 
_ 4 (2% a 025 ag 4.4 2% 
=4, (58 day tet 5 dy) +a (52 da t--+ 5 dy) 
fiir alle Werte der sechs Differentiale, dabei vorausgesetzt, daB die zehn 
GréBen x, y, 2, P,Q, 5 Yi» 214) Pr» G nur solehe Werte erhalten, die mit den 


fiinf Gleichungen der vorliegenden Beriihrungstransformation in Uberein- 
stimmung stehen. 


Die gefundene Gleichung zerlegt sich unmittelbar in die sechs folgenden: 

















’ _ » éQ, 
1 4, 02, + As Oz,’ 
a2 aQ 
— en me a, +A, de, , 
@Q éQ. 
—-h% =A, oy, + A, Oy,’ 
(11) 02, OQ 
2 
—e@-4 5, t47,: 
éQ aQ 
ep =A Ge + Aa Ge» 
aQ éQ 
\ og=A, by +4 Oy? 


die ihrerseits vermége der Transformationsgleichungen bestehen. Nun aber 
liegt es in der Natur der Sache, daB die drei Veriinderlichen 2, y, z durch 
keine Relation gebunden sind, und daB dementsprechend die beiden Glei- 
chungen Q, = 0, Q, = 0 nach zwei passend gewihlten unter den Grifen 
X,Y, 2, aufgelést werden kénnen. Daher ist es immer méglich, unter 
den drei ersten Gleichungen (11) zwei herauszugreifen, die sich nach 4, 
und A, auflésen lassen. Unter allen Umstiinden liefern daher die drei 
ersten Gleichungen (11) uns eine nicht identische Gleichung von der Form 








02, 04, 
a2, a2, | _ 
“A F 17> 
_g¢ 2% a 
1 ay, oy, 





r- 


in 
n 


er 
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die jedenfalls die eine unter den GréBen p, und g, enthilt. Setzen wir 
die gefundenen Werte der GréBen A, und 4, in die vierte Gleichung (11) 
ein, so erhalten wir eine Bestimmung der GréBe 9, die nach einer friiheren 
Bemerkung nicht identisch verschwinden kann. Setzen wir endlich die 
gefundenen Werte von 4,, 4, und g in die beiden letzten Gleichungen 
des Systems (11) ein, so erhalten wir eine Bestimmung von p und 4. 

Das Gleichungssystem (11) liefert somit sicher drei Gleichungen, die 
hinsichtlich p,,9,, p,q unabhangig sind. Fiigen wir hierzu Q, = 0 und 
Q, = 0, so haben wir fiinf unabhingige Gleichungen, die vermége der 
Transformationsgleichungen (1) bestehen, und somit diese Gleichungen 
ersetzen k6nnen. 

Hiermit hat sich ergeben 

Satz 10. Wenn eine Beriihrungstransformation jeden Punkt x, y, 2 
in eine Kurve des Raumes «x,, y,, 2, und zwar in die Kurve 


Qs (Ly Yy 2 yy Yay £) = 0, Q, (2, Y, 2, XY» 4) =0 


tiberfiihrt, so findet man die Gleichungen der Transformation dadurch, dap 
man zwischen den sechs Gleichungen 





pests. § pli | wctee. Yl vic. | 
ut ~~ _ de, +4 Oe, be _ ay + oy, 
1 ’ Pr Q, Q.? VN : dQ, 

13s, + bj bebe 

1 2% 1 2% 

A, Ox we fee a, Oy +4. 2 a 
a4 -9- ae 9 oe 

4 Oz. +4 2 “Oza. 4 Oz +4 st 


das Verhiiltnis 4 eliminiert und die fiinf iibrig gebliebenen Gleichungen nach 


2 
X15 Yay 19 21>% auflost. Die beiden Relationen Q, = 0 und Q, = 0 bestim- 
men die Transformationsgleichungen vollstindig. 

Hiermit kennen wir eine wichtige EKigenschaft derjenigen Beriihrungs- 
transformationen, bei denen die Punkte des Raumes in Kurven iibergehen. 
Um aber alle diese Beriihrungstransformationen wirklich zu bestimmen, 
ist es erforderlich, die Beschrdinkungen genau festzustellen, denen das Glei- 
chungssystem Q, = 0, 2, = 0 unterworfen ist. DaB es solche Beschrankungen 
gibt, ist leicht zu erkennen. Verschwinden nimlich zum Beispiel alle 
zweireihigen Determinanten der Matrix 


a2, OQ AQ 
da, OY O% 
02, 22, 29 |’ 
da, Oy, 0% 
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so lieBe sich aus den beiden Gleichungen 2, = 0, 2, =0 eine Relation 
zwischen 2, y, 2 allein ableiten, was an sich absurd ist. 

Wir denken uns ein Gleichungssystem 2,=0, 2, =O vorgelegt, 
das vorliufig keiner anderen Beschrinkung unterworfen sein soll, als daB 
die drei zweireihigen Determinanten jener Matrix nicht siimtlich vermége 
Q, = 0, Q, = 0 verschwinden diirfen. 

Alsdann geben die Gleichungen: 





LaF th a 
—m=4 ta Se, 
—4-h eta, 
—0 =a Seth G, iol 

op = a, 4 1, 

og = ay Ok + ay 


zunachst eine Bestimmung der GréBen 4,, A, und g, sie liefern ferner drei 
von 4,, 4, und @ freie Relationen, mit denen wir die beiden Gleichungen 
Q,=0, Q,=O0 verbinden. An dieser Stelle brauchen wir nicht auf die 
Frage einzugehen, ob diese fiinf Gleichungen immer in den zehn Ver- 
ainderlichen 2, y, 2, P,Q; 4) Yi» 1) Pr» Y, Wnabhingig sind. Dagegen he- 
tonen wir, daB vermége der hiermit erhaltenen endlichen Relationen 
zwischen den zehn Elementkoordinaten der beiden Riume immer die 
Gleichung 
dz, — p, dx, — q, dy, — e(dz—pdx—qdy) = 


mA (das Bt) a (BE de on Bea 


besteht, welche Werte auch den Differentialen erteilt werden. 

Daher besteht immer vermége der gefundenen endlichen Relationen, 
verbunden mit den zugehérigen totalen Differentialgleichungen eine Re- 
lation von der Form 


dz, — p, da, — q, dy, = e(dz—pdx—qdy). 
Dieses Resultat ist davon unabhingig, ob die fiinf oben abgeleiteten 
endlichen Gleichungen zwischen den zehn Elementkoordinaten eine Element- 
transformation bestimmen oder nicht. Uns interessiert aber hier nur der 


Fall, daB jene Gleichungen eine Elementtransformation bestimmen, was 
jedenfalls nur dann méglich ist, wenn sich aus den beiden Gleichungen 
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Q,=0, Q,=0 keine von 2,, y,, 2, freie Relation zwischen x, y, 2 ab- 
leiten 1aBt. 

Es hat sich also ergeben 

Satz 11. Wenn die Elimination der Gripe 3 = gwischen sechs Glei- 
chungen von der Form 


Qs (2, Y, 2, Hy, Yy, 2) = 0, Q(x, Y, 2 Ly, wae 
82, , , AQ aQ 
_— ad — 3 oe 41, Se 
a a2,’ ~~ ¥ ’ 
— th 04, Fe +45 — 
- Rea - 28 41,28 iy 
P Q, . dius 02, 
_ os —— at + hy 9 at 


fiinf Relationen zwischen den Elementkoordinaten x, y, 2, p,q und X,Y; 5215 Pr» 
liefert, die eine Elementtransformation bestimmen, dann ist diese Transfor- 
mation immer eine Beriihrungstransformation. In dieser Weise werden alle 
Beriihrungstransformationen gefunden, bei denen die Punkte des Rawmes in 
Kurven iibergehen. 

Hier 148t sich nun weiter nachweisen, daB es geniigt zu untersuchen, 
ob die finf in unserem Satze abgeleiteten Relationen sich hinsichtlich 
x, y, 2, p,q auflésen lassen, indem es sich beweisen liBt, dab diese 
Gleichungen, sobald sie nach 2, y, 2, p,q auflésbar sind, auch nach 
Ly Y15 21) Pr, 9, aufgelést werden kénnen. 

Diesen Nachweis fiihren wir so: 

Unsere fiinf Gleichungen sind dann und nur dann nach x, y, 2, p,q 
auflésbar, wenn die Gleichungen 


02, 62. 
= = —1+4, — =0, 
: Q, 82g 
t+ Ay 2 bi = = 


sich nach 2, y, 2, Ay, A, auflésen lassen, und iiberdies die zweireihigen 
Determinanten der Matrix 

om 02% =D 

dx =o Oy Oz 

02, 02, G2 

0x oy Oz 
nicht simtlich vermége des Gleichungssystems 2, = 0, 2, = 0 verschwinden. 
Hierzu ist notwendig und hinreichend, daB die Funktionaldeterminante 
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a2, a2, 6Q, 
ba ay Oe ie: 
@Q OQ, 82, 
oa oy Ge - S 
079, a?Q, 279, a*Q, a2, 82, a2, 
aoe Zs ta 202, 0x jn og +4 202, Oy A Os, as +2 os os 02, 08, |~ 
a, 27% +4 72, 02, O72, FQ, G2, 02, G2 
1Oy, Ox . éx 4 “léy,dy ' “2dy,dy “Loy, bz 20y,02 Cy, Oy, 
a*Q, G2, ., 2, , AQ, a2, 62, 2&2 
| A, Ox, Ox A, = aah Ox, Oy + As Oa, ey A, 6x, Oz +d, 62,02 02, Om 





nicht vermége der fiinf Gleichungen (12) verschwindet. Diese Determinante 
ist, wie man durch Ausfiihrung findet, eine lineare und homogene Funk- 
tion von A, und 4: 


D=1,W,+4W,, 


deren Koeffizienten W, und W, uur von 2, y, 2, %,, y,, 2, abhingen. 

Die Funktionaldeterminante D verschwindet offenbar nur dann ver- 
mége der Gleichungen (12), wenn sowohl W, wie W, vermége des Glei- 
chungssystems 2, = 0, 2, = 0 gleich Null werden. 

Hiermit ist die Richtigkeit des angekiindigten Resultats nachgewiesen. 

Theorem Il. Alle Beriihrungstransformationen, bei denen die Punkte 
des Raumes in Kurven iibergehen, werden erhalten durch Elimination der 


Gripe 4 zwischen sechs Gleichungen von der Form 
2 


Q(X, Y, 2, Ty, YH, %) = 0 


Q(X, Y, 2, X,Y, %) =O 








2 O2 e2, OR» 

—p, = aa +h qq, = . OY, ‘. Ou, 
. - “oo 6Q,? 
Nae th ae 45 th Gs, 

02, 02, aQ, 
adie +45 - , Oy +? oy 
‘7 eer ee F 

ne th Gs “Ge th Ge 


Die Gleichungen Q, = 0, Q, = 0 sind dabei einer Beschriinkung unterworfen. 
Setzt man niimlich zur Abkiirzung 


4,2, + 4,2, = © 
und bringt sodann die Determinante: 
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02, dQ, @2, 


= & ene * * 
02, 2% 9% 
Ga oy Oz 0 0 


ao ao ed a2, a2 
02,0x% O02,0y 02,02 O04, O04 
eo Go Go G2, 0% 
Oy,0x Cy, dy Oy,02 Cy, OY 
ao ao aed G2, a2 











a 


Ox,02 O02,0y O”,02 Oa, O62, 
auf die Form 
A, W, + 4,W3, 
so diirfen die Koeffizienten W, und W, nicht alle beide vermige des Glei- 
chungssystems Q, = 0, Q, =O verschwinden. Nur wenn diese Bedingung 
erfiillt ist, liefern die angegebenen Operationen eine Beriihrungstransformation 
des Raumes. 
Beispiel 1. Liegen die Gleichungen 


4—2+2,x=0, ¥%—y=0 


vor, so ist 
x O -1 0 0 
0 -1 0 00 
=|0 O 0 0 1);=4 
0 0 0 1 0 
A, O 0 O z 








und da der Koeffizient von 4, nicht gleich Null sondern gleich der Einheit 
ist, k6nnen wir schlieBen, daB die Gleichungen z, —2+2,7=0, y, -y=0 
wirklich eine Beriihrungstransformation liefern. Die entsprechenden Trans- 
formationsgleichungen besitzen die Form 

4=2—pl, Y= P, wW=Y; 

aw BF: 
Daf diese Gleichungen wirklich eine Beriihrungstransformation bestimmen, 
bestatigt man, indem man die identische Gleichung 
d(¢—px) — (—x) dp — qdy = dz — pdx —qdy 
bildet. 
Beispiel 2. Setzen wir 
Q, = a, + ty, + 2, + 2, Q, = x(%,—i4,)-—4%—Y, 


so wird 
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4 0 1 0 0 
a—iy, —1 0 O O 
D= A, 0 0 -1 w#|=—2id«x—2id, 
—ai O O —ix it 
Ay 0 0 « 1 





und dieser Ausdruck verschwindet nicht identisch. Die Gleichungen 2, = 0, 
Q,=0 bestimmen daher eine Beriihrungstransformation und zwar die von 
uns entdeckte Beriihrungstransformation, die Gerade in Kugeln iiberfiihrt. 
Mit dieser Transformation werden wir uns auch in diesem Bande eingehend 
beschaftigen. 
Beispiel 3. Setzen wir 
Q =e + y+ 242-2? — yw? — 2, Q, = way + YY, + 2%, 

so ordnen die Gleichungen 2, = 0, Q,=0 jedem Punkt z, y, 2 einen 
Kreis zu, dessen Mittelpunkt der Koordinatenanfang ist, dessen Radius 
gleich der Entfernung des Punktes x, y, 2 vom Koordinatenanfange ist, 
dessen Ebene endlich zu dem Radiusvektor des Punktes 2, y, z senkrecht 
steht. Den co*® Punkten x, y, 2 sind daher oo* verschiedene Kreise zu- 
geordnet, die den Raum ausfiillen. Unsere Gleichungen bestimmen daher 
eine Beriihrungstransformation, die wir als die Apsidaltransformation be- 
zeichnen, weil sie jede Flache in ihre Apsidalfliiche iiberfiihrt. 


Die Entwicklungen dieses Paragraphen geben eine feste Grundlage 
fiir die Theorie derjenigen Beriihrungstransformationen, die alle Punkte in 
Kurven iiberfiihren. Indem wir uns vorbehalten, spiter diese wichtige 
Theorie im einzelnen auszubilden, beschriinken wir uns hier darauf, einige 
besonders naheliegende Konsequenzen unserer Entwicklungen anzugeben. 

Zwei in x,y, 2 unabhingige Gleichungen von der Form 

Q(x, Y, 2, XH, %1,%) = 9, Q(X, Y, 2%, Xz, 1, %) = 0 
ordnen, wie wir schon so oft hervorgehoben haben, jedem Punkte des 
Raumes 2, y, 2 eine Kurve des Raumes 2,, y,, 2, zu. Es ist aber nicht 
sicher, daB man in dieser Weise oo* verschiedene Kurven erhilt, auch 
nicht daB diese Kurven den Raum ausfiillen. Fassen wir nun unsere 
Kurven als Elementvereine auf, so leuchtet ohne weiteres ein, daB die 
Elemente 2,, y;, 2,4, 4 aller dieser Vereine eine Relation (oder mehrere 
Relationen) erfiillen, sobald die Zahl der Kurven geringer als co® ist; 
dasselbe gilt, wenn zwar co* verschiedene Kurven vorhanden sind, diese 
Kurven aber simtlich auf einer gewissen Fliiche gelegen sind. Liegen 
dagegen oo* verschiedene Kurven vor, die den Raum ausfiillen, so be- 
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friedigen ihre Elemente 2,, y,, 2,,9,, 9%, keine Relation; denn dann gehen 
durch einen Punkt allgemeiner Lage co! verschiedene Kurven der Schar, 
die verschiedene Tangenten haben und daher unméglich in diesem Punkte 
dieselben co’ Elemente 2,, y,, 2,, P,;, ¢, haben kénnen. 

Mit Beriicksichtigung dieser naheliegenden geometrischen Bemerkungen 
kénnen wir aus unseren Entwicklungen iiber die Determinante D (vgl. 
Seite 215 ff.) unmittelbar den folgenden beachtenswerten Satz ableiten. 

Satz 12. Ordnen die beiden Gleichungen 

Q(x, Y, 2, X,Y» %) = 9, Q(x, Y, 2, X%,¥,%) =O 
den co® Punkten x, y, 2 dreifach unendlich viele verschiedene Kurven zu, die 
den Raum 2,, y,, 2, ausfiillen, so ordnen dieselben Gleichungen auch den 
Punkten x,, y,, 2, dreifach wnendlich viele Kurven zu, die den Raum x, y, 2 
ausfiillen. 

Wir werden spiiter auf diesen wichtigen Satz zuriickkommen und 
durch rein geometrische Betrachtungen den inneren Grund des Satzes 
aufdecken. 

Bezeichnen wir die Punkte des Raumes 2, y, 2 mit P und die oo® 
zugeordneten Kurven des Raumes 2,, y,, 2, mit C,, ferner die Punkte des 
Raumes 2,, y,, 2, mit P, und die oo*® zugeordneten Kurven des Raumes 
x,y,2 mit C, endlich einen Elementverein des Raumes z, y, 2 mit F’ und 
den zugeordneten Verein des anderen Raumes mit [’,, so gilt offenbar 
der Satz: 

Durchliuft ein Punkt P eine Fliche F, so beriihrt die Bildkurve C, 
des Punktes P immer die Bildfigur F, der vorgelegten Flaiche. Die Bild- 
kurven C, aller co* Punkte P der vorgelegten Fliiche F' bilden eine 
Kurvenschar, die aus co® Kurven besteht und daher ein Kurvensystem 
heiBen soll. Diese co? Kurven beriihren siimtlich die Fliche F,, die wir 
dementsprechend als Brennfliche des Kurvensystems bezeichnen. 

Es ist nun wohl zu beachten, daB jede Kurve C, des betrachteten 
Kurvensystems im allgemeinen die zugehérige Brennfliiche F, an mehreren 
Stellen beriihrt. Dabei ist es auch denkbar, da die Brennfliche F, in 
mehrere Flichen F;’, F,”, F,’" zerfallt. Alsdann transformiert die vor- 
gelegte Beriihrungstransformation die Fliche /’ nicht in eine Flache 
sondern in mehrere Flichen. Und selbst wenn F, nicht in mehrere 
Flachen zerfillt, werden doch jedem Element der gegebenen Fliiche im 
allgemeinen mehrere Elemente der transformierten Fliche zugeordnet. 

Eine Beriihrungstransformation, die die Punkte in Kurven iiberfiihrt, 
ist daher im allgemeinen mehrdeutig, wihrend sie allerdings innerhalb 
passend gewihlter Bereiche der Elementriume immer ein-eindeutig ist. 

Bei tieferen Untersuchungen iiber Beriihrungstransformationen mu 
man oft auf die Mehrdeutigkeit dieser Transformationen Riicksicht nehmen. 
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Um alle hier auftretenden wichtigen Vorkommnisse eingehend untersuchen 
zu kénnen, werden wir in Kapitel III eine geometrische Theorie derjenigen 
Beriihrungstransformaticnen entwickeln, die die Punkte in Kurven iiber- 
fiihren. 


§ 4. 
Direkte Bestimmung aller Beriihrungstransformationen des Raumes. 


Nachdem wir die Beriihrungstransformationen als Elementtransforma- 
tionen definiert hatten, die jeden Elementverein in einen Elementverein 
iiberfiihren, lag es nahe, alle Beriihrungstransformationen in drei Klassen 
zu ordnen, jenachdem die Punkte des Raumes in Punkte, Kurven oder 
Flachen iibergehen. Diese Klassifikation ist bei vielen Untersuchungen 
fundamental; es ist aber wohl zu beachten, daf sie faktisch darauf beruht, 
daB wir uns implizite auf den Standpunkt der Cartesischen Geometrie 
stellen und alle riumlichen Figuren als Punktdrter auffassen. 

Nun aber kénnen wir nach dem Vorgange von Pliicker, dessen 
allgemeine Ideen in Eulers, Lagranges, Legendres, Monges und 
Poncelets Arbeiten ihren Ursprung nehmen, den Raum als einen Ebenen- 
yaum und dementsprechend alle geometrischen Figuren als Ebenendrter 
auffassen. Schreiben wir dabei die Gleichung der Ebene in der Form 

2—axz—by—c=0 
und betrachten die Parameter a, b, c als Ebenenkoordinaten, so bestimmen 
drei unabhiingige Gleichungen zwischen a, b,c eine Ebene, zwei solche 
Gleichungen liefern im allgemeinen eine developpable Fliche, wahrend eine 
einzige Gleichung entweder alle Tangentialebenen einer nicht developpablen 
Flache oder aber die Tangentialebenen einer krummen Kurve oder endlich 
alle Ebenen eines Punktes analytisch definiert. 

Hatten wir nicht die Cartesische Geometrie sondern die Ebenengeo- 
metrie als Ausgangspunkt fiir die Geometrie der Beriihrungstransformationen 
genommen, so wiire es allerdings wiederum naturgemiB gewesen, alle 
Beriihrungstransformationen in drei Klassen einzuteilen, wir wiirden aber 
unter diesen Umstiinden eine andere geometrische Definition der drei 
Klassen zugrunde gelegt haben; zu der ersten Klasse hiitten wir alle 
Transformationen gerechnet, die Ebenen in Ebenen iiberfiihren; zu der 
zweiten (resp. dritten) Klasse dagegen alle Transformationen, bei denen 
Ebenen in Gebilde iibergehen, die durch zwei Gleichungen (resp. eine 
Gleichung) in Ebenenkoordinaten definiert werden. 

Es ist daher méglich und in der Geometrie der Beriihrungstrans- 
formationen im allgemeinen zweckmiBig, die in den vorhergehenden Para- 
graphen eingefiihrte Klassifikation als wnwesentlich aufzufassen. Dement- 
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sprechend kénnen wir es als einen Mangel der friiheren Entwicklungen 
betrachten, daB wir die Bestimmung aller Beriihrungstransformationen in 
drei getrennte Probleme zerlegt haben. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB es méglich ist, ausgehend von den all- 
gemeinen Begriffen Element und Elementverein mit einem Schlage alle 
Beriihrungstransformationen zu bestimmen. Wenn wir aber auch in dieser 
Weise schneller zum Ziele gelangen, so werden wir doch in spiiteren 
Kapiteln erkennen, daB die vorhergehenden Entwicklungen keineswegs 
iiberfliissig sind, sondern im Gegenteil eine fundamentale Bedeutung be- 
sitzen, ja bei vielen Untersuchungen die unentbehrliche Grundlage liefern. 
Die Sache ist eben die, daB verschiedene Standpunkte thre Berechtigung 
haben. Wenn wir auch die von uns begriindete Geometrie der Beriihrungs- 
transformationen als einen wichtigen Abschnitt der Geometrie betrachten, 
so fallt es uns nicht ein, diesen Abschnitt der Geometrie als die einzig 
wahre und fruchtbare Behandlung der Geometrie hinzustellen. 

Eine vorgelegte Beriihrungstransformation 

t= X(x,9,2,P,9), 2=Y, 4=Z, m= P, U=e 
ordnet jedem Punkte 2, = 4a,, y, =6,, 4 =c, einen Elementverein zu, 
den Verein namlich, dessen Elemente durch die Gleichungen: 
a,=X, =—Y, ,=Z 

bestimmt sind. Auf der anderen Seite kénnen wir, indem wir friihere 
Ergebnisse zusammenfassen, behaupten, daB es, sobald jedem Punkte 2,, y,, 2 
ein Elementverein zugeordnet ist, sobald ferner die Elemente aller dieser 
Vereine keine Relation F(a, y, 2, p, q) = 9 erfiillen, immer eine und auch 
nur eine Beriihrungstransformation gibt, die jeden Punkt des Rawmes in 
den zugeordneten Elementverein tiberfiihrt. 

Diesen Satz werden wir jetzt durch neue und direkte Betrachtungen 
ableiten, bei denen es gleichgiiltig ist, ob die betreffenden Elementvereine 
Fliichen, Kurven oder Punkte sind. 

Wir denken uns also, daB jedem Punkte z,=a,, y, =0),, 2,=¢, ein 
Elementverein zugeordnet ist, dessen Gleichungen: 

L,(@, Y, 2, P,Q, Gy by, 4) = 0 (k= 1,2,3) 
nach unseren Voraussetzungen sicher nach a,, b, und ¢, auflésbar sind: 


X (x, Y, 2, P, q) = a; Y(«, Y; 4, DP, q) =b, A(x, Y; 2, DP, q) — 
Wir haben zu beweisen, daS es dann immer eine und auch nur eine 
Beriihrungstransformation gibt, deren drei erste Gleichungen die Form: 
t, = X(2,Y,2,0,9), A= Y%54AD, 4 = 2Z%Y 22,9) 
besitzen. Um dies nachzuweisen, stiitzen wir uns auf unsre Definition 
der beiden Begriffe Elementverein und Beriihrungstransformation. 
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Unsere Annahme, daB die drei Gleichungen X = a,, Y=b),, Z=¢, 
co® Elementvereine darstellen, deckt sich damit, daB die Pfaffsche Glei- 
chung 

dz— pdx —qdy = 0 
fiir alle Wertsysteme 2, y, 2, p, q, dx, dy, dz, dp, dq besteht, die den Glei- 
chungen: . 


X=«a, Yui, £~0, €X=—0, d¥—0, dF~0 


geniigen. Und da unsere Pfaffsche Gleichung die willkiirlichen Parameter 
a,, b,, ¢, gar nicht enthilt, mu8 sie, welche Werte auch 2, y, z, p, q er- 
halten, immer bestehen, sobald die fiinf Differentiale die linearen Glei- 
chungen 

0 


ax ax x ax . 
0 = = dx + dy dy + ag dz+ G dp + = dq=dX, 


oY oY : 
O=— 7 drt: oe i a ee, a, + 3 a= 4Y, 
0Z OZ 
0 = 7 Fe oq dq=adZ 


erfiillen. Hieraus folgt, daB es méglich ist, drei soleche Funktionen J, 
M, N von 2, y, 2, p, q zu finden, daB die Gleichung 


LdX + MdY+ Ndz =dz— pdx —qdy 
fiir alle Werte der Differentiale dz, dy, dz, dp, dq stattfindet. Zur Be- 
stimmung von L, M und N erhalten wir die fiinf linearen Gleichungen: 
LX,+ MY,+ NZ, =1, 
LX,+ MY,+ NZ,=-—p, 
LX,+ MY,+NZ,=—4q, 
LX,+ MY,+NZ,=90, 
LX,+ MY,+ NZ,=0, 
unter denen sicher drei vorhanden sind, die nach LZ, M und N auflésbar 
sind; es sind ja X, Y und Z unabhiingige Funktionen von 2, y, 2, p, q. 
Wiire nun eine unter den GréBen L, M und N identisch gleich Null, 
bestiinde also zum Beispiel die Gleichung 
LdX + MdY = dz — pdx — qdy 
identisch, so existierten oo* dreidimensionale Elementvereine, die durch 
Gleichungen von der Form X = Const., Y= Const. definiert wiirden. Solche 
Vereine gibt es aber bekanntlich nicht, und daher sind L, M und N simt- 
lich von Null verschieden. 
Unsere identische Relation kann daher die Form: 


dZ+ 7 dX+ yaY= x (dz— pda — qdy) 
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oder, wenn wir + a : 
-y-~?, —F=24, vn 9 
setzen, die Form 
dZ— PdX — QdY = o(dz — pdx — qdy) 

erhalten, und dabei verschwindet 9 nicht identisch. 

Diese Uberlegungen geben uns den Satz: 

Satz 13. Stellen drei Gleichungen von der Form 

X(x, Y, 2, DP, q) = 4,, Y(2, Y; 2, D, q) ihe b,, 4(a, Y, 2; Pp, q) =, 
welche Werte auch die Konstanten a,, b,, ¢, erhalten, immer einen Element- 
verein dar, so besteht eine und auch nur eine Relation von der Form 


dz — pdx —qdy = . (dZ— PdX— QaY). 


Wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen und beweisen, daB die 
GréBen X, Y, Z, P und Q unabhingige Funktionen von 2, y, 2, p, q sind, 
und daB dementsprechend die Gleichungen 

a, = X, y,= Y, 4 =Z, p,= P, “L=@ 
eine Elementtransformation und zwar eine Beriihrungstransformation be- 
stimmen. 

Gesetzt, es bestiinde eine Relation, die etwa die Form 

Q— 9(XYZP)=0 
besiBe, waihrend X, Y, Z, P durch keine identische Relation gebunden 
waren. Dann ordneten die Gleichungen 
X=c,, Y=a, Z=o, P=¢, 

mit den vier willkiirlichen Konstanten ¢,, ¢, ¢,, ¢, alle oo® Elemente 
x, y, 2, p, g des Raumes in co* Scharen und zwar in oof Elementstreifen. 
Wihlten wir zwei benachbarte Elementstreifen, die den Parameterwerten 

Cry Coy Cyy Cy und C, + de,, Cy + dly, C+ des, + de, 
entspriichen, so wiren von vornherein zwei und nur zwei Fille denkbar. 
Entweder bestiinde die Gleichung: 

Ac, — CdC, — (6, CgC,e,) de, = 0 
und dann wiire jedes Element des Streifens c,, c, cs, ¢, mit allen be- 
nachbarten Elementen des Streifens ¢, + de,,---,¢, + de, vereinigt; oder 
aber es wire der Ausdruck 
dc, — 6, de, — P(C,CC,04) de, 

nicht gleich Null, und dann kénnte kein Element des Streifens ¢,,---, c, 
mit einem Element des benachbarten Streifens vereinigt liegen. 

Unsere Annahme, daB die Griéfen X, Y, Z, P, Q durch eine und 
nur eine Relation gebunden wiren, wiirde somit dazu fiihren, da8 alle 
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co® Elemente des Raumes sich derart in co* Elementstreifen ¢,, ¢,, ¢,, ¢, 
ordneten, daB alle benachbarten Elemente zweier benachbarten Streifen 
vereinigt liigen, sobald nur zwei Elemente der beiden Streifen in dieser 
Beziehung stiinden. Wire aber eine derartige Schar von oo* Element- 
streifen c,,---,¢, vorhanden, so existierten dreidimensionale Element- 
vereine; wahlte man nimlich einen zweidimensionalen Elementverein all- 
gemeiner Lage, so wiire dieser Verein sicher nicht von einfach unendlich 
vielen Elementstreifen c,,---,¢, erzeugt; die co? Elemente des Vereins be- 
stimmten daher co’ hindurchgehende Streifen ¢,,---,c, und diese co* 
Streifen erzeugten einen dreidimensionalen Elementverein. 

Unsere Annahme, daB fiinf GréBen Z, X, Y, P, Q die eine Relation 


von der Form 


(13) dz —pdz ~qdy =< (dZ— PaX—QdY) 


erfiillen, durch eine und nur eine Relation Q(X, Y, Z, P, Q@)=0 ge- 
bunden sein kénnen, hat sich hiermit als unméglich gezeigt. 

Ebensowenig ist es denkbar, da8 fiinf GréBen Z, X, Y, P, Q, die eine 
solche Differentialrelation (13) erfiillen, durch zwei endliche Relationen 
gebunden sind. Bestiinden in der Tat zum Beispiel zwei Relationen von 
der Form 


P=a(X, Y, Z), Q = B(x, Y, 2), 
so lieBe sich der Pfaffsche Ausdruck 
dZ— PdX — QdY=dZ—«a(X, Y, Z)dX — B(X, Y, Z)dY 
(vgl. z. B. Band I, S. 196, Z. 16 von oben) immer auf die Form: 
wdZ+vdQ- 
bringen, so daB eine Relation von der Form: 


dz—pdu—qdy=~dZ+— dQ 


statifiinde. Dann aber lieferten die Gleichungen Z = Const., Q = Const. 
dreidimensionale Elementvereine, was an sich unméglich ist. 

Noch leichter erkennen wir, daB die GréBen X, Y, Z, P, Q nicht 
mehr als zwei endliche Relationen erfiillen kénnen. 

Es besteht daher der Satz: 

Satz 14. LErfiillen fiinf Funktionen X, Y, Z, P, Q von x, y, 2, p, ¥ 
eine Relation von der Form 

dZ — PdX — QdY = 0 (dz —pdx—qdy), 

so sind diese Funktionen nur dann voneinander abhiingig, wenn die Gripe 
@ identisch gleich Null ist.*) 

*) Dieser Satz ist liingst in der Theorie des Pfaffschen Problems aufgestellt 
worden. 
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Nun brauchen wir nur die beiden Siitze 14 und 13 zusammenzuhalten, 
um das friiher angekiindigte Resultat zu erhalten. 

Satz 15. Definieren drei Gleichungen von der Form 

X (a, Y, 2, DP, q) =4,, Y(a, Y; 2, DP, q) si b,, Z(x, Y, 2, DP, q) -s 
mit den willkiirlichen Konstanten a,, b,, ¢, eine Schar Elementvereine, so 
gibt es immer eine und auch nur eine Beriihrungstransformation des Raumes, 
deren drei erste Gleichungen die Form 

a ae X (x, Y; 2, P, q), "= Y(a, Y; 2; P, @); {= Z(&, Y, 2, DP, q) 
besitzen. — 

Noch schiirfer tritt der Inhalt dieses Satzes durch die folgende 
Fassung hervor: 

Theorem Il. Man findet alle Beriihrungstransformationen, indem 
man den co® Punkten x, = a,, y, = 6, % = ¢, in allgemeinster Weise oo* 
zweidimensionale Elementvereine zuordnet, deren Elemente x, y, 2, p, q alle 
oo® Elemente des Raumes umfassen. Wird diese Zuordnung, wie in einziger 
Weise médglich ist, durch drei Gleichungen von der Form 


X(x,Y,2,P,)=%, Y(X%,Y4PQ0=b, 2(@,4%27,9 =% 
definiert, so gibt es immer eine und auch nur eine Beriihrungstransformation, 
die jeden Elementverein X = a,, Y = b,, Z =, in den zugeordneten Punkt 
L, =, ¥, = 5,, 2, =, tiberfiihrt. 

Sollen drei Gleichungen von der Form 


X (x, Y, 2; P; 7) =a,, Y(x,y,4,p,9) =), Z (2, Y; 2, DP, Q=% 

mit den drei willkiirlichen Parametern a,, b,, ¢, co* Elementvereine dar- 
stellen, so miissen zwischen den Funktionen X, Y, Z bestimmte Beziehungen 
bestehen. Um den zweckmiBigsten analytischen Ausdruck fiir diese Be- 
ziehungen zu finden, stiitzen wir uns auf unsere allgemeine Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren erste Grundziige 
schon im ersten Bande dieses Werkes (S. 521 ff.) entwickelt sind. Wie 
damals bezeichnen wir jede Gleichung: 


F(x, y, 2, p,q) = 9 

zwischen den Hiementkoordinaten als eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung. Integralgebilde dieser Gleichung ist fiir unsre Auf- 
fassung jeder zweidimensionale Elementverein, dessen Elemente der Schar 
F' = 0 angehiren. Wir sahen an der angegebenen Stelle, daB jede Glei- 
chung J’=0 unendlich viele und zwar oo” Integralgebilde besitzt, die 
eine gemeinsame Erzeugung haben. Es ordnen sich niimlich die co* Ele- 
mente jeder Gleichung F’'= 0 in co® Elementstreifen, die wir als charak- 
teristische Streifen bezeichneten, und jedes Integralgebilde von F’ = 0 ent- 
halt co’ charakteristische Streifen. 


Mathematische Annalen. LIX. 15 
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Setzen wir der Einfachheit wegen voraus, daB die vorgelegte partielle 
Differentialgleichung eine willkiirliche Konstante a enthalt, und dement- 
sprechend die Form F(x, y,2,p,q) =a besitzt, so finden wir nach den 
friiher aufgestellten Siitzen die Gleichungen der oo* charakteristischen 
Streifen, indem wir drei von F’ unabhiingige Lésungen der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung 
_@aF (4 


ap Gat Pen) +a (65+ 40) — (Ge +P Ge) ap (ay +9 3s) 0g =F 





gleich willkiirlichen Konstanten setzen. 

Wir sahen andererseits, daB zwei partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung 

F(xyzpq)=4, (xyzpq) =b 
mit den willkiirlichen Konstanten @ und b dann und nur dann co!’ ge- 
meinsame Integralgebilde besitzen, wenn der Poissonsche Klammerausdruck 
[F'®] identisch verschwindet und also die Gleichung 
| Fo|=0 
besteht. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, wenn also nach unsrer Ter- 
minologie die Funktionen F' und ® in Involution liegen, so haben die 
beiden Gleichungen #’'=a und © = bd fiir beliebig gewiihlte Werte der 
Parameter a und b immer einfach unendlich viele gemeinsame Integral- 
gebilde, die durch eine zu den Gleichungen /' = a, ® = db hinzutretende 
Gleichung 
¥ (2, Y, 2 P,Q) = € 

mit der willkiirlichen Konstanten c bestimmt werden. 


Liegt andererseits irgend eine Schar von co® Elementvereinen vor, 
die durch die Gleichungen 


X(a, Y, 2, DP, q) = 4, Y (a, Y;, 2, DP, q) =b,, Z(2,y, 4, p, q) = 
definiert werden, so haben zwei beliebige unter diesen drei Gleichungen 
z.B. X=a, und Z=¢, fiir alle Werte der Parameter a, und c, gemeinsame 
Integralgebilde, und es besteht daher identisch die Gleichung [XZ] = 0. 


Es ergibt sich also unmittelbar aus den Entwicklungen des vorigen 
Bandes der Satz. 


Satz 16. Drei Gleichungen von der Form 
X (x, Y, 2, P; q) = 4,, Y(a, Y; 2, P, q) = b,, 4(x, Y; 2; P, q) = 
mit den willkiirlichen Parametern a,, b,, ¢, bestimmen dann und nur dann 


co® Elementvereine, wenn die drei Funktionen X, Y, Z voneinander unab- 
hiingig sind, und dabei ihre drei Klammerausdriicke verschwinden: 


[XY]=0, [XZ]=0, [YZ]=0 





‘| 
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Das einfachste Beispiel zu diesem Satze liefert die Annahme 
X=a2, Y=y, 2Z=2; 

alsdann definieren die drei Gleichungen X = a,, Y=b,, Z=c, alle co® 
Punkte des Raumes. 

Um ein anderes einfaches Beispiel zu finden, stellen wir die Schar 
aller Ebenen durch die Gleichung 

z—ax—by—c=0 
dar. Die Elemente jeder Ebene erfiillen iiberdies die Gleichungen 
Pea, ge b 
und also liBt sich die Schar aller Ebenen durch die drei Gleichungen 
p=a, g=b, e—px—qy=ce 
darstellen. Hier liegen wiederum die drei Funktionen 
X=p, Y=q, Z4=2—px—yy, 

wie man leicht verifiziert, paarweise in Jnvolution. 

Setzen wir endlich 

z=ar+ec, y=b 
und erteilen den Parametern a, b, ¢ bestimmte Werte, so erhalten wir 
eine Gerade, die mit der za-Ebene parallel ist; die Elemente dieser Ge- 
raden erfiillen iiberdies die Relation: a —p =O. Die Schar aller mit der 
za-Ebene parallelen Geraden wird daher, wenn diese Geraden als Element- 
vereine aufgefaBt werden, durch die drei Gleichungen 
p=a, y=b, z—pr=c 

dargestellt. Hier ist es wiederum leicht zu konstatieren, daB die drei 
Funktionen p, y,2— px paarweise in Involution liegen. 

Betrachten wir endlich die Schar aller co*® Kugeln, deren Mittelpunkte 
in der Ebene z = 0 liegen. In Cartesischen Koordinaten ist 

(e—a)?+ (y—b)?+ 2-—c?=0 
die Gleichung dieser co* Kugeln. Die Elemente einer solchen Kugel er- 
fiillen tiberdies die Gleichungen 
z—atep=0, y—b+2q=0, 
daher werden diese Kugeln, aufgefaBt als Elementvereine durch die Glei- 
chungen 
z+ep=a, yteq=b, eV1+ p+ g= c 

dargestellt. 

Verbinden wir die beiden Sitze, so erhalten wir unmittelbar das 
folgende Theorem: 

Theorem IV. Drei Gleichungen von der Form 

= X2%A54RD, H=VOG%HSRD, 1=2ZG%4P 4) 

15* 
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bestimmen dann und nur dann eine Beriihrungstransformation des Rauwmes, 
wenn X, Y, Z unabhiingige Funktionen von 2, y, 2, p, q sind, die paarweise 
in Involution liegen. Ist diese Bedingung erfiillt, so besteht eine identische 


Comany dZ— PaX — QaY = 0(de—pdx—qdy) 
und dann sind 

P, = P(eyzpa), % = Q(xyzpq) 
die fehlenden Gleichungen der Beriihrungstransformation. 

Diesen fundamentalen Satz, der fiir die analytische Theorie der Be- 
riihrungstransformationen die naturgeméBe Grundlage bildet, gaben wir 
zum ersten Male in den Verhandlungen der Ges. d. W. zu Christiania 
in der kurzgefaBten Note: Kurzes Resumé mehrerer neuer Theorien, 
30. April 1872. 


Aus den Entwicklungen dieses Paragraphen lassen sich viele wichtige 
Schliisse ziehen. Hier beschriinken wir uns darauf, einige besonders nahe 
liegende gleichzeitig aber wichtige Folgerungen zu ziehen. 

Eine Beriihrungstransformation: z, = Z, 7, = X,---,q, = Q fiihrt die 
Elemente x, y, z, p, q jeder Gleichung Z(z, y, z, p,q) =¢ in Elemente des 
Raumes 2,, y,, 2, tiber, deren Punktort die Ebene z, = c ist; sagen wir ein- 
fach: die Transformation fiihrt die partielle Differentialgleichung Z = c in 
die partielle Differentialgleichung z, =e tiber. Gleichzeitig transformieren 
sich die Integralgebilde der ersten Gleichung in die Integralgebilde der 
Gleichung z, =, das hei®t in die Kurven und Punkte dieser Ebene. Die 
charakteristischen Streifen der Gleichung Z=c gehen in die charakteri- 
stischen Streifen der Gleichung z, = iiber, das heiBt in Elementbiischel, 
deren Achsen die Linienelemente der Ebene z,=c sind; kiirzer gesagt: 
die charakteristischen Streifen der Gleichung Z=c gehen in die Linien- 
elemente der Ebene z, = ¢ iiber. 

Schon im vorigen Bande (S. 536ff.) stellten wir eine ganz analoge 
Beziehung zwischen den Integralgebilden, beziehungsweise charakteristischen 
Streifen einer Gleichung F(x, y,z,p,q)=0 und den Kurven (Punkten) 
und Linienelementen einer Ebene her; wihrend aber diese Beziehung sich 
damals als eine Abbildung darbot, wird sie hier durch eine Beriihrungs- 
transformation vermittelt. Es liegt auf der Hand, daB unser jetziges Er- 
gebnis als das tefergehende, die friiheren Entwicklungen umfaft, wihrend 
das Umgekehrte sich nicht behaupten laBt. 

Die groBe Bedeutung dieser Entwicklungen (die sich, beiliufig be- 
merkt, auf » Dimensionen ausdehnen) liegt darin, daB Z = als eine ganz 
beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung aufgefaBt werden 
kann. Liegt nimlich eine beliebige partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung mit einer willkiirlichen Konstanten etwa in der Form w(xyzpq) =¢ 
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vor, so besitzt sie, wissen wir, immer fiir jeden Wert von ¢ zweifach un- 


endlich viele Integralgebilde, die sich durch drei Gleichungen 
w=c, u(xyzpq)=a, v(xyzpq)=b 

darstellen lassen, zwischen denen die Beziehungen 

[uw] = [vw] = [wv] = 0 
stattfinden. Dann aber gibt es immer eine (und auch nur eine) Beriihrungs- 
transformation, deren drei erste Gleichungen die Form 

Rwy 274 4° 
besitzen, und diese Transformation fiihrt die Gleichung: w (a, y, 2, p, g) = ¢ 
in die Gleichung z, = ¢ tiber. 

Durch Beriihrungstransformation kann somit jede vorgelegte partielle 
Differentialgleichung F(x, y,2,p,q) =e auf die Form 2, =e gebracht 
werden. Man kann daher das Integrationsproblem einer Gleichung F’ = c 
als ein Transformationsproblem auffassen. Kennt man niimlich eine Be- 
riihrungstransformation, die F’=c auf die Form z, =e bringt, so fiihrt 
die inverse Transformation die bekannten Integralgebilde der Gleichung 
z, =¢ in die Integralgebilde der Gleichung F' = c iiber. 

Da uun alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung J’ = ¢ 
durch Beriihrungstransformation die gemeinsame Form z,=c erhalten 
kénnen und da andererseits die sukzessive Ausfiihrung zweier Beriihrungs- 
transformationen mit einer einzigen Beriihrungstransformation iiquivalent 
ist, kénnen wir schlieBen, daB es, sobald zwei beliebige partielle Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung 

F(x, y, %~P,)=¢, (En, § 2, x) =k 
vorliegen, immer eine Beriihrungstransformation (ja sogar unendlich viele 
solehe Transformationen) gibt, die jede Gleichung /' =c auf die Form 
® =k bringt. 

Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung besitzen daher keine 
individuelle Eigenschaft, die gegeniiber allen Beriihrungstransformationen in- 
variant bleibt. 

Sobald eine Beriihrungstransformation 
(1) =X, W,= Y, 4=Z, n= P, %1= 
vorliegt, kann man ohne weiteres eine ausgedehnte Kategorie partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung angeben, deren jede integriert 
werden kann. Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung von 
der Form 

Q(X, Y,Z)=0 
erhalt naémlich durch die Transformation (1) die Form 
Q(X, 4,4) =O 
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und die Integralgebilde dieser neuen Gleichung, naimlich die Punkte und 
Kurven der Fldche Q(x, ¥,, 2,) = 0 gehen durch die inverse Transformation 
in die Integralgebilde der Gleichung Q(X, Y, Z) = 0 iiber. 

DaB alle Gleichungen von der Form Q(X, Y, Z) = 0 integriert werden 
kénnen, erkennt man iibrigens auch durch die folgende Betrachtung. Die 
Gleichungen X =a, Y=b, Z=c liefern co* Elementvereine, und unter 
ihnen finden sich oo* Integralgebilde der Gleichung Q(X, Y, Z) = 0; 
solche Integralgebilde sind ja alle Elementvereine X =a, Y=b, Z= ¢, 
deren Parameter a, b, c die Bedingung Q(a, b, c) =0 erfiillen. Hiermit 
kennen wir eine vollstindige Lésung der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung Q(X, Y, Z)=0, deren allgemeine Lisung somit nach 
Lagranges (und unseren) allgemeinen Regeln gefunden werden kann. 

Setzen wir zum Beispiel 

X=p, Y=q, Z=2—pxr—gqy 
so erhalten wir den schon von Lagrange aufgestellten Satz, daB jede 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der allgemeinen Form 
Q(p, q,2—pxz—qy) = 0 
eine vollstindige Liésung besitzt, die aus co? Ebenen besteht; daher sind 
alle Integralflichen der allgemeinen Lésung developpable Flichen. Lagrange 
bemerkt ferner, dab zwei partielle Differentialgleichungen von der Form 
Q(p,q,2—px—qy)=9,  W(p,4,2—px—qy) =90 

immer oo! gemeinsame Integralflichen haben, die samtlich Ebenen sind. 
Die von diesen oo! Ebenen umhiillte Developpable erfiillt ebenfalls sowohl 
Q=0 wie W=0. FaBbt man mit Plicker die GréBen z— px — qy, 
p und q als Ebenenkoordinaten auf (wie friiher bemerkt, bezeichnet schon 
Lagrange diese drei GréBen als élements du plan), so werden die Lagrange- 
schen Betrachtungen evident, indem die Gleichung Q(p, g, z—px—qy)=0 
auf der einen Seite co* Elemente, andererseits aber co? Ebenen definiert. 


5. 
Die Definitionsgleichungen Pe Beriihrungstransformationen 
des Raumes. 
Wir haben gesehen (S. 199), daB fiinf Gleichungen von der Form: 
(1) [2-X@G%4RD, K-V%@%40D, 4-2%%429), 
\ r= PY, %42%D) L=MxH% 4D @ 


dann und nur dann eine Beriihrungstransformation definieren, wenn eine 
Relation von der Form: 


(13) dZ—PdX — QdY = o(dz—pdzx—qdy) 
identisch besteht, und dabei die GréBe @ nicht gleich Null ist. 
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Wir haben ferner erkannt, da® zwischen den Funktionen X, Y, Z, 
die zu einer Beriihrungstransformation (1) gehéren, die Relationen 
[ZX]=0, [ZY]=0, [XY]=0 
bestehen. Wir werden jetzt eine Reihe weiterer Differentialrelationen auf- 
stellen, die zwischen den Funktionen X, Y, Z, P, Q einer Beriihrungs- 
transformation (1) stattfinden; wir zeigen iiberdies, daB diese Differential- 
relationen die Gleichung (13) vollstiindig ersetzen und somit als Definition 
der Beriihrungstransformationen benutzt werden kénnen. Diese charakte- 
ristischen Differentialgleichungen, die in Untersuchungen iiber Beriihrungs- 
transformationen eine fundamentale Rolle spielen, werden wir als Defini- 
tionsgleichungen der Beriihrungstransformationen bezeichnen. 
Schreiben wir (vgl. 8. 208) die Identitiit (13) folgendermafen 
d(Z—PX—QY)+ XdP + YdQ = 0(dz—pdx—qady), 
so erhalten wir (Theorem IV, 8. 227f.) unmittelbar die Relationen: 
[Z—PX-—QY, P|=0, [Z—PX—QY, Q|-0, [PQ|=0, 
sowie die fquivalenten: 
[PQ|=9, [4P]—P[XP]—Q[YP]|=9, [2Q]—P[XQ]— e[Ye|—9. 
In ahnlicher Weise finden wir, indem wir die Identitat (13) auf die Form 
d(Z—PX)+ XdP— QdY = 0 (dz—pdx—qdy) 
bringen, die Relationen 
[7Z—PX,P|=0, [Z—PX, Y]=0, [PY]|=0, 
sowie die aquivalenten 
(ZP|— P[XP|=0, —X[PY|=0, [PY]=0. 
Vertauschen wir hier, wie wir kénnen, X mit Y und P mit Q, so erhalten 
wir die analogen Gleichungen 


[72])— @YQ]=90, [QX]=9. 

Hiermit sind im ganzen die folgenden Relationen abgeleitet: 
[XY]=0, [XZ] =0, [YZ] =0, [XQ] =0, [YP] =0, [PQ] =9, 
[ZP] — P[|XP] =9, [2] — e YQ] = 0. 

Um noch weitere Differentialgleichungen zu finden, verwerten wir die 
friiher (S. 209) aufgestellte Identitat: 


d(2—yepage)—?4(X+ pee) — (E+ ee) 
=dZ— PdX — QdY = o(dz—pdx—gqady), 


die uns zeigt, daB die beiden Funktionen X + —— : J Q 


d Y +——_—— 
VitP TG | ViFPEe 





in Involution liegen. Nun aber ist: 
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P Q PQ 
[2+ sepere ¥+ peel -- pot (FFI IFO: 
und also besteht auch die Gleichung 
[XP] =[Y¥Q]. 

Dabei ist leicht einzusehen, daB die Klammerausdriicke [XP] und 
[YQ] von Null verschieden sein miissen; sonst ligen niimlich alle fiinf 
GréBen X, Y, Z, P, Q paarweise in Involution, und dann hitte zum Beispiel 
die lineare partielle Differentialgleichung [Xf]=—0 fiinf unabhingige 
Lésungen, nimlich X, Y, Z, P und Q. 

Dies gibt den Satz: 

Satz 17. Bestimmen die Gleichungen 


m= X(2,9,2,7,9), H=Y, 4=2Z, 1 =P, 1=Q 
eine Beriihrungstransformation, so bestehen Relationen von der Form 
((X¥] =[XZ] =[¥YZ] = [Pe] =[PY] =[eX] = 9, 
| [PX]=o, [@Y] =, [PZ]= oP, [QZ]= 08, 
in denen w eine von Null verschiedene GriBe bezeichnet. 
Hiermit sind eine Reihe wichtiger Kriterien gefunden, die erfiillt sein 
miissen, wenn fiinf Gleichungen x, = X,---, q, = Q eine Beriihrungstrans- 


formation bestimmen sollen. Diese Kriterien sind aber nicht allein not- 
wendig, sondern auch hinreichend; das wollen wir jetzt zeigen. 


(14) 


Setzen wir voraus, daB fiinf Funktionen X, Y, Z, P, Q von 2, y, 2, p,q vor- 
liegen, die unsre Kriterien erfiillen. Dann ist es zuniichst leicht zu sehen, daB 
diese fiinf Funktionen unabhingig sein miissen. Eine Relation von der Form: 
ist unméglich, weil [PX] von Null verschieden, [#'X] dagegen gleich 
Null ist. Bestiinde andererseits eine Relation von der Form 

Z=%(X, Y) 
so kame 

oo 
[PZ] = S1PX), 
und durch Division mit a: 
__ 20(X, ¥), 

_—_— 
wir sahen aber eben, daB eine Relation, die P enthilt, nicht stattfinden 
kann. Endlich ergibt sich, daB auch X und Y unabhiingig sein miissen, 
weil [Q@ X] gleich Null, [Q Y] dagegen von Null verschieden ist. 

Fiinf Funktionen X, Y, Z, P, Q von x,y, 2, p,q, die unsre Kriterien 
(14) erfiillen, sind somit sicher voneinander unabhiingig. 





Ly 


~ 
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Wenn aber drei unabhingige Funktionen X, Y, Z von 2, y, 2, p, q 
paarweise in Involution liegen, so erfiillen sie immer eine Gleichung von 
der Form 


dZ—WdX — KdY = 6(dz—pdx—qady) 
und dann bestehen unter anderm die Relationen: 
[TY|}=0, [1Z]—TI[TX]=0. 
Nun aber ist TT eine Funktion von X, Y, Z, P, Q, 
T= Q(X, Y, Z, P, Q), 

und diese Funktion muB wegen der Gleichung [TT Y]=0 von Q frei sein 

T = Q(X, Y, Z, P), 
mu aber P enthalten, da [TTX] von Null verschieden sein soll. Setzen 
wir diesen Wert in die Gleichung 

[1TZ] — HTX] =0 


ein, so finden wir die Gleichung 
dQ 
&2 ((PzZ] — TPX]}=0, 


und da der erste Faktor links von Null verschieden ist, kommt 
[PZ|—TIPX]=0. 
Nach unserer Annahme ist aber 
[PZ] — P[PX|=0 
und [PX] von Null verschieden; also ist TT = P; in entsprechender Weise 
ergibt sich dab K = Q ist. 
Hiermit ist gezeigt, daB unsere Kriterien wirklich auch hinreichend sind. 
Theorem V. Fiinf Gleichungen von der Form 


4= X(z, Y, 2, P, q); = Y(a, Y; 2; DP, q); 4= Z(a, Y; 2, D; q) 
A= P(x, Y, 2; DP, q); Ties Q(z, Y; 2, P, Y) 
bestimmen dann und nur dann eine Beriihrungstransformation des Raumes, 
wenn die Relationen 
[XY] =[XZ] =[¥Z] —[X@]-[¥P]-[Pe@l-9, 
[PX]=0, [Q@Y]—0, [PZ]—oP, [QZ]-0@ 
bestehen und die GréBe @ von Null verschieden ist. 
Dieser Satz, der sich ohne Miihe auf m Dimensionen ausdehnen 1aBt, 


bildet die wahre Grundlage fiir unsere Theorie der Beriihrungstrans- 
formationen*). 

*) ,,Kurzes Resumé mehrerer neuen Theorien“ und ,,Zur analytischen Theorie der 
Beriihrungstransformationen“ §S. 258—259; Verh. d. Ges. d. W. zu Christiania, 
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§ 6. 
Auffassung einer Beriihrungstransformation als Anderung der 
Elementkoordinaten. 


In der Cartesischen analytischen Geometrie wird jede Figur des 
Raumes als ein Punktort aufgefaBt. Eine Fliche ist der Ort von co? 
Punkten, eine Kurve der Ort von co! Punkten. Cartesius bemerkt, daB 
ein Punkt des Raumes drei Bestimmungsstiicke oder Koordinaten besitzt, 
und als solche wihlt er die drei Abstiinde x, y, z des Punktes von drei 
festen Ebenen. Bei diesen Festsetzungen stellt jede Gleichung zwischen 
x, y, 2 eine Fliche dar, wahrend ein System von zwei unabhiingigen 
Gleichungen zwischen 2, y, zg eine Kurve des Raumes definiert. Ins- 
besondere stellen lineare Gleichungen Ebenen beziehungsweise Gerade dar. 

Die Cartesische Geometrie ist die dilteste, heineswegs aber die einzige 
analytische Geometrie. Auf der einen Seite ist ja klar, da® man, wenn 
man auch fortwihrend alle raumlichen Figuren als Punktérter auffaBt, 
keineswegs dazu gezwungen ist, als Punktkoordinaten gerade die Cartesischen 
x,y, 2 a wihlen. Fiihrt man die sogenannten Polarkoordinaten r, p, 
als Bestimmungsstiicke eines Punktes ein, so wird allerdings eine Gleichung 
zwischen den drei Koordinaten fortwihrend eine Fliche definieren. Wiahrend 
aber in der Cartesischen Geometrie jede Ebene durch eine lineare Glei- 
chung in den Koordinaten dargestellt wird, iibersieht man, daB die Gleichung 
einer Ebene in Polarkoordinaten eine wranszendente Form besitzt. 

Man kann iiberhaupt statt der Cartesischen Koordinaten x, y, z drei 
beliebige unabhiagige Funktionen u, v, w von 2, y, 2, als Punktkoordinaten 
einfiihren. Erteilt man nimlich u, v,w bestimmte Werte: a, b,c, so findet 
man durch Auflésung der Gleichungen: 


u(z,y,2)=a, v(a,y,2)=b, w(a,y,2)=c 


entsprechende Werte der GréBen 2, y, z, und damit kennt man den Punkt 
oder diejenigen Punkte, in denen wu, v, w die Werte a, b,c haben. Bezeichnet 
man nun diese neuen Punktkoordinaten mit 2,, y,,2,, so sieht man, daB 
die Gleichungen: 


(15) = U(2,Y,2), W=°%Yy2), 4 = wl, y, 2), 
die nach unserer gewéhnlichen Terminologie eine Punkttransformation 





April 1872 und Juni 1873. Man kann den Satz des Textes vervollstiindigen, indem 
man die Bemerkung hinzugefiigt, daB die GréBe w grade die friiher aufgetretene 
Funktion o@ ist, da8 also unter den angegebenen Bedingungen die Gleichung 

dZ— PdAX—QdY=o(dz—pdx—q dy) 
besteht. 
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bestimmen, faktisch den Zusammenhang zwischen den alten Koordinaten 
x,y, 2 und den neuen Koordinaten eines allgemein gewiahlten Punktes 
angeben. 

In dieser Weise ergibt sich, daB man die Gleichungen einer Punkt- 
transformation (15) in zwei ganz verschiedenen Weisen deuten kann, niim- 
lich entweder (vgl. z. B. Band I dieses Werkes, 8.2, § 1) als eine geometrische 
Operation, die jeden Punkt mit den Cartesischen Koordinaten x, y, z in 
einen neuen Punkt iiberfiihrt, dessen Cartesische Koordinaten die Werte 


xy ~— u(a, Y, 2), Yy hea v(a, Y; £), % = w(a, Y, 2) 
haben — oder aber als eine rein begriffliche Operation, die darin besteht, 
daB man die Koordinaten 2, y,z eines Punktes durch andere Koordinaten 
desselben Punktes ersetzt. Bei dieser letzten Auffassung geben die Trans- 
formationsgleichungen, wie wir soeben sahen, den analytischen Ausdruck 
fiir den Zusammenhang zwischen den urspriinglichen und den neuen 
Koordinaten. 

Wir brauchen bei dieser Gelegenheit nicht daran zu erinnern, dab 
eine Punkttransformation noch in einer dritten Weise gedeutet werden 
kann, auch nicht daran, daB grade der Umstand, da eine Punkttrans- 
formation sich in mehreren verschiedenen Weisen deuten laBt, in der 
mathematischen Entwicklung unseres Jahrhunderts eine hervorragende 
Rolle gespielt hat. Wir werden dagegen zeigen, daB auch jede Beriihrungs- 
transformation in zwei verschiedenen Weisen gedeutet werden kann, niim- 
lich einerseits (vgl. 8. 198f.) als eine Operation, die jedes Flichenelement 
X,Y, 2, p,q nach einer neuen Lage bringt, andererseits als eine rein be- 
griffliche Operation, die darin besteht, daB man die Bestimmungsstiicke 
L, Y, 2, p, q eines Elementes durch andere Bestimmungsstiicke 2,, y,, 2, P15 %4 
desselben Elementes ersetzt. Bei dieser letzten Auffassung driicken die 
Transformationsgleichungen den analytischen Zusammenhang zwischen den 
alten und den neuen Elementkoordinaten aus. 

Wir glauben, daB es fiir viele Leser niitzlich sein wird, wenn wir 
an die geschichtliche Entwicklung ankniipfen und zunichst die ange- 
kiindigten Deutungen ausfiihrlich an zwei wichtigen Beriihrungstransfor- 
mationen durchfiihren, die schon im vorigen Jahrhundert, wenn auch unter 
speziellen Gesichtspunkten, von Euler, Lagrange, Monge und Legendre 
verwertet worden sind. 

Wir betrachten zuerst nach Lagrange, Monge und Legendre die 
Transformationsgleichungen: 


(16) —4=2—pe—aQy, %=P, H=G M=X% “=Y, 
die eine Beriihrungstransformation bestimmen, die mit Poncelets Trans- 
formation durch reziproke Polaren identisch ist. 
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Die Ebene des Elementes 2, y, 2, p,q wird durch die Gleichung: 
Z—2—p(X—2) —q(Y—-y) =0, 
bestimmt, anders geschrieben, durch: 
Z—pX—qY-—(e—px—qy) =0. 
Die drei GréiBen z— px —qy, p, q sind daher, wie Lagrange bei ver- 
schiedenen Gelegenheiten ausdriicklich hervorhebt, die Bestimmungsstiicke 
einer Ebene, und zwar in unsrer Terminologie die Bestimmungsstiicke der 


Ebene des Flichenelementes 2, y, 2, p, q- 
Hieraus folgt nun, daB die fiinf GréBen 


(17) &—pL—Y, P, I, t, Y 

als Bestimmungsstiicke des Elements 2, y, z, p, q betrachtet werden kénnen; 
denn unter den fiinf GréBen (17) bestimmen die drei ersten eine Ebene 
und die zwei letzten emen Punkt dieser Ebene. Die Gleichungen 


—& =S—PE—Qd, YAP, vw A= AY 
vermitteln bei dieser Auffassung den Ubergang von einer Koordinaten- 
bestimmung zu einer anderen Koordinatenbestimmung der Flichenelemente 
des Raumes. Dieser Wechsel der Elementkoordinaten ist eine Beriihrungs- 
transformation, weil die Gleichung 


—d(z—px—qy) —xdp—ydq = — (dz—pdxz—qdy) 
besteht, und somit die Bedingung der vereinigten Lage zweier Elemente 
in den neuen Elementkoordinaten wiederum die Form: 
; dz, — p, da, — 4, dy, = 0 
besitzt. 

Nach den Entwicklungen des ersten Paragraphen kann man aber die 
Beriihrungstransformation (16) noch in anderer Weise deuten, und zwar 
als eine Operation, die jedes Element mit den Koordinaten a, y, 2, p,q in 
das Element iiberfiihrt, dessen Punkt die Cartesischen Koordinaten: 


(18) “4 =—(¢—pr—qy), %=P, w=, 
dessen Ebene die Ebenenkoordinaten 
(19) 4— DY —- YH — 4, Wert, HY 


besitzt. Die Form dieser Gleichungen (18) und (19) zeigt unmittelbar, 
daB alle Elemente 2, y, z, p,q einer Ebene in die Elemente eines Punktes 
245%, %, tibergehen, wiihrend die Elemente jedes Punktes x, y,¢ sich in 
die Elemente einer Ebene umwandeln. Wenn aber alle Punkte in Ebenen 
und alle Ebenen in Punkte iibergehen, und iiberdies vereinigte Lage zwischen 
Punkt und Ebene bewahrt wird, so folgt ohne weiteres, daB die beiden 
Raume 2, y, 2 und 2,, ¥,, 2, dualistisch aufeinander bezogen sind. 
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Die beiden hier vorgetragenen Auffassungen der Legendreschen 
Transformationsgleichungen (16) stehen, so verschieden sie auch im ersten 
Augenblicke erscheinen, in genauestem Zusammenhange miteinander. Um 
das am einfachsten nachzuweisen, eliminieren wir die GréBen p, q, p,, 
zwischen unseren Gleichungen und bemerken, da die hervorgehende Relation: 


—4%4—2#+a,e+yy=—90 
den co*® Punkten des Raumes 2,, y,, 2, die oo* Ebenen des Raumes 2, y, 2 
zuordnet. Wir kinnen daher die Gripen x,, y,, 2, in doppelter Weise deuten, 
einerseits als Cartesische Punktkoordinaten in einem neuen Raume, anderer- 
seits als Ebenenkoordinaten in dem urspriinglichen Raume. 

Deuten wir 2,, y,, 2, als Punktkoordinaten in einem neuen Raume, 
so werden wir naturgemi8 dazu gefiihrt die Legendresche Transformation 
(16) als eine geometrische Operation aufzufassen, die jedes Flichenelement 
des Raumes z, y, z in ein Element 2,, y,, 2,, ~,, q, des neuen Raumes 
iiberfiihrt. Deuten wir dagegen die GréBen «,, y,, 2, als Ebenenkoordinaten 
des Raumes x, y,2, so miissen wir die Transformation (16) als eine rein 
begriffliche Operation auffassen, die darin besteht, daB die urspriinglichen 
Elementkoordinaten 2, y, z, p,q durch die neuen Elementkoordinaten 


=P, W=% 4=—E—pe—-Qy), mA=2%, “= 
ersetzt werden. 

Da die Form in der Mathematik eine so auferordentlich groBe Rolle spielt, 
erlauben wir uns hervorzuheben, daB die Auffassung der Dualitiit als einer Element- 
transformation, die die Pfaffsche Gleichung dz — pda —qdy=0 invariant libt, 
von uns herriihrt. Was dagegen die Realitiit betrifft, so ist dariiber kein Zweifel, 
daB schon Mathematiker des vorigen Jahrhunderts die Legendresche Transformation 
fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwertet 
haben, wihrend Poncelet zuerst die wirkliche Tragweite der Transformation klar 
gestellt hat; Poncelet ist es nimlich, der zuerst darauf hingewiesen hat, daB diese 
Transformation auf alle riiumlichen Gebilde angewandt werden kann, sowie dab 
sie jeden Satz der Geometrie in einen neuen Satz umwandelt. Muff man auch in 
Gergonnes UWbergang von der involutorischen zu der allgemeinen Dualitit einen 
gewissen Fortschritt anerkennen, so darf man doch nicht vergessen, dab Poncelet 
auf diesem wie auf so vielen anderen Gebieten der wirkliche Bahnbrecher ist, auch 
nicht, da8 Gergonnes Arbeiten nicht allein viel spiiter erschienen sind, sondern tiber- 
dies mehrere kapitale Fehler enthielten. Die Einfiihrung der homogenen Koordinaten 
und der Ebenenkoordinaten durch Mibius und Pliicker gab der Theorie eine neue 
und vollkommenere analytische Form, wiihrend andererseits die Entdeckung der 
Nullsysteme durch Giorgini und Mibius den Zugang zu neuen Gebieten dffnete. 
Unter denjenigen, die schine Anwendungen der Duali‘aét auf die Geometrie gegeben 
haben, nehmen Chasles und Steiner, die alle beide in ,Poncelets FuBtapfen“ 
wandelten, einen ehrenvollen Platz ein. 


Wenden wir uns jetzt zu den Eulerschen Transformationsgleichungen 


(20) 4=2—prl, 4=P, W=¥, M=—-L, G=Y 
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die ebenfalls eine Beriihrungstransformation darstellen, indem die Gleichung 
d(z—px) + «dp — qdy = dz — pdx — qdy 
identisch besteht. 
Erteilt man den drei GréBen 2— pz, p, y bestimmte Werte, setzt 
man zum Beispiel 
z—px=a, p=b, y=c, 
so bestimmen diese drei Gleichungen einen Elementverein, und zwar eine 


Gerade 
z—bxr=a, y=c, 


die in einer mit der zxz-Ebene parallelen Ebene y=c gelegen ist, die 
ferner mit der Horizontalebene den Winkel g = arc tg. b bildet, die end- 
lich die zy-Ebene in einem Punkte trifft, dessen z-Ordinate gleich a ist. 
Wenn wir den GriBen z— px, p, y bestimmte Zahlenwerte erteilen, so 
greifen wir also gleichzeitig unter allen mit der zz-Ebene parallelen Ge- 
raden eine bestimmte heraus, und wir kénnen dementsprechend z— pz, p 
und y als Linienkoordinaten auffassen, die zur Bestimmung von Geraden 
eines speziellen linearen Linienkomplexes dienen. Die Eulersche*) Trans- 
formation (20) laBt sich daher, wie wir sogleich niher ausfiihren, als der 
analytische Ausdruck einer begrifflichen Operation auffassen, die darauf 
hinauskommt, daB die riumlichen Gebilde nicht als Punktérter sondern 
als Brennflichen resp. Brennkurven eines Strahlensystems aufgefaBt werden. 
Liegt zum Beispiel eine Fliche vor, deren Gleichung in Cartesischen 
Punktkoordinaten die Form z— Q(x, y) = 0 besitzt, so hat diese Fliche 
co? Tangenten, die mit der za-Ebene parallel sind. Fiir jede einzelne 
unter diesen Tangenten haben die drei Linienkoordinaten: 2, = 2 — p2, 
“,= Pp, ¥ =y bestimmte Zahlenwerte, die aus den Gleichungen 

4 = Q(ry)—2Q,, 4 =2,, H=Y 
berechnet werden. Daher findet man durch Elimination von a und y 
zwischen den drei letzten Gleichungen eine Relation z, — W(x, y,) = 0, 
die alle mit der zxz-Ebene parallelen Tangenten unserer Fiche bestimmt. 
Die hier durchgefiihrten Rechnungen sind eben diejenigen, die man aus- 
fiihren mu8, wenn man die Eulersche Transformation auf die Fliche 

2—Q(ay) =0 

ausfiihren will. 





*) In seinen beriihmten Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung (Journal de d’Ecole polyt. Heft 17 u. 18, (1815 u. 20)) wandte Ampere 
u, a. die Eulersche Transformation auf Gleichungen von der Form 

rt—s*+ Ar+ Bs+Ct+ D=0 
an. Eulers wie Ampéres Untersuchungen sind aber in rein analytischer form dar- 
gestellt; von geometrischer oder begrifflicher Deutung findet man in ihren Arbeiten, 
soweit uns bekannt, keine Spur. 
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Man kann aber die Eulersche Transformation auch in anderer Weise 
(vgl. S. 198f.) auffassen, niimlich als eine geometrische Operation die jedes 
Flichenelement 2, y, z, p,q in eine neue Lage bringt. Bei dieser Auf- 
fassung geht jeder Punkt: =a, y=, z=y in einen Elementverein 
iiber, den man dadurch findet, daB man zwischen den Transformations- 
gleichungen (20) die GréBen p, q, p,, gq, eliminiert, und sodann in die 
gefundenen Gleichungen 

4—2+%0=0, y,—y=90 
die Werte x= a, y= 6, 2 = y einfiihrt: 

4—y+t+an=0, y—B=0. 
Es geht also jeder Punkt «= a, y= 8, e=y in die Gerade: 

4&+ar,—y=0, 4 =8 

iiber; es geht ferner jede Fliche in eine Fliiche (oder Kurve) iiber, die 
man findet, indem man die Bildlinien aller Punkte der gegebenen Fiche 
und die im Endlichen gelegene Brennfigur des hervorgehenden Strahlen- 
systems aufsucht. 

Die hier vorgetragenen Auffassungen der Eulerschen Transformation, 
die alle beide von uns herriihren*), haben insofern eine iiuBere Ahnlich- 
keit, als in beiden Fiillen die Begriffe Strahlensystem und Brennfliiche 
eine wichtige Rolle spielen. Nichtsdestoweniger sind beide Auffassungen 
verschieden. 

Wiinschen wir die Briicke zu finden, die den Zusammenhang zwischen 
beiden Auffassungen der Eulerschen Transformation klarstellt, so kniipfen 
wir am besten an die Betrachtung der beiden Gleichungen 

&—2+%,2=0, y—y=9 

an, die in knappster Form die Eulersche Transformation definieren. Diese 
Gleichungen ordnen jedem Punkte x, = «,, y, = 8,, 2, = y, eine Gerade 
%—2e+a,2=0, B,—y=O des Raumes zg, y, 2 zu. Man kann daher 
die Grofen x,, y,, 2, in zwei Weisen auffassen, entweder als Cartesische 
Punktkoordinaten in einem neuen Raume x,, y,, %,, oder aber als Linien- 
koordinaten im Raume 2, y, 2, die zur Bestimmung derjenigen co® Geraden 
dienen, die mit der z2-Ebene parallel sind. 

FaBt man 2,, y,, 2, als Cartesische Punktkoordinaten auf, so wird 
man dazu gefiihrt die Eulersche Transformation als eine geometrische 
Operation aufzufassen, die alle riumlichen Gebilde in neue Gebilde iiber- 
fihrt. Deutet man dagegen 2,, y,, 2, als Linienkoordinaten aller mit der 
za-Ebene paralleien Geraden, so mu8 man die Eulersche Transformation 


*) Verhandlungen der Ges. d. W. zu Christiania 1870, S. 506; Math. Ann. 
Bd. V, S. 148 ff. 
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als eine begriffliche Operation auffassen, die darin besteht, daB wir von der 
Cartesischen Darstellung eines riumlichen Gebildes zu einer neuen Dar- 
stellung desselben Gebildes iibergehen. 


Es liege nun eine beliebige Beriihrungstransformation 
(1) a, = X(2,y,2,7,9), H=Y¥, 4=Z, n= P, = 
vor, die durch eine, zwei oder drei Gleichungen von der Form 

Q(X, Wy 2, Uy Ii, %) = 0 (x—1---) 
definiert wird. Man kann immer eine derartige Transformation in zwei wesent- 
lich verschiedenen Weisen auffassen und zwar entweder als eine geometrische 
Operation, die alle Elemente 2, y, 2, p,q in andere Elemente 2,, y,, 2,, Pi» % 
iiberfiihrt — oder aber als eine rein begriffliche Operation, die darauf 
hinauskommt, daB die urspriinglichen Elementkoordinaten 2, y, 2, p,q durch 
neue Elementkoordinaten, nimlich die GréBen X, Y, Z, P, Q ersetzt werden. 

Das Gleichungssystem Q, = 0 ordnet jedem Punkte 2, = a,, y, = },, 
2, =¢, ein Gebilde des Raumes 2, y, z zu, niimlich das Gebilde 
(21) Q(X, Y, % Ay, ,, 4) = 0. 

Man kann daher die GréfBen 2,, y,, 2, in zwei verschiedenen Weisen deuten, 
namlich entweder als Cartesische Punktkoordinaten des neuen Raumes ~,, y, ,2,, 
oder aber als Bestimmungsstiicke der co* Gebilde (21) des Raumes 2, y, z. 

Deutet man 2,, y,, 2, als Cartesische Punktkoordinaten in einem neuen 
Raume, so wird man dazu gefiihrt, die Beriihrungstransformation als eine 
geometrische Operation aufzufassen, die jedes Element 2, y, z,p,q in em 
neues Element 2,, y,, 2,, ?,, % tberfiihrt, die ferner jeden Elementverein 
des Raumes 2, y, z in einen Elementverein des Raumes 2,, y,, 2, umwandelt. 

Deutet man dagegen z,, y,, 2, als Bestimmungsstiicke der co* Gebilde 
(21) Q,(@, Y, 2, 4, %1,%) =O 
des urspriinglichen Raumes x, y, z, so muB man die Beriihrungstransfor- 
mation (1) als eine rein begriffliche Operation deuten, die darauf hinaus- 
komint, daB man die Flichen und Kurven des Raumes 2, y, z nicht als 
Punktérter, sondern als Umhiillungsfiguren von Gebilden auffaBt, die der 
Schar (21) angehéren. 

Wihrend die Raumfiguren bei der ersten Auffassung von einer Be- 
riihrungstransformation in neue Gebilde iibergefiihrt werden, behalten sie 
bei der letzten Auffassung ihre Lage im Raume, wiihrend ihre analytische 
Darstellung eine neue Form erhilt. 

In den folgenden Entwicklungen werden wir bald die eine bald die 
andere Deutung der Beriihrungstransformationen zugrunde legen. Beide 
Auffassungen haben ihren Wert; man muB eben bei jeder Gelegenheit die 
zweckmaBigste Deutung wihlen. 
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Kapitel IL 


Einfihrung in die Transformationstheorie der partiellen 
Differentialgleichungen. 


Wiederholt haben wir darauf hingewiesen, daB einige spezielle Be- 
riihrungstransformationen schon von Mathematikern des vorigen Jahr- 
hunderts verwertet worden sind. In diesen iilteren Arbeiten war jedoch 
nicht die Transformation an sich, sondern die Umformung und Erledigung 
bestimmter Probleme der eigentliche Untersuchungsgegenstand. Es war 
nie die Rede von einer Theorie der betreffenden speziellen Transformation, 
noch weniger von einer allgemeinen Transformationstheorie. 

Legendre benutzte die Lagrangeschen Gleichungen: 


4 —=S—pPL—-d, %—P, w= A=—-%, A~=-Y 

zur Umformung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, die 
alle Minimalflichen definiert. Es ist wohl nicht allein méglich sondern 
sogar wahrscheinlich, daB es ihm bekannt war, da’ diese Umformung 
darauf beruht, daB die Minimalflichen nicht als Punktérter sondern als 
Umhiillungsgebilde eines Ebenensystems betrachtet werden. Diese Auf- 
fassung tritt aber nicht explizite, weder bei ihm noch bei seinen Zeit- 
genossen hervor. Es entging, wie es scheint, zuniichst der Aufmerksamkeit 
der Mathematiker, daB die Legendresche Transformation auf alle partiellen 
Differentialgleichungen, auf alle geometrischen Gebilde, ja auf alle 
Sdtze der Gceometrie angewandt werden kann. Die grobe Tragweite 
und hervorragende Wichtigkeit dieser Transformation wurde jedenfalls 
erst spiiter in die richtige Beleuchtung gesetzt. 

Im Anfange unseres Jahrhunderts benutzte Ampére sowohl die 
Eulersche Transformation: 

4=—8—pr, %—P, hw —-%, Kw=Y A~F 

wie wesentlich allgemeinere Transformationen um gewisse partielle Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung auf einfachere Formen zu bringen. 
Andererseits verwerteten Lagrange, Poisson, Jacobi und Bour in 
ihren Untersuchungen iiber Stdrungstheorie und tiber die sogenannten 
kanonischen Systeme: 





ity OD y+ 2H ny Pir" Pa) APE _ OO (ys ++) Pr) 
dt Op, ? dt 7 x, 

gewisse Transformationen, die allerdings keine Beriihrungstransformationen 

darstellen, die aber durch Hinzufiigung einer gewissen Gleichung zu Be- 

riihrungstransformationen komplettiert werden kinnen. In allen diesen be- 
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riihmten Arbeiten war aber nicht die Transformation an sich, sondern die 
Transformation der betreffenden Differentialgleichungen der wirkliche 
Untersuchungsgegenstand. 

In Poncelets klassischen Arbeiten iiber die Theorie der reziproken 
Polaren wurde zum ersten Male eine Beriihrungstransformation eingehend 
untersucht, allerdings in geometrischer EKinkleidung. Poncelet fabte seine 
Transformation der reziproken Polaren als ein allgemeines Prinzip auf, 
das jeden geometrischen Satz in einen neuen Satz iiberfiihrt. 

Wir glauben behaupten zu diirfen, da8 wir fiir die allgemeine Theorie 
der Beriihrungstransformationen wesentlich dasselbe geleistet haben wie 
Poncelet fiir die spezielle Legendresche Transformation. Bei unseren 
Vorgiingern findet man ja nicht einmal eine wirkliche Definition des Be- 
griffes Beriihrungstransformation, noch weniger allgemeine Sdtze iiber Be- 
rithrungstransformationen. Durch unsere Arbeiten aus den Jahren 1870 und 
1871 wurde zuniichst eine geometrische Theorie der Beriihrungstransformationen 
geschaffen und nach vielen Richtungen fiix die Geometrie verwertet. Fast 
gleichzeitig begriindeten wir eine allgemeine Invariantentheorie der Beriihrungs- 
transformationen, sowie eine allgemeine T'heorie aller kontinuierlichen Gruppen 
von Beriihrungstransformationen. Die Tragweite und hervorragende Be- 
deutung dieser Theorien fiir die Geometrie und besonders fiir die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen versuchten wir durch viele Anwendungen 
in die richtige Beleuchtung zu setzen. 

Wenn wir aber besonderes Gewicht darauf legen, daB bei uns die 
Beriihrungstransformationen an sich zanichst den Untersuchungsgegenstand 
bilden, so glauben wir doch, und zwar nicht allein aus pidagogischen 
Griinden, daB es zweckmiaBig sein wird, daB wir uns in diesem Werke 
soweit méglich an die geschichtliche Entwicklung anschlieBen; wir werden 
daher in den ersten Paragraphen dieses Kapitels unter anderm einige 
Transformationstheorien entwickeln, die in spezieller Form und nicht 
allgemeingiiltiger Fassung bei unseren Vorgiingern auftreten, wihrend sie 
in unseren iilteren Arbeiten eine priizise Fassung und eine allgemeingiiltige 
Form erhalten haben. Die Theorien der letzten Paragraphen riihren in 
ihrer ganzen Ausdehnung von uns her. 


§ 1. 


Verhalten der Ableitungen zweiter Ordnung bei einer 
Beriihrungstransformation. 


Bei einer Punkttransformation 
2 oan = “ . em Va ‘ 
ia A(a, y, 2), Y = B(a, y, 2), a | = C(a, Y, 2) 


gehen F'lichen, die miteinander eine Beriihrung m‘* Ordnung haben, in 
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Fliichen iiber, die wiederum eine Beriihrung m‘" Ordnung haben. In der 
Sprache der Analysis kommt dies darauf hinaus, da die Ableitungen 
m‘** Ordnung von 2, nach w, und y,: 


Oe i 9 

dat’ dat tay,’ =” ays 
sich als Funktionen von 2, y, 2 und den Ableitungen erster, zweiter, - - -, m-ter 
Ordnung von z nach « und y ausdriicken lassen. Eine Punkttransformation 
fiihrt daher -jede partielle Differentialgleichung m‘* Ordnung in eine 
partielle Differentialgleichung von derselben Ordnung iiber. 

Fiir Beriihrungstransformationen, die keine Punkttransformationen sind, 
gelten ganz analoge Siitze; allerdings darf nicht vergessen werden, daB 
jede derartige Transformation gewisse Fliichen in Kurven oder gar in 
Punkte umwandelt. Von Fliichen, die eine solche Ausnahmestellung ein- 
nehmen, kénnen wir aber vorliufig absehen; wir werden spiiter erkennen, 
da8 die hiermit ausgeschlossenen Fliichen sich von vornherein dadurch 
definieren lassen, daf sie eine gewisse partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung befriedigen. 

Fiihren wir eine Beriihrungstransformation 
(1) a ae X(z, Y% 22,9), = Y(a, Y, 2, D, q), “5h = UL, ¥, 4 D, q) 
auf eine Fliiche z = f(a, y) allgemeiner Lage aus, so ist der transformierte 
Elementverein wiederum eine J’ldche, deren Gleichung iiberdies auf die 
Form 2, — f,(#, y,) =9 gebracht werden kann. 

Gehen wir von einem beliebig gewihlten Element 2, y, z, p, q der 
gegebenen T'liche ¢ =f zu einem beliebigen benachbarten Elemente der- 
selben Fliche iiber, so erfiillen die entsprechenden Inkremente da, dy, dz, 
dp, dq der Elementkoordinaten die bekannten Gleichungen: 

dp=rdz+sdy, dq=sda+tdy, 
in denen +, s und ¢ wie gewéhnlich die partiellen Ableitungen zweiter 
Ordnung 


z 


e 


¥ 
bezeichnen. Sind 7,, s,, ¢, die Ableitungen zweiter Ordnung von z, nach 
z, und y,, so gelten fiir die transformierte Fliiche z, = /,(#,,y,) die ana- 
logen Gleichungen: 


7 
s=75— t=; 
‘ 0 


~ 


dp, —r,dz,—s,dy,=0, dq, —s,dx,—t,dy, = 9, 
die durch Substitution der Werte 2, = X, y,= Y, py, =P, 4 =@ die 
Form 
(2) dP—r,dX—s,dY=0, dQ—s,dX >t,dY=0 
annehmen. 
16* 
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Hier sind nun X, Y, P und Q bekannte Funktionen von 4, y, 2, p, q; 
da aber z= f(x, y) und infolgedessen p =f, und g=/, Funktionen von 
x und y darstellen, so lassen sich auch X, Y, P und Q als Funktionen 
von x und y auffassen. Bezeichnen wir daher fiir einen Augenblick eine 
beliebige unter diesen vier Funktionen mit U, so kénnen wir 


dU aU 


und 
d 
ev =U, +Up+U,r + U,s, 
dU 
dy = U, + U.4q + U,s +- U,t 
setzen. 


In dieser Weise erhilt die erste unter den Gleichungen (2) die Form 
dP dX dY dP dX dY 
(35 — ia. S a=) dz + (3 “i ay) dy =0 
und da sich aus der Gleichung z= f(x,y) der gegebenen Fiche keine 
Relation zwischen den Differentialen dx und dy ableiten laBt, so zerlegt 
sich die letzte Gleichung in die beiden: 
ap_,,aX_ a¥_ 
dz "de de ~ 
dP. ax d¥ 


yay 4G 


? 


aus denen durch Auflésung fiir 7, und s, die Werte 


dPadY adPay 
dz dy dy dx =~R 
axXdY adXdY WN’ 
dx dy dy dx 
(3) dPdX dPdx 


dy de—de dy _ 8 


aXd¥_dXad¥—N 
dx dy dy dz 





i= 





5 = 





hervorgehen. 
Behandeln wir die letzte Gleichung (2) in ganz entsprechender Weise, 
so finden wir die analogen Formeln: 


dQadY dQay 

«, — 22 dy dy dx _& 

1“ GXdY dXdY~ NW’ 

dz dy dy dx 

(4) dQgQaX dQax 

iP dy dx dx dy 
1 


"aX dY dXdY 


dx dy dy dx 
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o Die hiermit gefundenen Ausdriicke der Differentialquotienten r,, s, 
. on und ¢, enthalten die Ableitungen nach x und y der GréBen X, Y, P und Q, 
die als Funktionen von 2,y,2,p,q gegeben sind und somit die unab- 











a hingigen Veranderlichen « und y sowohl explizite wie implizite enthalten. 
Die Zdhler und Nenner, die sich als Funktionaldeterminanten zweier GréBen 
U und V nach x und y darbieten, erhalten durch Ausrechnung die folgende 
beachtenswerte Form: 
pduUdvV adUdVv r r 
da dy dy dz (U,+U.p+U,r+U,8) (V+ V.q+V,s+ Vf) = 
— (U,+U,q+U,s+U,t) (V,+V,p+V,r+ V,s) = 
= (U,V,—U,V,)(rt—s*) + 
(5) +[0,(V,+¥,a) — (U,+U,q)V,]r + 
rm + ((U,+U,p)V, + U(V,+V.9) — 
— (U,+U,@)V, — U,(V.+V,p)|s + 
+((U,+U,p) V,—U,(V.+ V.p) t+ 
me +[(U.+Up)(V,+¥.a) —(U,+U,9)( V+ V0) 
e 
Es ergibt sich in dieser Weise, daB r,,s, und ¢, rationale Funktionen 
von r,s und ¢ sind; die drei Ziahler und der gemeinsame Nenner sind 
simtlich linear in den vier GréBen rt — s*, r, s und ¢. 
Die oben gefundenen Ausdriicke fiir 7,, s, und ¢, kénnen daher 
folgendermaBen geschrieben werden: 
Ar+Bs+O,t+D,¢t—s)+E, BR 
"= ~“dr+ Bs+Ct+ Dorie) +E N? 
6 A,r + B,s + C,t+ D, (rt—s*) + E, Ss z, 
(6) 5: = “Art Bs+Ct+ Diri—s)+E ~N 
4 —Ast+Bys+Gt+Drt—s)+H,_ T 
1 Ar+ Bs+Ct+Dcrt—s)+E WN’ 
Die Werte (3) und (4) der GréBen r,,s, und ¢, zeigen ferner, daB 
dP dQ aP dQ 
t RT—SZ _ dx dy dy dz 
| ri — &'— “ya = Gx dY ax d¥ 
se, da dy dy dz 


ist. Die GréBe r,/, — s,° besitzt daher die Form 


t 2_ Ayr+B,s+C,t+ D,(rt—s*) + E, Q 
is ama | Ar+ Bs+Ct+Dert—s)+E ~N 


wo der Zahler Q wiederum in den GréBen 1, ¢,s und rt — s* linear ist. 
Wir fassen unsere Resultate in die Formeln 





r 8 t, 
1 1 


r r,t, —8,? 
(6) $1 He ae HHH 


| 
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zusammen, in denen R,S, 7,2 und N Funktionen von 2, y, 2, p, q, 7, 8, ¢ 
bezeichnen, die in den vier GréBen r,s, é und rt — s® linear sind. 

Aus dem Umstande, daB r,, s, und ¢, sich als Funktionen von g, y, 
2, P, q, Y, 8, # ausdriicken, folgt unmittelbar, daB Flachen allgemeiner Lage, 
die sich oskulieren, in Fldchen iibergehen, die sich ebenfalls oskulieren. 
Es ergibt sich ferner, daB alle Integralflichen einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung im allgemeinen in F lichen tibergehen, die dann 
ebenfalls eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung erfiillen*). 

Wiiuschen wir eine Beriihrungstransformation auf eine partielle Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung auszufiihren, so denken wir uns am 
besten, daB die Transformationsgleichungen: 


ims X(a, Y; %; P; Q)»**" . Tie Q(2, Y; 2, DP, q) 
nach denjenigen Veriinderlichen aufgelést vorliegen, die wir eliminieren 
wollen. Ist dann ; 
D2, Yay 21) Pr» Uy Ns» S15 4) = 0 

die vorgelegte partielle Differentialgleichung, so ist 

7 R Ss yy 

(X, Y, Z, P, Q, W’? N? y) = @ 

die transformierte Differentialgleichung. 


Liegt insbesondere eine sogenannte Monge-Ampéresche Gleichung 
vor, das heiBt eine Gleichung, die in 7,, s,,¢, und r,4, — s,? linear ist: 


Hr, + 2Ks, + Lt, + M(r,t,—s,7) + U=0, 
so leuchtet unmittelbar ein, daB auch die transformierte Gleichung: 
HR+2KS8S+ LT7+ M2+4+UN=0 
in r, s, € und rt — s® linear ist. 


Satz 18. Eine Beriihrungstransformation fiihrt immer jede Monge- 
Ampéresche Gleichung in eine ebensolche Gleichung iiber**). 


Wir wenden uns wiederum zu der allgemeinen Theorie der Beriihrungs- 
transformationen. 

*) Die wichtigen Bemerkungen des Textes, die sich ohne weiteres auf partielle 
Differentialgleichungen m‘** Ordnung in » Verinderlichen ausdehnen, finden sich bei 
unseren Vorgiingern nicht, die ja den allgemeinen Begriff der Beriihrungstransforma- 
tionen noch nicht besaBen. 

*) Der allgemeine Satz des Textes riihrt von uns her; Verh. der Ges. d. W. zu 
Christiania, 1871, 8.85; Math. Ann. Bd. V, 8.163. Spezielle Fille dieses Satzes 
finden sich schon bei Ampére { vgl. das Zitat auf S. 238} und Imschenetsky (Etude 
sur les méthodes d’intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre... 
traduit du russe par J. Hoiiel, Greifswald 1872). 
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Die friiher (S. 245) gefundenen Formeln 


, R S = T ae 
(6’) “=p A=yoy 44=-y rt—3°= 7 
gelten nach den bei ihrer Ableitung gemachten Voraussetzungen fiir 
Flichen z— f(x,y) = 0, die sich in Fléchen transformieren, deren Glei- 
chung die allgemeine Form z,—/f,(x,, y,)=0 besitzt. Da nun die 
Formeln (6’) illusorisch werden, sobald der Nenner 


"7 aXdY adxXdY 

(7) ; = dx dy dy dz 

verschwindet, so liegt es nahe zu vermuten, daB die GréBe N, die von 
“L,Y, 2,p,q,7, 8, abhangt, nur fiir solche Flichen ¢ — f(x, y) = 0 ver- 
schwindet, die entweder in Kurven (bez. Punkte) des Raumes 2, y, 2 iiber- 
gehen oder aber in Flachen, deren Gleichung die Form o(a,, y,) =0 
besitzt. Wirklich zeigt auch die Formel (7), daB N nur dann verschwindet, 
wenn X und Y durch die Substitution 


= f(a, Y), P= fe = , 
in Funktionen von 2 und y iibergehen, die durch eine Relation 
a(X, Y) =0 

verkniipft sind. Jede Integralfliche der partiellen Differentialgleichung 
N = 0 transformiert sich also in einen Verein, dessen Elemente 2,, y,, 2;, 
P:>G eine Relation von der Form o(2,, y,) = 0 erfiillen; der transformierte 
Verein ist daher entweder eine Zylinderfldche w(x,, y,) = 0 oder aber eine 
Kurve oder aber ein Punkt, wie oben angekiindigt wurde. 

Die Gleichung N =O ist im allgemeinen eine partielle Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, sie kann aber von 7, s und ¢ frei sein und ist 
dann eine partielle Differentialgleichung erstery Ordnung; es ist ferner 
denkbar, daB N auch von p und q frei ist, ja es kann vorkommen, dab 
N sich auf eine von Null verschiedene Konstante reduziert. Wir werden 
uns mit diesen verschiedenen Fiillen beschiftigen und werden dabei 
insbesondere nachweisen, daB der Nenner N nur dann von 7,s und ¢ frei 
ist, wenn die vorliegende Beriihrungstransformation eine Punkttrans- 
formation ist. 

Die friiher aufgestellten Formeln (5) und (7) zeigen, daB N auf die 
Form: 

N= (X, Y,—X, Y,) (rt—s*) + [X,(¥,4+ Y.q) — (X,+ X,q) ¥,]r 
+ [(X,+ X.p) Y,+ X,(¥,+ ¥.q)—(X,+ X.9) Y,—X,(¥,+ Y.p)]s 
+ [(X,+ Xp) ¥,—X,(¥,+ ¥.p)|t+ 
+[(X,+ X.p)(¥,+ ¥.0—(X,+X,0)(¥e+ Y.p)] 


(8) 
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gebracht werden kann. Dieser Ausdruck ist aber nur dann von 7, s, ¢ 
frei, wenn X und Y die Bedingungsgleichungen: 
X,Y, — X,Y, =9, 
(X,+X,p) ¥, + X,(¥,+ Yq) — (X,+ X.9) ¥, — X,(¥.+ Y.p) = 9, 
X,(¥,+ ¥.9 — (X,+X.@ Y, — 
(X,+ X.p) Y, — X,(¥,+ Y,p) = 
erfiillen. Bestehen diese Gleichungen, so ist Y eine Funktion 
Y= Q(X, 2, y, 2) 
von X, x, y, 2 und befriedigt tiberdies die partiellen Differentialgleichungen: 
— X,(2,+2,p) + X,(Q,+2,9) = 0 
X,(Q,4+2.9g)=90, X,(2,4+2,p) = 
Hierzu ist aber erforderlich, da®B entweder die Gleichungen: 
Q.4+Q.p =, Q,+2.q¢=0 
oder aber die Gleichungen 
Xx, = 9, X,=0 


qg 


stattfinden. 
Bestehen die Gleichungen 


Q.+ Qp =0, Q,+ Q.q=9, 
so muB Q, gleich Null sein; denn sonst bestimmten die Gleichungen: 
Q Q 


eS 2.” casita 2 
die GréBen p und g als Funktionen von X, z, y, z, und dann kame durch 
Elimination von X eine Relation zwischen xz, y, 2, p, g, was an sich 
unméglich ist. Ware andererseits 2, gleich Null, so verschwanden auch 
Q, und Q,, und es bestiinde eine Relation Y= Q(X), was ebenfalls aus- 
geschlossen ist. 

Es miissen daher die beiden Ableitungen X, und X, verschwinden 
und X dementsprechend eine Funktion von z,y,2 sein, dann ist aber 
auch Y= Q(X, 2, y, 2) eine Funktion von xz, y, 2, und da X und Y von- 
einander unabhingig sind, so zeigen die beiden Relationen 


—[ZX]=Z,(X,+ Xp) + Z,(X,+X,0), 
=[42Y]= 24,(¥,+ ¥.p) + Z,(¥,+ ¥.9); 
da8 auch Z, und Z, gleich Null sein miissen; denn die Determinante 
m X,+Xp X,+X, |X, X, X, X,| 
(1) Waly ly. =| +4 
\¥.+Y¥ip Y,+Y.q| |¥Y, y,| Y, y, 











+7 








y, y. 
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kann nicht identisch verschwinden, weil X und Y unabhingige Funktionen 
von “, y, 2 sein miissen. 

Der Nenner N ist daher dann und nur dann von 1, s, t frei, wenn 
die vorliegende Beriihrungstransformation eine Punkttransformation ist. 

Ist die vorgelegte Beriihrungstransformation eine Punkttransformation, so ist die 
Gleichung N = 0, wie die Formel (7’) zeigt, im allgemeinen eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung und zwar in Lagranges Sinne des Worts eine lineare par- 
tielle Differentialgleichung. Die Integralflichen dieser partiellen Differentialgleichung 
gehen bei der Transformation in Zylinderfliichen w(x, , y,) = 0 tiber. 

Es ist aber denkbar, daB N nicht allein von r, s, ¢, sondern zugleich von p und q 
frei ist. Das tritt ein, wenn die beiden Funktionaldeterminanten: 
| x, x, | | x, x, 
ite $s 
verschwinden, das hei8t, wenn zwei Relationen von der Form: 

O(X, Y,z)=0, W(X, Y,y)=0 
bestehen, wenn also X und Y die Form: 
X= X(a, Y)> Y= Y@, y) 
haben. Die Transformation besitzt dann die Form: 
a =X(e,y), ¥=YVe@,y), %=—Z(2,y, 2) 
und es sind die Zylinderflichen «(a, y) = 0, die sich in die Zylinderfliichen 6 (x, , y,) =0 
transformieren. 

Der ‘Vollstaindigkeit wegen bemerken wir noch, daB eine Punkttransformation 

alle Raumkurven in Raumkurven iiberfiihrt. 


Wir nehmen jetzt an, daB die vorliegende Beriihrungstransformation 
keine Punkttransformation ist, und da® dementsprechend die Gleichung 
N= 0 eine partielle Differentialgleichung eweiter Ordnung 

0=N=Ar+ Bs+ Ct+ Dirt—s*)+ E 
darstellt. Die Integralflichen dieser partiellen Differentialgleichung gehen, 
wissen wir, entweder in Kurven (beziehungsweise Punkte) des Raumes 
x, Y, 2, tiber oder aber in Zylinderfliichen, deren Gleichung die Form 
o(%,,¥,) = 0 besitzt. Es ist dabei nicht schwer zu erkennen, daB die 
Integralflichen der Gleichung N=0O im allgemeinen in Kurven, nur 
ausnahmsweise in Zylinderflichen w(x,, y,) = 0 tibergehen kénnen. Dies 
beruht darauf, daB die Flachenelemente aller Zylinder w(x,, y,) = 0 eine 
geometrische Bedingung erfiillen, wihrend die Elemente aller Kurven des 
Raumes 2, y, 2 keiner Bedingung unterworfen sind. Hieraus folgt namlich 
einerseits, daB die Integralflichen der Gleichung N = 0 nicht samtlich eine 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung (2, y, 2, p, q)=0 erfiillen*), 


*) Bei der Redaktion des Textes wollen wir nicht als bekannt voraussetzen, dab 
es undenkbar ist, daB alle Integralflachen einer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine gewisse partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen. 
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andererseits, daB unter den Integralflichen der Gleichung N=O nur 
diejenigen in Zylinderflichen o(,, y,) = 0 tibergehen kénnen, die tiberdies 
eine gewisse partielle Differentialgleichung erster Ordnung (2, y, 2, p, g) =0 
erfiillen. 

Ehe wir unsere Ergebnisse in einem Theorem zusammenfassen, wollen 
wir jedenfalls einige unter unseren Resultaten durch neve Betrachtungen 
ableiten, die ein selbstindiges Interesse darbieten. 

Wir wollen annehmen, da8 X, Y und Z drei unabhingige Funktionen 
von 2, ¥,2,p,q darstellen, die paarweise in Involution liegen, und daf 
dementsprechend die Gleichungen: 7, = X, y, = Y, 2, = Z zusammen mit 
zwei hinzutretenden Gleichungen: 


P, = P(x, y,2,7,9), t= Q(%,Y¥, 2,2; %) 
eine Beriihrungstransformation bestimmen. Schon im vorigen Kapitel 
(S. 221f.) lernten wir die GréBen P und Q als Funktionen von g, y, z, p, q 
zu berechnen. Wir werden jetzt diese Berechnung in anderer Weise 
durchfiihren und erhalten dabei einige beachtenswerte Resultate. 
Jede Fliche z=f(x, y) des Raumes 2, y, ¢ erfiillt die Pfaffsche 
Gleichung 
dz — pdx —qdy =0; 
dementsprechend befriedigt der transformierte Elementverein des Raumes 
Ly 4, %, die Gleichung 
dz, —p, dx, —q,dy, = 9, 
die bei der Substitution 7, = X, y, = Y, 2, = Z die Form 
dZ—p,dX —q,dY=0 
annimmt. Hier kénnen X, Y und Z, die gegebene Funktionen von 2, y, 
z,p,q sind, als Funktionen von x und y aufgefaBt werden. Alsdann 
erhilt die letzte Gleichung die Form 
adZ dxX dY dZ dx dy 
5 —~A ade hh ia) dz + ( Pi dy —& iy) “ 


und zerlegt sich dementsprechend in die beiden Gleichungen 


dZ — dx dY _ 
da tag hag ~™ 
dZ aX dy 


dy — dy nN dy 0, 


aus denen fiir p, und g, die Werte: 
dZadY adZay 
_ da dy dy dx _ 
P= axay ax ay ~~?) 
dz dy dy dz 








wr SE Oo 


u) 
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aX dZ_aX az 
dx dy dy dz 
u~axay_axay ~@ 
dx dy dy dz 
hervorgehen. 

In den hiermit gefundenen Ausdriicken fiir P und Q sind die Zahler 
und der gemeinsame Nenner N Funktionaldeterminanten, die bei Aus- 
fiihrung (vgl. S. 245) in Funktionen von a, y, 2, p, g, 7, 8, ¢ tibergehen, die 
hinsichtlich rv, s, ¢ und r¢ — s* linear sind. Nehmen wir nun insbesondere 
an, daB unsere Beriihrungstransformation keine Punkttransformation ist, 
so wissen wir, da in dem Nenner 


N=Ar+Bs+ Ct+ D(irt—s*) +E 


die Koeffizienten A,B, C und D nicht simtlich gleich Null sind. Und 
da P und Q nur von 2, y,2,p,q abhiingen, so erkennen wir, daB auch 
die beiden Zahler jedenfalls einige unter den Ableitungen zweiter Ord- 
nung 7, s, ¢ wirklich enthalten. 

Hieraus schlieBen wir, daB® eine jede unter den drei Gleichungen 


aXa¥_dXd¥_y  dzd¥_azaY_y 
da dy dy dz . dx dy dy dx 
aZaX__aZAX _ 
dx dy dy dx 

eine Monge-Ampéresche partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
darstellt. Wir sehen aber gleichzeitig, daB diese drei partiellen Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung nicht wesentlich verschieden sind, 
indem die linksstehenden Ausdriicke sich nur um Faktoren unterscheiden, 
die von 7, s, ¢ frei sind. Sehen wir von diesen gewissermafen unwesent- 
lichen Faktoren ab, so sind unsre drei Monge-Ampéreschen Differential- 
gleichungen identisch; ihre gemeinsamen Integralflichen lassen sich dadurch 
charakterisieren, daB sie von unsrer Beriihrungstransformation in die 

Kurven (bez. Punkte) des Raumes 2,, y,, 2, tibergefiihrt werden. 

Zu jeder Beriihrungstransformation 
= X(x, Y; 4; DP, q); “>i Q(x, Y; %, DP, q) 
die keine Punkttransformation ist, steht somit eine gewisse Monge- 
Amperesche Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Veriinderlichen 
2, Y, # in einer eigentiimlichen Beziehung. 
Sind die oo® Elementvereine, die durch die drei Gleichungen 
X (x, Y, 2, D, q) =a, Y=b, Z=c 

dargestellt werden, dreifach unendlich viele Flichen, so findet man alle 
Integralflichen dieser Monge-Ampéreschen Gleichung, indem man unter 
den co® Flichen: X=a, Y=b, Z=c nach arbitrarem Gesetz einfach 
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unendlich viele herausgreift und ihre Umhiillungsfliche konstruiert; diese 
Umhiillungsflichen sind es ja, die bei unserer Transformation in die Kurven 
des Raumes 2,, y,, 2, tibergehen. In diesem Falle lassen sich die Glei- 
chungen X =a, Y=b nach p und gq auflésen; dementsprechend ist die 
GréBe X, Y,— X,Y, von Null verschieden, und es ist daher im Ausdruck 
der GréBe N der Koeffizient des Gliedes r¢ — s? von Null verschieden. — 

Bestimmen dagegen die Gleichungen X =a, Y=b, Z=c dreifach 
unendlich viele Kurven, so ist die Gleichung N = 0 linear in r, s und ¢, 
und dann sind die Integralflichen von N =O jedesmal erzeugt von oo! 
Kurven aus der Schar X =a, Y=b, Z=c. 

Wir fassen unsre wichtigsten Ergebnisse folgendermaBen zusammen. 

Theorem VI. Eine Punkttransformation 

1= X (a, Y; 2), "= Y(a, Y; 2), < heae Z (x, Y; 2) 

fiihrt Flichen, die sich beriihren, in ebensolche iiber. Die Ableitungen erster 
Ordnung p, und q, von 2, nach x, und y, sind rationale Funktionen 
von p und q, deren Zihler und gemeinsamer Nenner linear in p und q 
sind. Die Ableitungen zweiter Ordnung r,, s, und t, driicken sich linear 
in r,s, t aus, und es gehen daher lineare partielle Differentialgleichungen 
(zweiter Ordnung) in ebensolche Gleichungen iiber. 

Eine Beriihrungstransformation ; 

4= X (x, Y, 2 D, 1); "ole o Q(a, Y, 2; DP, q); 

die keine Punkttransformation ist, fiihrt im allgemeinen Flichen in Flichen 
liber. Diejenigen Fliichen des Raumes x, y, 2, die in Kurven bez. Punkte 
des Raumes 2,, y;,, 2, tibergehen, lassen sich als die Integralflichen einer 
Monge-Ampéreschen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung definieren: 


aXdY adxXd¥ 
dx dy ‘dy dx 





=Ar+ Bs + Ci+ D(irt—s*?)+ E=0, 


die nur dann in r, s, t linear ist, wenn die Gleichungen X =a, Y=}, 
Z=c dreifach unendlich viele Kurven darstellen. Stellen diese drei Glei- 
chungen co*® Flichen dar, so findet man alle Integralflichen der Monge- 
Ampéreschen Gleichung, indem man unter diesen oo® Flichen einfach unend- 
lich viele herausgreift und die zugehdrige Umhiillungsfliche konstruiert. 
Definieren dagegen die Gleichungen X =a, Y=b, Z=c dreifach unend- 
lich viele Kurven, so sind die Integralflichen der Monge-Ampéreschen 
Gleichung jedesmal von oo Kurven jener Schar erzeugt. 

Die Differentialquotienten zweiter Ordnung r,, s,, t,, sowie die Grope 
r,t, — 8,2 sind rationale Funktionen von r,t, s, deren Zihler wnd gemein- 
samer Nenner in r, s,t und rt—s* linear sind. Ist der Nenner frei 
von r, 8, t, so ist die Transformation eine Punkttransformation. 
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Bei einer Beriihrungstransformation geht jede Monge-Ampéresche Glei- 
chung zweiter Ordnung in eine ebensolche Gleichung iiber. 

Die Theorie der Beriihrungstransformationen hat uns zu einer wichtigen 
Kategorie von Monge-Ampéreschen Gleichungen gefiihrt. Wir wollen diese 
Differentialgleichungen in mehr direkter Weise definieren und sodann einige 
wichtige Kigenschaften dieser Gleichungen ableiten. 

Liegen zwei unabhingige Funktionen « und v von 2, y, 2, p, g mit- 
einander in Involution 

lu, v] =0, 


so gibt es, wissen wir, immer eine dritte Funktion w, die von w und v 
unabhangig ist und mit beiden in Involution liegt: 
ju,w|]=0, |v, w] =0; 
es besteht ferner eine ganz bestimmte identische Relation von der Form: 
dz — pdx —qdy = Udu+Vdvu+ Wdw 
und es stellen dementsprechend die Gleichungen 


U 
=U Y=" 4=%, io a 


eine Beriihrungstransformation dar. Die zugehérige Monge-Ampéresche 
Differentialgleichung, deren Integralflichen in die Kurven des Raumes 
ZY, % tibergehen, besitzt die Form 
du dv __du dv 
dxdy dydz 
Es gilt daher der Satz 
Satz 19. Sind u und v unabhiingige Funktionen von x, y, 2, p,q, die 
in Involutionsbeziehung stehen und nicht beide von p und q fret sind, so 
kinnen alle Integralflichen der Monge-Ampéreschen partiellen Differential- 


gleichung zweiter Ordnung 
du dv du dv 


dxdy dy dx 
durch eine passend gewiihlte Beriihrungstransformation in die Kurven des 
Raumes x, y, 2 tibergefiihrt werden. 

Sind wiederum wu, v, w drei unabhiingige Funktionen von 2, y, 2, 
~P, q, die paarweise in Involution liegen, so erhalten wir, wie wir sahen, 
immer dieselbe Monge-Ampéresche partielle Differentialgleichung 

Ar + Bs + Cti+ D(rt—s*)+ E=0, 
wenn wir die drei Funktionaldeterminanten 
dudv  dudv dudw dudw dvdw dv dw 
dady dydx’ dady dydax’ dxdy dydzx 
gleich Null setzen. Infolgedessen stellt eine jede unter den drei Gleichungen 
v—g(u)=0, w—y(u)=0, w—yz(v) =0 


0. 


mo 
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mit den willkiirlichen Funktionen g, w und x eine intermedidre Integral- 
gleichung unsrer Monge-Ampéreschen Gleichung dar. 

Unsre partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat aber noch 
allgemeinere intermediire Integralgleichungen. Es lift sich in der Tat 
nachweisen, daf jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung von 
der Form 

W(u, v, w) = 0 
eine intermediire Integralgleichung darstellt. Unter den Integralgebilden 
der Gleichung W(u, v, w) = 0 finden sich oo*, die wir von vorneherein an- 
geben kénnen. Unter den co*® Elementvereinen: 


“=a, v=b, w=c 


sind niimlich diejenigen, deren Parameter a, b, ¢ die Bedingung W(a, b, c)= 0 
erfiillen, Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
W(u, v, w)=0. Man findet daher alle Integralgebilde der Gleichung 
W=0, wenn man unter den soeben besprochenen oo* Integralgebilden 
einfach unendlich viele herausgreift und ihr Umhiillungsgebilde konstruiert. 
Es sind daher alle Integralfliichen der Gleichung erster Ordnung 
Wu, v, w) =0 

gleichzeitig Integralflichen der Monge-Ampéreschen Gleichung zweiter 
Ordnung. 

Dies gibt uns den Satz 

Satz 20. Sind u,v, w drei unabhingige Funktionen von x, y, 2, p, 4; 
die paarweise in Involution liegen, so ist jede partielle Differentialgleichung 
von der Form W(u,v, w) = 0 eine intermedidre Integralgleichung von einer 
Monge-Ampéreschen Gleichung zweiter Ordnung, die man findet, indem 
man die Funktionaldeterminante von zwei unter den Gripen u, v, w nach 
x und y bildet und gleich Null setzt. 

Sind u, v, w drei unabhiingige Funktionen von 2, y, 2, p, q, die 
paarweise in Involution liegen, sind ferner u,, v,, w, drei unabhiingige 
Funktionen von 2,, ¥,, 2, 1, %, die ebenfalls paarweise in Involution 
liegen, so ist leicht zu erkennen, daB die beiden zugehérigen Monge- 
Ampéreschen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Beziehung 
zueiander stehen, dai die eine in die andere durch eine passend ge- 
wihlte Beriihrungstransformation iibergefiihrt werden kann. Wir kénnen 
ja nimlich eine Beriihrungstransformation 


a =U(2,9,2,P,9), Yy=v, =v, p=P, {=Q 
aufstellen, die alle Integralfliichen der Monge-Ampéreschen Gleichung 
na dudv dzdv * 

(9) 


dady dyd« 
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in die Kurven (bez. Punkte) des Raumes 2’, y’, 2’ iiberfiihrt; wir finden 
ferner eine Beriihrungstransformation: 


C= (8%, MPH), YH, =, P=P,, (=, 

die alle Integralflichen der Monge-Ampéreschen Gleichung 
du, dv, du, dv, 

(10) dx, dy, dy, dx, 0 
in die Karven (bez. Punkte) des Raumes 2’, y’, 2 umwandelt. Hieraus 
schlieBen wir, daB die Gleichungen 
U(2,Y, 2, P, 7) = (11H 1 Pirh), Y=4, w=, P=P,, Q=Q, 
eine Beriihrungstransformation bestimmen und da diese Beriihrungs- 


transformation die eine Monge-Ampéresche Gleichung (9) in die andere 
(10) iiberfiihrt. 


Hiermit erhalten wir nun das folgende Theorem: 

Theorem VII. LBesitzt eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in den Veriinderlichen x, y, 2 eine intermedidre Integralgleichung 
erster Ordnung 

v(x, Y, 2, DP, q) ei p (ula, Y,2,D; ) =0 
mit der willkiirlichen Funktion gp und besteht iiberdies die Gleichung 
[w, v] ei; 0, 

so kann die vorgelegte Gleichung zweiter Ordnung durch Beriihrungstrans- 
formation auf die kanonische Form r,=0 gebracht werden. Es gibt dann 
immer eine von u und v unabhiingige Funktion w(x, y,2,p,q), die mit u 
und v in Involution liegt. Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
von der form Q(u,v, 0) = 0 


ist eine intermedidre Integralgleichung*). 
Beispiel I. Wir betrachten zuerst die Legendresche Transformation. 
Setzen wir in die Gleichungen 
dp, —1,dx,—s,dy,=90, dq, —s,da,—t,dy, =90 
die Werte 
EF 2G ATs QO 
ein, so erhalten wir die Relationen: 
di+r,dp+s,dq=0, dy+s,dp+t,dq=0 
oder ausfiihrlicher geschrieben: 


dz+r,(rdx + sdy) + s,(sdx + tdy)=0, 
dy + s,(rdx + sdy) + t,(sda + tdy) =0, 


*) Vgl. Neue Integrationsmethode der Monge-Ampéreschen Gleichung, Archiv 
for Math. og Naturv. Bd. II, 8. 8f. Kristiania 1877, 
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aus denen sich die vier Gleichungen 
rr, +ss,=—1, rs,+st,=—0, 
sr, + ts, = 0, ss, + tt, =—1 


und durch Aufliésung 


= ¢ po Rin . a 1 
: a a: ad a _ st 44-4 ~ wt—s? 
ergeben. Jetzt sind es nach unsrer allgemeinen Theorie die Integral- 
flichen der Monge-Ampéreschen Gleichung: 


ri—s?* = 0, 


die in Kurven des Raumes 2,, y,, 2, tibergehen. Diese Integralfliichen 
sind aber abwickelbare Fliichen und Poncelets allgemeine Theorie der 
Dualitét sagt bekanntlich aus, daB die abwickelbaren Flichen zu den 
Kurven des Raumes dualistisch sind. Nehmen wir irgend eine andere 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Fy, ys 19 Pry Gy Mir S19) = 9 
und fiihren auf sie die Legendresche Transformation aus, so erhalten wir 
die neue partielle Differentialgleichung 


—t 8 —r 
F( » YT, 2—pxr—aqy, —%X, —Y, rt—s?? rt—s?? j=) = 0. 


Alle nicht abwickelbaren Integralflichen der urspriinglichen Gleichung sind 
in wirkliche Integralfldchen der neuen Gleichung iibergegangen. Ist es 
aber denkbar, da8 in dieser Weise einige Integralflaichen verloren gegangen 
sind, so ist es auf der anderen Seite auch denkbar, daB die neue Gleichung 
developpable Integralflachen besitzt, deren Bildfiguren im Raume a, y, 2 
Kurven, also keine Integralfliichen der urspriinglichen Gleichung sind. 

Beispiel 2. Wenden wir uns jetzt zu den Eulerschen Transformations- 
gleichungen: 

a= 8— pt, =—P, h—Y¥, =r, &= 4. 

Hier finden wir aus den Gleichungen: 


dp, — r,dx,— s,dy,=90, dq —s,da,—tdy, =9 
oder: 


dz+r,(rdx+sdy)+s,dy=0, sdx+tdy—s,(rdx+sdy)—t,dy=0 
die Relationen: 

1+rr,=0, s— rs, =0, 

rs+s, =0, t—s,s—t, = 0, 
mithin wird: 





u 


28 


oe 
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1 8 rt — s*? t 
a ae 7 ae =e a ee. 
yo: §* Se CO eee 
und: 
1 8 1, t. — 8? t 
r=——, s=— 2, {=—22-—_, gt — 2 a. 
rs Ns ur rs 


Hier sind es nach der allgemeinen Theorie die Integralfliichen der Gleichung 
r=, also, wenn g(y) und (y) willkiirliche Funktionen bezeichnen, die 
Flachen: 

z= ply) + x¥y), 
die in Kurven des Raumes iibergehen. Es sind das die geradlinigen 
Flichen, die von zur a,2z-Ebene parallelen Geraden erzeugt werden. 


§ 2. 
Die Integralgebilde der partiellen Differentialgleichungen und ihr 
Verhalten bei Beriihrungstransformationen. 


Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
gewann seinerzeit auBerordentlich an Einfachheit und Allgemeingiiltigkeit 
durch unsere Einfiihrung der Begriffe Element und Elementverein, sowie 
durch unsere Verallgemeinerung der Begriffe partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung und Integralgebilde einer solchen Gleichung. Diese Begriffs- 
erweiterungen haben unter anderm die Formulierung einfacher und allgemein- 
giiltiger Siitze tiber das Verhalten der Integrale einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung bei Beriihrungstransformationen erméglicht. In 
dieser Weise erhielten wir insbesondere den folgenden Satz: 

Liegt eine beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

F(a, y,2,p,q) =9 
und eine beliebige Beriihrungstransformation 


t= X(L,Y,2, 9,9), °°) = Q(2,Y, 2, P, 9) 
vor, so ist es immer méiglich, innerhalb des fiinfdimensionalen Element- 
raumes X%, Y, 2, p, q einen Bereich derart abzugrenzen, dap alle in diesem 
Bereiche gelegenen Integralgebilde von der Transformation in Integralgebilde 
der transformierten Gleichung 
Fy (2, Wi» %1) Pir) = 9 

dibergefiihrt werden. 

Selbstverstiindlich machen wir hier wie immer stillschweigend die Voraussetzung, 
daB die in Betracht kommenden analytischen Funktionen sich innerhalb eines gemein- 
samen Bereiches des Elementraumes reguldr verhalten. 


Auch in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen weiter 
(und héherer) Ordnung mit einer abhingigen und zwei oder mehr un- 
abhiingigen Veriinderlichen ist es zweckmiBig, statt des Lagrangeschen 
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Begriffes Lisung z= f(x,y) oder des etwas allgemeineren Mongeschen 
Begriffes Integraljfliiche unseren allgemeinen Begriff Integralgebilde ein- 
zufiihren. Wir definieren den Begriff Integralgebilde, der sich in die 
spezielleren Begriffe: Integralfliche, Integralkurve und Integralpunkt spaltet, 
in folgender Weise: 

Ein zweidimensionaler Elementverein e ist Integralgebilde einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

F(a, Y,2,P,9,17,8, t) = @ 
wenn jede Beriihrungstransformation, die den Verein e in eine Fliiche f, 
umwandelt, die vorgelegte Gleichung F =O in eine partielle Differential- 
gleichung 
Fy (415 1s %19 Pir h) = 9 
iiberfiihrt, deren Integralfliiche f, ist. 

Um mit dem hiermit eingefiihrten Begriffe Integralgebilde operieren 
zu kémnen, miissen wir Kriterien ableiten, vermége deren wir entscheiden 
kénnen, ob ein vorgelegter Elementverein e ein Integralgebilde einer 
gegebenen partiellen Differentialgleichung F’=0 darstellt oder nicht. 
Die Betrachtungen, die wir zu diesem Zwecke anstellen, werden iiberdies 
zeigen, daB wir beliebig viele partielle Differentialgleichungen (zweiter 
Ordnung) konstruieren kinnen, die Integralkurven (oder Integralpunkte) 
besitzen. 

Wir werden annehmen, daB wir eine Beriihrungstransformation B, 
gefunden haben, die /’=0O in die partielle Differentialgleichung F = 
und den Verein e in eine Integralfliche {, von F, =O iiberfiihrt; wir 
behaupten, daB dann jede andere Beriihrungstransformation B,, die den 
Verein ¢ in eine Fildche f, umwandelt, die Gleichung F'=0 in eine solche 
partielle Differentialgleichung F’,= 0 iiberfiihrt, fiir welche /, eine Integral- 
fliche darstellt. Zum Beweis bemerken wir, daS die Beriihrungstrans- 
formation By! B, die Gleichung F, = 0 und ihre Integralfiiche f, in die 
Gleichung F’,=0 und die Fliche f, iiberfiihrt; wenn aber eine Beriihrungs- 
transformation eine Integralfliiche einer partiellen Differentialgleichung 
in eine Fildche umwandelt, so ist diese Fliche eo ipso eine Integralfliche 
der transformierten Differentialgleichung. Also ist die Fliiche /, eine 
Integralfliche der Gleichung F, = 0. 

Hiermit ist das gesuchte Kriterium gefunden: 

Satz 21. Man entscheidet, ob ein vorgelegter Elementverein e ein 
Integralgebilde der gegebenen partiellen Differentialgleichung (zweiter Ordnung) 
F' = 0 darstellt, indem man eine einzige Beriihrungstransformation ausfiihrt, 
die so gewdhlt ist, dap der Verein e sich in eine Fiche wmwandelt. Ist 
diese Fliiche eine Integralfliche der transformierten partiellen Differential- 
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gleichung F, = 0, dann, aber auch nur dann, ist der Verein e ein Integral- 
gebilde der gegebenen partiellen Differentialgleichung F = 0. 

Jetzt kénnen wir partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung konstruieren, 
die Integralkurven oder gar Integralpunkte besitzen. Nehmen wir zum Beispiel eine 
Kurvenschar, bestehend aus 00‘ gewundenen Kurven, die den Raum ausfiillen, so 
sind ihre reziproken Polaren hinsichtlich einer allgemeinen Fliiche zweiten Grades 
oo! developpable Flichen 

f (G1. Y19 2%, 4, 6, ¢,d) = 0, 
die keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, dagegen zwei partielle 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung erfiillen, unter denen eine die Form 

r,t, —s,7*=0 
besitzt. Unsre developpablen Flichen befriedigen somit sicher eine von r,t, — s,* = 0 
verschiedene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
Dy Yas Ms Pry Ne Ms yb) = 9. 

Kehren wir zu den urspriinglichen Veriinderlichen zuriick, fiihren wir also noch 
einmal die friiher angewandte dualistische Transformation aus, so geht ® = 0 sicher 
(S. 256) in eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 

F(@,y,2,), 9,7, 8, =0 
iiber und die urspriinglich vorgelegten oo* Raumkurven stellen Integralgebilde von 
F = 0 dar. 

Diese Betrachtungen fiihren noch weiter. Die oben besprochenen oo‘ Deve- 
loppablen befriedigen ja die partielle Differentialgleichung 


® + A(r,t, — 8,7) = 0 
mit der willkiirlichen Konstanten 2. Also sind unsere oo‘ Raumkurven Integral- 
gebilde von allen partiellen Differentialgleichungen von der Form 


F(@, 1 2,)pP, »7,8,t ——, = 0. 
(@, 9,2, P,9,7,8,t) + 7 —s 


Satz 22. Liegt eine beliebige Schar von oot Kurven vor, die den Raum aus- 
fiillen, so ist es immer médglich, zwei unabhiingige partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zu konstruieren, deren gemeinsame Integralkurven diese oo* Kurven sind. 

Noch einfacher ist es, partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu 
konstruieren, die o0” viele Integralkurven besitzen, die siimtlich auf einer beliebig 
gegebenen Fliche liegen. Wir werden uns aber hiermit nicht authalten. 

Wir kénnen dem im Satze 21 aufgestellten Kriterium eine prizisere 
Form geben. Will man zum Beispiel untersuchen, ob ein vorgelegter 
Punkt «=a, y=b, z=c einen Integralpunkt der partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


F(a, Y,2,P,4,1,8; t) = @ 
darstellt, so fiihrt man die Legendresche Transformation 


i, ~-&—Pe— GT, YP, AKG A= * A= -F 
auf den Punkt und die Gleichung J’=0 aus. Man bildet also die 
Gleichung: 
4, tax, + by, —c= 
“9° 
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des gegebenen Punktes in den Ebenenkoordinaten 2,, y,, 2, und untersucht 
sodann, ob der entsprechende Wert von z,: 





4 =— ax, — by, +e 
eine Liésung der transformierten partiellen Differentialgleichung 
t . 
r, t, —8,?? r,t, —s,?? 


0 F( Py, Ns 4—- Ay — Ut, HY, Hw, — 
oere )= F 
3) =f; 


7,4 —38,* 
darstellt. Ist dies der Fall, so ist der gegebene Punkt z=a, y=b, 
z=c ein Integralpunkt der urspriinglich vorgelegten Gleichung F' = 0, 
sonst nicht. 

Liegt andererseits (im endlichen Raume) eine krumme Kurve vor, 
so wird sie durch eine einzige Gleichung in Ebenenkoordinaten z,, y,, 2; 
dargestellt. Man list diese Gleichung nach z, auf und untersucht wiederum, 
ob der hervorgehende Wert z, = /, (2,, y,) eime Lésung der transformierten 
Gleichung F', = 0 darstellt. 

Die Legendresche Transformation gestattet also zu entscheiden, 
ob eine beliebige im Endlichen gelegene krumme Kurve (oder ein be- 
liebiger im Endlichen gelegener Punkt) eine Integralkurve (bez. Integral- 
punkt) der gegebenen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
F =O darstellt. Wiinscht man dagegen zu wissen, ob eine vorgelegte 
Gerade ein Integralgebilde von F'= 0 darstellt, so fiihrt die Legendresche 
Transformation nicht zum Ziele, weil eine Gerade nicht durch eine Gleichung, 
sondern durch zwei Gleichungen in den Ebenenkoordinaten z,, y,, 2, 
dargestellt wird. Jetzt miissen wir eine Beriihrungstransformation auf- 
suchen, die unsre Gerade in eine Fliche iiberfiihrt. Nehmen wir an, 
daB die vorgelegte Gerade nicht mit der zz-Ebene parallel ist und dab 
dementsprechend ihre Gleichungen in Cartesischen Koordinaten die Form 

z=ayt+b, x«=cy+d 

besitzen, so werden wir sehen, daf die Eulersche Transformation 

fg = 2—pl, —P, =—Y, P=—-*%, =F 
brauchbar ist. AufgefaBt als Elementverein wird niimlich unsre Gerade } 
in den urspriinglichen Elementkoordinaten xz, y, z, p, q durch die 
Gleichungen: 

z=ay+b, «=cy+d, q=a—ep 

und in den neuen Elementkoordinaten durch die Gleichungen: 

&y — Prt, = ay, +b, —p,=cy, +d, qg=a—ex, 
dargestelit, und diese letzten Gleichungen liefern nur eine Relation zwischen 
Zz, Yg und z,, namlich: 

&y + CLy¥, + dz, — ay, —b=0. 









t 
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Wir haben also zu untersuchen, ob die GréBe: 


uy = — Cig, — dit, + ay, +b 
eine Liésung der transformierten partiellen Differentialgleichung 
O= F(— Dy, te, “2 —Pe%e, %, ® =F, 

darstellt. Ist dies der Fall, so ist die vorgelegte Gerade ein Integral- 
gebilde der urspriinglich vorgelegten partiellen Differentialgleichung F'= 0. 

Durch Zusammenfassung unsrer Ergebnisse erhalten wir das folgende 
Theorem: 

Theorem VIII. Eine vorgelegte krumme Kurve ist Integralkurve der 
partiellen Differentialgleichung: 

F(a, Y,#,P,9,",8, t) = 0, 
wenn die Gleichung der Kurve in den Ebenenkoordinaten 
4 —S—pPptr—Q, %A—P, ”¥Aw=W 

durch Auflisung nach 2, eine Lisung 2, = f(x,,y,) der transformierten 
partiellen Differentialgleichung 


t 8 
0=F(-n, —~ 9, 4PM — NY, Ms, Wy ii—& my ee 
ws. ca Pe 
yt — :) ani 
darstellt. Dementsprechend ist der Punkt x =a, y=b, 2 =c ein Integral- 


punkt von F =0, wenn die Gleichung 
2, + ax, + by, —c=0 
des Punktes in den Ebenenkoordinaten z,, x,, y, durch Auflosung nach 2, 
eine Lisung der transformierten Gleichung F, = 0 lefert. 
Wiinscht man dagegen zu entscheiden, ob eine vorgelegte Gerade: 
z=ay+t+b, =cy+d 
ein Integralgebilde von F = 0 darstellt, so wendet man am besten die 
Eulersche Transformation: 
44 = 2—pl, =P, Ye=Y¥, P=—-% B= 
an. In den Koordinaten 2,, Y., 2 wird die vorgelegte Gerade durch eine 
einzige Gleichung: 
Z_ + C%y, + da, — ay, —b=0 
dargestellt; man untersucht, ob diese Gleichung durch Auflisung nach 2, 
eine Lésung der transformierten partiellen Differentialgleichung: 


1 8, Tg ty — 8°) _ 
0=F(-p, Yo, 2 —% Po, Xs Yo)  ,? tJ ~ = Ff, 


liefert. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die vorgelegte Gerade ein Integral- 
gebilde der Gleichung F = 0, sonst nicht. 
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Die eben vorgetragenen Theorien beruhen darauf, daB jeder im End- 
lichen gelegene zweidimensionale Elementverein, der keine Fliche ist, von 
der Legendreschen oder jedenfalls von der Eulerschen Transformation 
in eine Fliche iibergefiihrt wird, deren Gleichung die Koordinate z ent- 
halt. Dementsprechend gibt es unter allen méglichen analytischen Dar- 
stellungen der Elementvereine drei ausgezeichnete und mit diesen drei 
Darstellungen werden wir uns hier eingehend beschiiftigen. 

Ein Elementverein, dessen Punktort eine im Endlichen gelegene 
Fliche ist, wird immer (eventuell nach passender Wahl des Cartesischen 
Koordinatensystems) durch drei Gleichungen von der Form 


(11) 2—Q(ax,y)=0, p—S2=0, g- oe —0 

dargestellt. Denkt man sich, daB von vornherein ein bestimmtes Cartesisches 
Koordinatensystem zugrunde gelegt ist, so muB beachtet werden, dab 
die Zylinderflichen, deren Gerade mit der z-Achse parallel sind, nicht 
durch drei Gleichungen von der Form (11) dargestellt werden kénnen. 

Es sind daher die Punkte des Raumes, die krummen und geraden 
Linien des Raumes, sowie die Zylinderflichen w(x, y)=0 die einzigen 
zweidimensionalen Elementvereine, die nicht durch drei Gleichungen von der 
Form (11) dargestellt werden kinnen. 

Fiihren wir die Legendresche Transformation 

4=2—pr—qy, =P, W=G BW=—-L, H=-Y 

auf die Gleichungen (11) aus, so erhalten wir die Gleichungen 

4 — PX — HH =2Q(—P, —-H), = ao > a™ 5a . 
Es liefern daher die Gleichungen 

(12) 4 — MX — hh =W(py,,%), %=— im odie oa 
die allgemeine analytische Darstellung aller Elementvereine, deren Elemente 
in zweifach unendlich vielen Ebenen liegen. Unter den Flichen sind 
somit die Integralflachen der Gleichung r¢ — s? = 0 die einzigen, die sich 
nicht durch Gleichungen von der Form (12) darstellen lassen. 

Durch passende Wahl der Funktion W(p,, q,) Uiefern die Gleichungen 
(12) alle zweidimensionalen Elementvereine ausgenommen die Ebenen, die 
developpablen Flichen, die geraden Linien sowie endlich die unendlich fernen 
Kurven (bez. Punkte), die ja durch eine Gleichung von der Form o(p,, q,) = 9 
dargestellt werden. Die Gleichungen (12) liefern alle krummen Kurven bez. 
Punkte des Raumes, wenn W nach und nach alle Liésungen der partiellen 
Differentialgleichung W,, , W. (W,, 0)” = 0 darstellt. 


"a Pa “ah 
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Fiihren wir die Eulersche Transformation auf die Gleichungen (11) 

aus, so erhalten wir die Gleichungen 
ao ao : 

~op,? 2 Fy, 
als allgemeine analytische Darstellung aller zweidimensionalen Element- 
vereine, deren Punktort zweifach unendlich viele Tangenten besitzt, die 
mit der z2-Ebene parallel sind. 
4 Durch passende Wahl der Funktion O(p,, y,) liefern die Gleichungen 
(13) alle zweidimensionalen Elementvereine ausgenommen die Zylinderflichen 
«(%5, Y,) = 0, die mit der zx-Ebene parallelen Geraden, die Regelfliichen, 
deren Gerade mit der zx-Ebene parallel sind, alle in den Ebenen y, = Const. 
gelegenen Kurven, alle Punkte des Raumes. Die Substitution 


© = (Ye) — Pa (Ye) 
gibt alle Kurven, die nicht in den Ebenen y, = Const. gelegen sind. 

Die einzigen im Endlichen gelegenen zweidimensionalen Element- 
vereine, die sich weder durch die Gleichungen (11) noch durch die Glei- 
chungen (12) noch durch die Gleichungen (13) darstellen lassen, sind 
die Zylinderflichen w(x, y)=0 sowie die mit der zx-Ebene parallelen 
Geraden. Man erhiilt eine Darstellung dieser Geraden, wenn man in den 
Formeln x mit y und p mit qg vertauscht. Dagegen entziehen sich die 
unendlich fernen Elementvereine, die Zylinderfliichen w(x, y) =0 sowie 
die Geraden x = a, y=b unseren simtlichen Darstellungen. 

Selbstverstiindlich ist es miBlich, daB bei jeder einzelnen unter diesen 
Darstellungen eines Elementvereins Ausnahmegebilde auftreten. Es gibt 
aber eine fiinfte Darstellung, die, wenn sie auch nicht vollkommen ist, 
doch jedenfalls besondere Beachtung verdient. Ein System von drei 
unabhiingigen Gleichungen in den Veranderlichen 2, y, 2, p, ¢ 


A(«, Ys &, DP, q) = V, fy(#; Y> 4, DP, q) = 0, f;(%, Y, 2, P, q) =0 

stellt einen Elementverein dar, wenn die drei Klammerausdriicke [/;/,] 
vermége des Gleichungssystems verschwinden. Diese Darstellung leistet 
ebensoviel wie die vier ersten Darstellungen zusammen. Die einzigen 
zweidimensionalen Elementvereine, die sich dieser fiinften Darstellung ent- 
ziehen, sind die unendlich fernen Elementvereine (das hei®t, die unendlich 
ferne Ebene und die in ihr gelegenen Kurven und Punkte), die Zylinder- 
flichen w(x, y) = 0 und die Geraden « =a, y=b. Es liegt aber in der 
Natur der Sache, daB diese Elementvereine nicht durch Gleichungen 
zwischen den Elementkoordinaten «, y, 2, p,q dargestellt werden kénnen. 

Eine wesentliche Verbesserung unsrer analytischen Darstellungen der 
Elementvereine erreichten wir im Jahre 1873, indem wir statt der beiden 
GréBen p und gq die VerhiiltnisgréBen p,, p,, p; durch die Substitution 


(13) 2 — Py ty = O(Po, Yo), Ly = 
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PP Ps 

nm? 1 —p, 

einfiihrten. In dieser Weise gelang es uns, eine allgemeingiiltige Dar- 

stellung aller Elementvereine aufzustellen, deren Elemente nicht samtlich 

unendlich fern liegen. Auf diesen Gegenstand kommen wir spiter zuriick. 
Um die Tragweite des Theorems VIII zu illustrieren, werden wir 

zunichst eine von dem talentvollen russischen Mathematiker Imschenetsky 

gestreifte Frage eingehend diskutieren und vollstindig erledigen. 


Imschenetsky zeigt, daB eine Monge-Ampéresche partielle Differential- 
gleichung 


reli 


(14) Hr + 2Ks + Lt+ M+ N(ri—s*?)=0 
auf die lineare Form 

(15) A,r, + 2K,s, + L,4+ MM, =0 
gebracht werden kann, wenn co® Integralflichen 

(10) Q(x, y, 2, a, b, c) = 0 


der Gleichung (14) schon bekannt sind. Dabei entgeht es allerdings seiner 
Aufmerksamkeit, daB dieser Satz nur dann richtig ist, wenn die oo* Fliichen 
Q=0 keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen. 
imschenetsky stellt ferner die unrichtige Behauptung auf, daB es unter 


Umstinden zur Reduktion emer Monge-Ampéreschen Gleichung (14) auf 


die lineare Form (15) nur erforderlich ist, zweifach unendlich viele 
Integralflichen von (14) zu kennen. 

Diese Arbeiten Imschenetskys, deren Beziehungen zu Ampéeres iilteren 
Untersuchungen spiter erértert werden, erschienen im Jahre 1868 in 
russischer Sprache; eine von Houél ausgefiihrte Ubersetzung von Imsche- 
netskys Werke erschien sodann im Jahre 1872 in Grunerts Archiv, 
B. 54. Unabhingig von Imschenetsky verdéffentlichten wir im April 1872 
in den Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania 
einige kurze aber inhaltreiche Bemerkungen iiber die allgemeine Trans- 
formationstheorie der Monge-Ampéereschen Gleichungen und gaben ins- 
besondere eine Bestimmung aller Beriihrungstransformationen, die eine vor- 
gelegte Monge-Amperesche Gleichung (14) auf’ die lineare Form (15) bringen. 

Wir werden annehmen, da eine pee" Beriihrungstransformation: 


= X(a, y, 2, P,Q), °° Q(4; Y, 2 Ps 4) 
die vorgelegte Seinadiunianine amass (14) in die lineare Gleichung 
(15) A,r, + 2K,s, + Lt, + UM, =9 


umwandelt. In den neuen Veriinderlichen yx, y, 3, p,q, die mit 2,, 4%, 2, Pry % 
durch die Legendresche Transformation 


4 =3§—Pptr—qy, %4=—/), w=—Q, A=-% G2=-Y 
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verbunden sind, erhalt unsre partielle Differentialgleichung die Form 

— Ht + 2K3 — Lr + M(rt— 3*) = 0 
und diese Gleichung wird von allen Ebenen des Raumes y, y, 3 befriedigt. 
Also sind alle Punkte des Raumes 2,, y,, 2, Integralpunkte der linearen 
Gleichung (15). Hiermit ist nun zuniichst der Satz erhalten: 

Satz 23. Kine Monge-Ampeéresche partielle Differentialgleichung ist 
dann und nur dann linear, wenn alle Punkte des Raumes Integralpunkte 
der Gleichung sind. 

Da jede Beriihrungstransformation alle Monge-Ampereschen partiellen 
Differentialgleichungen in ebensolche Gleichungen iiberfiihrt, so sehen wir, 
daB die Beriihrungstransformation 


ty, = X(x, Y, 2, P, Q),°** dh, = Q(2, Y, 4D, 9) 
eine vorgelegte Monge-Ampéresche Gleichung (14) dann und nur dann 
auf die lineare Form bringt, wenn sie co® Integralgebilde der Gleichung 
(14) in die Punkte des Raumes iiberfiihrt, anders ausgesprochen, wenn 
die drei Gleichungen X =a, Y=b, Z=c mit den Parametern a, b, ¢ 
dreifach unendlich viele Integralgebilde der vorgelegten partiellen Dif- 
ferentialgleichung darstellen. 

Will man die allgemeinste Beriihrungstransformation B finden, die 
alle linearen Monge-Ampereschen Differentialgleichungen in lineare Glei- 
chungen transformiert, anders ausgesprochen, will man die allgemeinste 
Beriihrungstransformation 6 finden, bei der die Schar aller linearen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
(17) Rr+8Ss+T7Tt+ 0U=0 
invariant bleibt, so mu man beachten, daB die inverse Transformation 
B-' die co® Punkte des Raumes in co* Elementvereine iiberfiihren muB, 
die gemeinsame Integralgebilde aller linearen Gleichungen (17) darstellen. 
Um unsere Frage beantworten zu kénnen, miissen wir daher zunichst alle 
Elementvereine bestimmen, die gemeinsame Integralgebilde aller linearen 
Gleichungen (17) darstellen. Wir wissen schon, daB die co* Punkte des 
Raumes solche gemeinsame Integralgebilde aller linearen Gleichungen (17) 
darstellen; daraus folgt grade, daB jede Punkttransformation die Schar 
aller linearen Gleichungen (17) invariant laBt. BesiBen nun alle linearen 
Gleichungen gemeinsame Integralfliichen (bez. Integralkurven), so miiBte 
jede Punkttransformation alle solchen gemeinsamen Integralfliichen (bez. 
Integralkurven) in ebensolche gemeinsame Integralfliichen (bez. Kurven) 
iiberfiihren. Da nun andererseits eine beliebige vorgelegte Fliche (bez. 
Kurve) durch eine passend gewiihlte Punkttransformation in jede andere 
Flache (bez. Kurve) des Raumes iibergefiihrt werden kann, so schlieBen 
wir, daB, sobald eine gemeinsame Integralfliche (bez. Integralkurve) aller 
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linearen Gleichungen (17) vorhanden wire, jede Fliche (bez. Kurve) des 
Raumes eine solche gemeinsame Integralfliiche sein miiBte. Da aber nicht 
alle Flichen des Raumes gemeinsame Integralfliichen aller linearen Glei- 
chungen sein kénnen, liegt auf der Hand; es gibt ja iiberhaupt keine 
partielle Differentialgleichung in den Veriinderlichen 2, y,z, die von allen 
Flichen des Raumes 2, y, 2 befriedigt wird. Wiren auf der anderen Seite 
alle Kurven des Raumes gemeinsame Integralgebilde aller linearen Glei- 
chungen, so miiBten alle developpablen Fliichen gemeinsame Integralfliichen 
aller Monge-Ampéreschen Gleichungen von der Form 


A(rt—s*?)+ Br+Cs+ Di=0 


sein und insbesondere die drei Gleichungen r=0, s=0, t=O erfiillen. 
Die Gleichungen r = 0, s=0, £=0 haben aber keine anderen Integral- 
flichen als die Ebenen des Raumes. 

In dieser Weise erkennen wir, daB die co® Punkte des Rawmes die 
einzigen gemeinsamen Integralgebilde aller linearen Gleichungen von der 
allgemeinen Form 


(17) Rr+Ss+Tt+U=0 


darstellen, und da jede Beriihrungstransformation, die alle linearen Glei- 
chungen (17) in ebensolche iiberfiihrt, gleichzeitig die gemeinsamen Integral- 
gebilde aller linearen Gleichungen in ebensolche umwandeln muB, so erhalten 
wir den Satz: 

Satz 24. Die Punkttransformationen sind die einzigen Beriihrungs- 
transformationen, die jede lineare Monge-Ampéresche Gleichung in eine 
ebensolche Gleichung iiberfiihren. 

Aus den vorhergehenden Entwicklungen flie®t fast unmittelbar ein Satz, der 
nicht unwichtig ist. Nimmt man als Ausgangspunkt die auf Seite 245 aufgestellten 
Formeln (6) 

= A,r+ Bs +4, t+ D, (rt —s*) + £, 

i= ~Ar+ Bs+Ct+ Dirt—s)+E ’ 
(6) = A,r + B,s-+ C,t+ D, (rt—s*) + £, 

i Ar+Bs+Ct+ Dirt—s)+E ° 
1, — Att Bist Qtt Dyrt—s +E, 

’ Ar+Bs+ Ct+ Dirt—s*)+E ’ 
die fiir jede Beriihrungstransformation gelten, so sieht man fast unmittelbar, dab 
diejenigen Beriihrungstransformationen, die alle linearen Gleichungen 

Hr+2Ks+Lt+M=0 

in ebensolche iiberfiihren, sich dadurch charakterisieren lassen, daB die vier Koef- 
fizienten D,, D,, D, und D siimtlich identisch gleich Null sind. Das heift, es miissen 
die fiinf Funktionaldeterminanten 
Py Yy—Py Vp, PyXq—PyXp, QOvYa—Qa¥p, Op Xa—QXp, Xp Yy— Xo ¥p 


siimtlich verschwinden. Unsere obenstehende Diskussion zeigt, daB dies nur dann 





oef- 
sen 
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“= 


eintritt, wenn die vorgelegte Beriihrungstransformation eine Punkttransformation ist, 
und infolgedessen die GréBen A, B, C gleich Null sind. Es gilt daher der Satz: 
Satz 25. In den Formeln 


6’) rm % t 1 


i Me dat 
die fiir jede Bertihrungstransformation gelten, sind R, S, T und N immer linear in 


r,s,¢ und rt—s*. Sind sie sogar linear in r,s, t allein, so ist die Transformation 
eine Punkttransformation, und die Grépe N infolgedessen frei von r, s, t. 


Die wichtigsten unter unseren Ergebnissen lassen sich zum folgenden 
Satze zusammenfassen: 

Theorem IX. Unter den Monge-Ampereschen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung lassen sich diejenigen, die in r, s, t linear 
sind, dadurch charakterisieren, dap alle oo* Punkte des Rawmes ihre ge- 
meinsamen Integralgebilde sind. Es sind daher die Punkttransformationen 
die einzigen Beriihrungstransformationen, bei denen die Schar aller Glei- 
chungen von der Form 


R(a, Y, &, P, q) if + S(a, y; 4, DP; q) “e + T (a, Y; &, P, q) E t + U(a, Y; é, P; q) _ 0 
invariant bleibt. ; 

Man findet alle Beriihrungstransformationen, die eine vorgelegte Monge- 
Ampéresche Gleichung auf die lineare Form bringen, indem man unter 
ihren Integralgebilden nach willkiirlichem Gesetze dreifach unendlich viele 
herausgreift, die keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen 
und sodann diese co*® Elementvereine durch Beriihrungstransformation in 
die Punkte des Rawmes iiberfiihrt. 

Um einige unter den entwickelten Theorien zu illustrieren, wahlen 
wir die lineare Monge-Ampéresche Gleichung 


(18) “s+ t+ pqy=0 
und bemerken, dab die partielle Differentialgleichung 1. O.: 
sqgq—z2=8 
mit der willkiirlichen Konstanten 6 eine intermediire Integralgleichung 


darstellt; die beiden durch Differentiation nach x beziehungsweise y hervor- 
gehenden Gleichungen 


estpq—1=0, zt+q?=0 
reproduzieren ja durch Multiplikation mit passenden Faktoren und Addition 
die vorgelegte Gleichung zweiter Ordnung, die sich ja folgendermafen 
es+pq—1+ = (et+q7) =0 


schreiben liBt. In ganz analoger Weise verifiziert man, daB die Gleichung 


a — 2eyqg = 
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mit der willkiirlichen Konstanten y eine zweite intermediire Integral- 
gleichung darstellt*). Da nun iiberdies die beiden Funktionen zq — x 
und 2? — 2zyq in IJnvolution liegen 


[zq —x, 2 — 2zyq]=9, 
so haben die beiden Gleichungen erster Ordnung 
eq—a=pB, 2 —2zyq=7 
fiir beliebig gewiihlte Werte der Konstanten 6 und y jedesmal co! gemein- 
same Integralgebilde, die nach der Natur der Sache gleichzeitig Integral- 
gebilde der vorgelegten linearen Monge-Ampéreschen Gleichung (18) dar- 
stellen. Um diese oo* Elementvereine zu finden, suchen wir nach unseren 


gewohnlichen Regeln eine Funktion w(z, y, 2, p,q), die mit zg — a und 
z* — 2zyq in Involution liegt und somit die beiden Relationen 


[eq—2z,w])=0, [22 —2zyq, w] =0 
erfiillt. Eine solche GréBe ist x und daher stellen die Gleichungen 
L=a, eqg—x=f, 2—2zyq=—y 


mit den Parametern «, 6, y dreifach unendlich viele Integralgebilde und 
zwar oo* ebene Integralkurven der vorgelegten linearen Monge-Ampéreschen 
Gleichung (18) dar. 

Um nun eine Beriihrungstransformation zu finden, die diese co* Integral- 
gebilde in die Punkte des Raumes iiberfiihrt, bilden wir die Gleichung: 


d(z®—2zyq) — P-dx — Q-d(zq—«x) = o(dz—pdx—qdy), 
die uns zeigt, daB P und Q die Werte 
P=2(pze—y), Q=—2y 


*) Hier liegt ein Versehen vor, denn die Gleichung z? —2zyq = y ergibt durch 
Differentiation die beiden Gleichungen: 


y(zs+ pq)—zp=0, y(zt+q*)=0, 
aus denen (18) nicht folgt, sie ist also kein intermediiires Integral von (18). Dagegen 
sind, wie man sofort sieht, zg—«—f und z*—2zyq=—y intermediiire Integrale 
von: zt-++q?=0. Integriert man die Gleichung: z¢q— x=, so kommt: 
2*— 2xry = 2By+ a(x); 
setzt man hierin die willkiirliche Funktion w(x) gleich der Konstanten y und eliminiert 
man f, so erhilt man die Gleichung: 2?2—2zyq—y. Da nun die Funktionen: 


zq—«x und z?—2zyq miteinander und mit x in Involution liegen, so stellen die 
Gleichungen: 


=a, sg—x=—f, 22*—2eyq=y 
mit den Parametern « und y eine vollstindige Lisung der Gleichung: z¢g —x=6 
dar und infolgedessen zugleich eine Schar von «* Integralgebilden der Gleichung (18). 
Deshalb hat die Beriihrungstransformation (19) trotz jenes Versehens die Kigenschaft 
(18) wieder in eine lineare Gleichung zu verwandeln. Engel. 
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haben. Hieraus schlieBen wir, dab die Gleichungen 


(19) . =i, Yy=eg—t, 4 = 2 — 2eyq, 
P,=2(pe—y), G@=— 2y 
eine Beriihrungstransformation bestimmen, sowie daB diese Transformation 
die vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung (18) in eine lineare 
Gleichung umwandelt; dies letztere folgt daraus, daB oo* Integralkurven 
der Gleichung (18) in die Punkte des Raumes iibergefiihrt werden. 
Zar Durchfiihrung dieser Transformation bilden wir die Gleichung 


0 = dq, — 8, dx, — t, dy, = — 2dy — s,dx — t,d(zq—2), 
die sich in die beiden 
0 =—s,—t(pq—1+2s), 
0 = — 2 —4,(¢?+ 2?) 
zerlegt, aus denen fiir ¢ und s die Werte 
— Sh , sm ei 
hervorgehen. Die vorgelegte Gleichung (18) erhilt also die Form 


=" 9 2 
(1 = 294 n + pq -_ 
oder durch Ausfiihrung 
q's, + 2=0; 
setzen wir hier fiir g? den Wert 
2 (y, +2)? 
= “4 (a +4) % 
ein, der sich durch Auflésung der Gleichungen (19) ergibt, so erhalten 
wir als transformierte Gleichung die einfache Gleichung 
(@, +%)*s — 2, +H)a + 2%, = 0. 
DaB diese Gleichung linear ist, stimmt mit unserer allgemeinen Theorie; 
daB sie iiberdies von r, und ¢, frei ist, beruht auf allgemeinen Prinzipien, 
die uns im niichsten Paragraphen dieses Kapitels beschaftigen werden. 
Unter den Monge-Ampéreschen partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, die in r,s,¢ linear sind, nehmen diejenigen eine ausgezeichnete 
Stellung ein, die in 7, s,¢ linear und homogen sind. Diese Gleichungen 


(20) R(a, Y; 2, P; q) fs S(, Y; %; P, q) ‘s+ T(x, Y; 2; P; q) “$a 
besitzen zwei Scharen gemeinsamer Integralgebilde; man iibersieht ja un- 
mittelbar, daB die Punkte des Raumes Integralpunkte, die Ebenen des 


Raumes Integralfliichen jeder derartigen Gleichung sind. Wiinscht man 
nun alle Beriihrungstransformationen zu finden, die jede derartige partielle 
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Differentialgleichung in eine ebensolche iiberfiihren, so untersucht man 
am besten zuerst, ob alle diese Differentialgleichungen weitere gemein- 
same Integralgebilde haben. Es ist leicht zu sehen, dab jede projektive 
Transformation des Raumes 2, y,z jede homogene lineare Gleichung (20) 
in eine ebensolche umwandelt. Eine projektive Transformation fiihrt ja 
Punkt in Punkt, Ebene in Ebene und Monge-Amperesche Gleichung in 
ebensolche iiber. Eine solche Transformation verwandelt daher jede lineare 
homogené Gleichung (20) in eine Monge-Ampéresche Gleichung, fiir welche 
alle Punkte des Raumes Integralpunkte, alle Ebenen des Raumes Integral- 
flichen darstellen, das heiBt in eine lineare homogene Gleichung (20). 
Eine ganz analoge Uberlegung zeigt, daB jede dualistische Transformation, 
die sich bekanntlich als eine Beriihrungstransformation charakterisieren 
laBt, die alle Punkte in Ebenen, und alle Ebenen in Punkte iiberfiihrt, 
jede lineare homogene Gleichung (20) in eine ebensolche umwandelt. 

Hieraus ziehen wir nun zuniichst den SchluB, da® jedes gemeinsame 
Integralgebilde aller linearen homogenen Gleichungen von jeder projektiven 
bez. dualistischen Transformation in ein gemeinsames Integralgebilde aller 
linearen homogenen Gleichungen (20) iibergefiihrt wird. Diese Bemerkung 
wird uns nun ohne Schwierigkeit zur Bestimmung aller Elementvereine 
fiihren, die gemeinsame Integralgebilde aller linearen partiellen Differential- 
gleichungen (20) sind. 

Ist niimlich eine Fliche z= /(x, y) gemeinsame Integralfliche aller 
linearen Gleichungen (20) insbesondere also der Gleichungen 7=0, s=0, 
t=O, so ist sie offenbar eine Ebene. Eine nicht ebene Zylinderfliche, 
deren Gleichung die Form w(x, y) =0 besitzt, kann nicht eine gemein- 
same Integralfliiche der Gleichungen (20) sein, weil die Gleichung (a, y) =0 
durch eine projektive ja lineare Transformation die Form o/(z, y) = 0 
erhalten kann. Hime krumme Kurve kann auch kein gemeinsames Integral- 
gebilde darstellen, weil sie von jeder dualistischen Transformation in eine 
krumme abwickelbare Fliiche iibergefiihrt wird. Hiermit ist bewiesen, dap 
alle linearen homogenen Monge-Ampéreschen Gleichungen keine anderen ge- 
meinsamen Integralgebilde besitzen als die -o* Punkte und die oo*® Ebenen 
des Raumes. 

Hieraus ergibt sich nun unmitteibar, daB eine Beriihrungstransforma- 
tion, die jede lineare homogene Gleichung (20) in eine ebensolche tiber- 
fiihrt, entweder Punkte in Punkte und Ebenen in Ebenen oder aber 
Punkte in Ebenen und Ebenen in Punkte umwandeln mub. Es gilt daher 
der Satz 

Satz 26. Die projektiven und die dualistischen Transformationen sind 
die einzigen Beriihrungstransformationen des Raumes, die jede lineare 
homogene Monge-Ampéresche partielle Differentiaigleichung zweiter Ordnung 
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R(a, y, 2, p, a) + S(#, Y, 4p, 9)8 + T(a, y, 2, p,q)t = 0 
in eine ebensolche Gleichung iiberfiihren. 

An dieser Stelle beschiiftigen wir uns nicht mit der ungleich schwierigeren 
Frage nach allen Beriihrungstransformationen, die eine vorgelegte lineare 
homogene Gleichung: 

Rr+S8Ss+Tt=0 
oder aber eine vorgelegie Monge-Ampéresche Gleichung in eine lineare 
homogene Gleichung umwandeln. , 


§ 3. 
Uber Monge-Ampéresche Gleichungen mit intermediiren 
Integralgleichungen. 


Sind u, v, w drei unabhiingige Funktionen von a, y, 2, p,q, die paar- 

weise in Involution liegen, so bestimmen die Gleichungen: 

u=d, v=b, w=c 
mit den willkiirlichen Parametern a, b,c, wie wir wiederholt hervorgehoben 
haben, co* Elementvereine, entweder Flichen, Kurven oder Punkte, und 
zwar erhielten wir in dieser Weise jede Schar von co* Elementvereinen 
mit je co* Hlementen. 

Kine Gleichung: 

Q(u, v, w) =O 
zwischen u,v, w bestimmte, wenn wir u,v, w als Bestimmungsstiicke des 
Elementvereins auffaBten, co” Elementvereine der Schar. Dachten wir uns 
aber die Werte von uw, v, w als Funktionen von 4, y, 2, p, q eingesetzt, so 
war die lhervorgehende Gleichung: 
Q(w(a, Y, 2, P,Q), VA, Y, % P,Q), WH, Y, 2, p, M) =O 

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit einer bekannten 
vollstiindigen Lisung, bestehend aus oo? Elementvereinen der gegebenen 
Schar. Das allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
bestand daher aus den Umbhiillungsflichen von je co’ Flichen der voll- 
stindigen Lésung und gleichzeitig aus Umbhiillungsflichen von je oo! 
Elementvereinen des gegebenen Komplexes {von co* Elementvereinen }. 

Wir kennen hiermit eine groBe Kategorie von partiellen Differential- 
gleichungen, deren nichtsingulire Integralgebilde eine gemeinsame Er- 
zeugung haben. 

Sind w,v,w drei unabhingige Funktionen von 2, y, 2, p,q, die paar- 
weise in Involution liegen, und bestimmen dementsprechend die Gleichungen: 
u=a, v=b, w=c c® Elementvereine, deren Inbegriff wir als einen 
Komplex von Elementvereinen bezeichnen, so kinnen alle partiellen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung, die die gemeinsame Form: Q(u, v, w)=0 
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besitzen, integriert werden. Sie besitzen stimtlich eine vollstindige Lisung 
bestehend aus co® Vereinen jenes Komplexes und ihre nicht singuldren 
Integrale sind Umhiillungsflichen von je oo: Gebilden des Komplezes. 

Es hat nun sein Interesse zu bemerken, daB ein bestimmtes Um- 
hiillungsgebilde von oo’ Gebilden des gegebenen Komplexes durch zwei 
Gleichungen zwischen u, v, w bestimmt wird. 

Setzen wir in der Tat: 

Qu, v,w)=0, Wu, v, w) =0, 

so sind hiermit co’ Gebilde des urspriinglichen Komplexes und gleich- 
zeitig ihre Umbhiillungsflichen bestimmt. Sind: «=2, v=y, w=y, so 
bestimmen die Gleichungen: Q(z, y, 2) = 0, W(a, y, 2) = 0 in Cartesischen 
Koordinaten eine Kurve. Sind u,v, w Centrakoordinaten einer Kugel mit 
gegebenem Radius K, so bestimmen die Gleichungen Q(u, v, w) = 0, 
W(u, v, w)=0 co! Kugeln mit dem Radius K und zugleich ihre Um- 
hiillungsfigur. 

Insbesondere kann man offenbar {im allgemeinen} alle solchen Scharen 
von oo! Gebilden des Komplexes durch zwei Gleichungen von der Form: 
v—g(u)=0, w—y(u)=0 

definieren. 
Betrachtet man nur eine Gleichung von der Form: 


v—g(u)=0 
und erteilt der Funktion g nach und nach alle méglichen Formen, so sind 
die nicht singuliren Integralgebilde immer Umhiillungsgebilde von co! 
Gebilden des Komplexes, und umgekehrt, wenn irgend ein Umhiillungs- 
gebilde von co! Gebilden des Komplexes vorliegt, so befriedigt es {im 
allgemeinen} immer eine ganz bestimmte Gleichung von dieser Form. 
Hieraus folgt nun der Satz: 
Sind w und v beliebige unabhiingige Funktionen von 2, y, 2, p,q, die 
im Involution liegen, so haben die beiden partiellen Differentialgleichungen: 
u =a, v=b mit den Konstanten a, b bekanntlich fiir jede a,b co’ ge- 
meinsame Integralgebilde; diese oo* Integralgebilde lassen sich definieren 
durch die Gleichungen: . 
u=a, v=b, w=c, 
wo w dadurch bestimmt ist, daB es sowohl mit uw wie mit v in Involution 
liegt. Bildet man nun eine beliebige partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung von der Form: 
— p(w) = 0, 
so sind ihre nicht singuliren Integralgebilde immer Umhiillungsgebilde von 
co! Gebilden des Komplexes: u=a, v=b, w=c, und umgekehrt erfiillt 





iren 


Jm- 
wei 


ich- 
so 
hen 


mit 
Jm- 


aren 
rm: 


sind 


ngs- 
{im 


, die 
gen: 
- ge- 
eren 


ition 
rster 


von 


fiillt 





Drei Kapitel zur Geometrie der Reriihrungstransformationen. Kap. II, § 3. 2738 


jede Umbhiillungsfigur von co’ Gebilden dieses Komplexes eine ganz bestimmte 
partielle Differentialgleichung v — p(u) = 0. 

Genau in derselben Lage sind die partiellen Differentialgleichungen: 
Q(u, v,w) =. Daraus folgt also, daB der Inbegriff aller Integralflichen 
aller partiellen Differentialgleichungen von der Form: Q(u, v,w) = 0 sich 
volistindig deckt mit dem Inbegriff aller Umhiillungsgebilde von je oo’ 
Gebilden des Komplexes u = a, v=b, w= ce. 

Nun aber erfiillen alle Integralflichen aller partiellen Differential- 
gleichungen von der Form: v— g(u)=0, gleichgiiltig ob w und v in 
Involution liegen, immer eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Diese Differentialgleichung bekommen wir, wenn wir fiir einen Augen- 
blick die abgekiirzte Bezeichnung: 


dw(a, Y, 2, P, q) ——- F 
ae = Ww, oe wp > Ww,’ + WS; 


dw(2, y, 2, P, Y) . 
oe + Wg + W,8 + w,t 
benutzen und die beiden Gleichungen: 
dv 7... a0 dv aa t 
E-FOR -% B-VeRg* 
bilden, durch Elimination von g’(u) in der Gestalt: 
dv du = dv du 


oder ausgefiihrt: 


(U,yv, — U, Up) (rt —s*) + { u,(v, +qv,)— v, (Uy +qv,)\r+ 
(21) + {u,(v, + gv,) — Uy(v, + pr,) — V4 (Uy +qu,)+ Uy (Uy + pu,)}s+ 
+ {v,(u, + pr,) — U,(0, + pr.) }t+ 
+ {(U, + pu,) (v, +90.) — (My + 9%.) (¥, + pr,)} = 0. 

Partielle Differentialgleichungen von dieser Form sind zuerst von 
Monge und spiiter noch eingehender von Ampére betrachtet worden; 
wir bezeichnen daher alle partiellen Differentialgleichungen von der Form 
(22) H(2, y, 2, p, Qr + 2Ks + Li+ M+ N(rt—s*) =0 
als Monge-Ampéresche (partielle) Differentialgleichungen (zweiter Ordnung). 

Wir haben hier die beiden folgenden Resultate erhalten: 

Liegt irgend eine Schar von oo® Elementvereinen vor (Flichen oder 
Kurven), die nicht nur aus Punkten besteht, so gibt es immer eine Monge- 
Ampéresche Differentialgleichung (22), deren allgemeines Integral aus lauter 
Umhiillungsflichen von co! Gebilden jenes Komplexes besteht- 

Sind u und v unabhingige Funktionen von x, y, 2, p,q, so lassen sich 
die Integralfliichen aller partiellen Differentialgleichungen v — g(u) = 0 
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definieren als Integralflichen einer Monge-Ampéreschen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (21), die somit unendlich viele intermedidre Integrale von 
der Form v — y(u) = 0 besitzt. 

Da sich die Gleichung (21) so schreiben laBt: 

u v| 

| | =0, 

z Yy| 
so sagt sie aus, daf fiir jede ihrer Integralflichen z= /(x, y) die beiden 
GréBen w und v durch eine Relation gebunden sind; die Gleichung besitzt 
also keine andern Integralflichen, als die der Gleichungen: v — p(u) = 0. 
Ferner sagt der Koeffizient u,v,— u,v, von rt—s* aus, dab die Glei- 
chung (21) dann und nur dann linear ist, wenn die beiden Funktionen u 
und v in Bezug auf p und qg nicht voneinander unabhingig sind. 

Liegen « und v insbesondere in Involution, so sind alle Integrale 
der Monge-Ampéreschen Gleichung Umhiillungsgebilde von oo! unter den 
Elementvereinen, die durch die beiden Gleichungen: u = a, v = b definiert 
sind. Ist w eine von w und v unabhingige Funktion, die mit w und v 
in Involution liegt, so ist jede partielle Differentialgleichung von der 
Form Q(u,v,w) =O eine intermediire Integralgleichung der Monge- 
Ampéreschen Differentialgleichung. 

Sind insbesondere oo*® Kurven vorgelegt, die den Raum ausfiillen, so 
lassen sie sich definieren durch zwei in Involution liegende Gleichungen: 


u(a, Y,2, p,q) = 4, v(x, y, 2, p,q) =), 
zwischen denen sich p und q eliminieren lassen, so dap: 


| u *) 0 Oudv  dudv— 
Bildet man daher die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 
v= g(u) mit der arbitriren Funktion gp, sowie die entsprechende Monge- 
Ampeéresche Differentialgleichung, so verschwindet der Koeffizient von rt — s* 
identisch und sie ist demnach linear in 1, s, t: 
Hr+2Ks+Lt+ M=0. 
Thre Integralflichen sind dadurch charakterisiert: sie sind stémtlich erzeugt 
von oo! Kurven des besprochenen Kurvenkomplexes. 

Ist nun w eine von u und v unabhiingige Lisung der beiden Glei- 
chungen [uf] = 0, [vf] = 0, so ist jede Gleichung: Q(u,v, w) =0 eine 
intermediire Integralgleichung. 

Beispiel. {Die Gleichung r = 0 besitzt die beiden intermediiiren Integral- 
gleichungen: p = a, 2 — xp = b, aus denen sich p und q eliminieren lassen, aufer- 


dem ist [p,z—xp]=0 und beide Funktionen liegen mit y in Involution, also 
gehirt die Gleichung zu dem Komplexe der co* Geraden: z — aw = b, ye und 
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besitzt das intermediire Integral Q(p,z—ap,y)—=0. Andererseits besitzt die 
Gleichung s = 0 die beiden intermediiren Integrale p = p(x) und q = w(y), deren 
jedes eine willkiirliche Funktion enthilt, aber hier liegt weder p mit x noch q mit y 
in Involution. } 


Alle Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen, die ein intermediires 
Integral von der Form: v— (wu) = 0 besitzen, wobei [wv] =O ist, kénnen 
durch Beriihrungstransformation auf eine gemeinsame Form gebracht wer- 
den. Zu diesem Zwecke setzen wir, indem wir unter w eine von uw und v 
unabhiingige Funktion verstehen, die mit w und v in Involution liegt: 


w(x, Y,2,p, q) = 24, — %, 
u (x, Y,2,D, q) =P; 
v(a, Y,2,D, q) = Tr- 
Hierdurch ist nun eine Beriihrungstransformation bestimmt. Um sie voll- 
stindig zu bestimmen, setzen wir: 
dw — adu — Bdv = o(dz — pdx — qdy). 
Hieraus folgt: 
w, — au, = Be, = Q; 
WwW, — au, — Bv, = — Op, 
wy, — au, — Br, =—oqg 
und hieraus bestimmen wir «, 6 und @ (vgl. S. 222). Dann ist: 
a’ =w(r,y,2,p,q), t=u, y =v, p =a, g’=B 


eine Beriihrungstransformation. Es ist aber auch: 


[~, — au, — Bu, = o| 


| w, — au, — pv, =0 


%— Pt, = W(L,Y,2,),9), D=U Y=—a&, Y%=%, | =B 
eine Beriihrungstransformation. Diese fiihrt die Flichen oder Kurven 
u=a,v=b, w=c in Gerade iiber, die mit der zz-Ebene parallel sind. 
Es gehen daher alle Integralfliichen der vorgelegten Monge-Ampéreschen 
Differentialgleichung in Regelfliichen iiber, deren Gerade mit der zx-Ebene 
parallel sind, also in Integralfliichen: z= Ya+ Y, der partiellen Diffe- 
rentialgleichung: r = 0. 

Besitzt eine vorgelegte Monge-Ampeéresche partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung eine intermedidre Integralgleichung erster Ordnung von der 
Form: v — g(u) = 90, wo eine willkiirliche Funktion ist, und sind dabei 
u und v unabhiingige Funktionen von x, y,%,p,q, die miteinander in In- 
volution liegen, so ist es immer méglich, diese Monge-Ampéresche Gleichung 
durch Beriihrungstransformation auf die Form r =O zu bringen. 

Aber noch mehr. Es liegt in der Natur der Sache, wie niher aus- 
gefiihrt wird, daB die betreffende Kategorie von Monge-Ampéreschen Dif- 
ferentialgleichungen bei Beriihrungstransformationen invariant bleibt. 

18* 
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Wenn in der Tat die Gleichung: v — p(w) = 0 vorliegt und dabei 
[uv] = 0 ist, so gehen uw und v bei irgend einer Beriihrungstransfor- 
mation: 2, = X, y, = Y, ..., q, = Q in Funktionen u,, v, tiber, die fort- 
wahrend in der Beziehung: [u,v,]=0 stehen. Die Gleichung: v — p(w) =0 
nimmt dabei die Form: v, — (u,) = 0 an; dementsprechend bekommt die 
Monge-Ampéresche Gleichung 


die Form: 


Es ist sogar zu bemerken, da dieses Resultat davon unabhingig ist, 
daB « und v in Involution liegen: 

Wenn eine Monge-Ampeéresche partielle Differentialgleichung ein allge- 
meines intermedidres Integral v —-p(u) = 0 mit der willkiirlichen Funktion » 
besitet, so geht sie bei jeder Beriihrungsformation: x,= X,... in eine 
Monge-Ampéresche Gleichung iiber, die dann selbst eine allgemeine inter- 
medidire Integralgleichung v,— y(u,) =O mit einer willkiirlichen Funktion 
besitat. 

Es liegt nun auferordentlich nahe zu vermuten, dab jede Monge- 
Ampéresche Differentialgleichung bei Beriihrungstransformation in eine 
ebensolche Gleichung iibergeht. Ja man kann dies sogar direkt beweisen. 

{Hier folgt im Manuskripte eine Ableitung der Formeln, durch die 1, s, ¢ bei 
einer beliebigen Beriihrungstransformation transformiert werden, und es wird ahnlich 
wie in § 1 auf S. 243 ff. bewiesen, da r,, s,, ¢,, 7,t, —s,* linear gebrochene Funk- 
tionen von r,s, ¢, rt — s* werden und zwar Funktionen mit gemeinsamem Nenner, 
wodurch die eben ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Ferner folgen Betrachb- 
tungen, die in § 2 ausfiihrlicher und vollstandiger dargestellt sind. } 


Bei unseren Untersuchungen iiber Beriihrungstransformationen trafen 
wir wiederholt partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit inter- 
mediiren Integralgleichungen; diese Gleichungen zweiter Ordnung besafen 
die Form: 


(22) H(«,y,2,p,9r+2Ks+ Lt+ M+ N(rt— s*)=0 


und gehérten somit simtlich zu der von Monge und Ampére unter- 
suchten Kategorie. Nun gibt es allerdings noch weitere partielle Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung, die intermediire Integralgleichungen 
haben. Nichtsdestoweniger werden wir uns in Ubereinstimmung mit der 
geschichtlichen Entwicklung zunichst mit den intermediiren Integral- 
gleichungen der Monge-Ampéreschen Gleichungen zweiter Ordnung be- 
schaftigen. 
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Wir denken uns, daf eine bestimmte Monge-Ampéresche Gleichung (22) 
vorliegt, und stellen uns die Aufgabe, zu untersuchen, ob sie intermediiire 
Integralgleichungen besitzt, sowie die vorhandenen intermediiren Integral- 
gleichungen zu bestimmen. Indem wir dieses Problem in Angriff nehmen, 
wollen wir ausdriicklich hervorheben, daB wir zuniichst nur intermediire 
Integralgleichungen von der Form: 

(23) f(a, Y,2;,D; q)=a 

suchen, die nicht von p und q beiden frei sind und die eine willkirliche 
Konstante a enthalten. Spiiter vervollstiindigen wir unsere Entwicklungen, 
indem wir insbesondere zeigen, wie man intermediiire Integralgleichungen 
von der speziellen Form: f(x, y, 2) = a@ finden kann. 

Alle Integralfliichen der Monge-Ampéreschen Gleichung (22), die gleich- 
zeitig Integralflachen einer bestimmten intermediiren Integralgleichung (23) 
sind, erfiillen zugleich die beiden durch Differentiation hervorgehenden 
Gleichungen: 

(24) $G-Oe ho we. 
(AS + ht tf, +4f.=9, 
sowie die aus ihnen abgeleitete Gleichung: 


{ Hf (rt— 8°) — (FG, + af) + fylfe + Pf)} 8— 
| — (fe + pf) (fy + af) =9, 
sie erfiillen also auch die durch Elimination der GréBen r, ¢, rt —s? 
zwischen den Gleichungen (22), (24), (25), hervorgehende Relation: 
s{NUF,(f, | af) + fy(fe + pf)\ — Af? + 2K ff, — Lf,"} + 

+ N(fe + pfs) (f, + af:) — Hf, (fe + vf) — Lf, (f, + af) + Mp, f, = 9 


oder: 


(25) 


so+Y=0. 


Hier miissen die beiden Koeffizienten © und Y fiir die betreffenden 
Integralflichen verschwinden, denn sonst kénnte man s und mit Be- 
nutzung der Gleichungen (24) auch r und ¢ als Funktionen von 2, y, 2, 
p, q ausdriicken und dann enthielte die Taylorsche Reihenentwicklung 


4 = hy + Po(X — %) + HY —H) + °° 
die alle co” Integralflichen der Gleichung (23) darstellt, auBer a nur drei 
wesentliche Parameter, was offenbar widersinnig ist. 

Es erfiillt also jedes f(xz,y,2,p,q), das gleich Konstans gesetat 
eine intermediire Differentialgleichung unsrer Monge-Ampereschen Diffe- 
rentialgleichung darstellt, die beiden partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung: 
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N (f2+ pf:) (f, + f:) — Hf, (fe + pf:) — Lf, (f, + af) + Mf, f,=9. 

Die erste dieser Gleichungen kann man so schreiben: 
(Nf, + af) — Hf, + Kf,) f, + Ne + pf.) — Lf, + Kf, f, =9 
und die zweite nach Multiplikation mit N unter Benutzung der ersten so: 
(N(f, + af) — Hf, + Kf,) (NG. + pf) — Lf, + Kf,) + 
+(NM—LH+ K*)f,f,=9, 
setzt man daher: 
(26) —LH+NM+ K*=G, 
so findet man, daB f im Falle G+ 0 entweder die beiden Gleichungen: 
—_— —— Fae G 
Af = fo+ #f.— Php + gf, =0, 

(27) 


“ae K—y@G. 4, 
Bf =f, + af. + fe wl, = 


oder die beiden Gleichungen: 


. . , Bb a K—YG., 
Asf =f. + Pf. — hp t+ wef, = 9, 
G8) K G H 
Bf =f, + af.+~+Y" ,—F1,=0 


befriedigen muB, wihrend man im Falle G = 0 fiir f ein System von Dif- 
ferentialgleichungen findet, nimlich: 


Af =f, + Pf. — het Hh = 
(29) 


Bf=f,+9f,+ wh Fh = 9: 


Hierbei ist allerdings N von Null verschieden angenommen und in der 
Tat brauchen wir, da der Fall N = 0 bei Beriihrungstransformation nicht 
invariant bleibt (vgl. S. 265), diesen Fall bei Ableitung solcher Eigen- 
schaften, die bei Beriihrungstransformation invariant bleiben, nicht be- 
sonders zu beriicksichtigen. Dasselbe gilt von den Méglichkeiten, daB /, 
oder f, oder beide verschwinden kénnen. Da jedoch der Fall N= 0 
praktisch besonders wichtig ist, so sei wenigstens bemerkt, daB sich die 
Gleichungen (25) fiir ihn auf: 


| Hf —2Kf,f, + Lf =0, 
A(f, + pf.) f, + Lf, + af. fp — Mit, =9 
reduzieren, daS man zu setzen hat: 


(26’) —~LH+K*?=G 


(25) 
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und daB im Falle G+ 0 an Stelle der Gleichungen (27) und (28) diese 
treten: 


(30) | (K+ VG) f, — Hf, =9, 


(K+ V@) (f, + pf) + Lif, + af) — Mf, -0. 


Auf besondre Fille, die hier noch eintreten kénnen, wollen wir nicht 
eingehen. 

Fassen wir bloB den Fall N 4-0 ims Auge, so finden wir also fiir f 
stets zwei voneinander unabhingige lineare partielle Differentialgleichungen 
in den fiinf Verinderlichen x, y, 2, p, g. Diese Gleichunger ‘esitzen 
héchstens drei unabhiingige Lésungen oder sie besitzen zwei unabhiingige 
Lésungen oder eine oder gar keine und die allgemeinste Lésung hat die 
Form einer willkiirlichen Funktion der vorhandenen Lésungen. Zu be- 
achten ist allerdings, daB die beiden Gleichungen unter Umstiinden auch 
singulire Integralgleichungen haben kénnen, {die durch Determinanten- 
bildung gefunden werden und denen dann intermediiire Integralgleichungen 
entsprechen, die keine willkiirliche Konstante enthalten }. 

Sollen die beiden Gleichungen fiir f ein zweigliedriges vollstiindiges 
System bilden, soll also zum Beispiel 

A, Bf — B,A,f = eA,ft+ we Bef 
sein, so mu8 d,B,f— B,A,f identisch verschwinden, weil ja darin die 
Koeffizienten von f, und f, null sind. Da nun der Koeffizient von /, 
den Wert: 
K+YG_K-—V@ _ 3y@ 


N N N 
bekommt, so treten drei unabhiingige Lésungen jedenfalls nur dann auf, 
wenn G=0. Diese notwendige Bedingung ist aber nicht hinreichend. 
Nehmen wir an, daB G+0 und daB w eine Lésung von A,f = 0, 
B,f = 0 ist, also: 


L K G 
u. + pu, = vp — 7 u, 
K—YVG H 
w+ qu, = — a Uy + ap U, 


und v eine Lésung von A,f/=0, Bf =, also: 


I K — VG 


v,+pY.— W%»—- —y %» 
K+VG ,H 
+9, - —-—y 2, + FY 


Setzen wir diese Werte in: 


[wo] = u,(v, + pr,) + U,(%y + 90,) — p(t, + pu.) — 0, (ty + qu) 
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ein, so kommt: 


,  K-VG.  K+yG . 
[uv] = — ~~ WM Mp + 
K+YVG K—YyG 
+ — yy %* + —¥ v, t, = 0. 


Demnach haben wir den 

Satz 27. Ist G+0, so besitet jedes der beiden Systeme (27) und 
(28) héchstens zwei unabhiingige Lisungen und zwar liegt jede etwaige 
Lisung von (27) mit jeder Lisung von (28) in Involution. 

Die eben durchgefiihrte Rechnung ist aber auch auf den Fall G = 0 
anwendbar, nur daB dann wu und v beide Lésungen des Systems (29) 
sind. Folglich gilt der 

Satz 28. Ist G=0 und besitzt das System (29) zwei oder gar drei 
unabhiingige Lisungen, so liegen alle diese Lisungen paarweise in Tnvolution. 

Umgekehrt wissen wir, dab, wenn eine Monge-Ampéresche Gleichung 
zwei intermediire Integralgleichungen «=a, v=b besitzt, die in In- 
volution liegen, {und wenn iiberdies v — m(u) = 0 fiir jede Funktion 
eine intermediire Integralgleichung darstellt,} daS dann noch eine dritte 
intermediire Integralgleichung v = c existiert, die mit beiden in Involution 
liegt (vgl. S. 255). 

Wenn daher fiir eine Monge-Ampeéresche Gleichung die Gripe G = 0 
ist, so gibt es nur noch folgende Moglichkeiten: 

1) Drei unabhiingige intermeditre Integralgleichungen: u =a, v =), 
w=c, die paarweise in Involution liegen. Dann stellt jede Relation 
F(u,v,w) =0 eine intermedidre Integralgleichung dar und die vorgelegte 
Gleichung zweiter Ordnung kann durch Beriihrungstransformation die kano- 
nische Form: r =0 erhalten. 

2) Nur eine intermediire Integralgleichung: u = a. 

3) Gar keine intermedidre Integralgleichung mit willkiirlicher Konstante. 

Wenn G +0 ist, so sind verschiedene Fille méglich. Hier wollen 
wir nur noch einige Transformationsresultate angeben, die von Ampére 
herriihren, aber von ihm in sehr schwerfialliger und iiberdies in unvoll- 
kommener Weise abgeleitet worden sind. 

Liegt eine Monge-Ampéresche Gleichung 


(31) rt—s?+ Hr+2Ks+ Li+ M= 
vor, fiir die 


G=—-HL+M+ K*+0 


ist, und hat das System 4A,f=0, B,f=—0 wenigstens eine Lésung u, 
andrerseits das System: A,f=0, B,f = 0 wenigstens eine Lésung v, so 
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gibt es, weil [wv] = 0 ist (mach S. 254), eine Beriihrungstransformation 
von der Gestalt: 


y= u(x, Y,%,D; q); 
a v(x, ¥, 4, Dp, q), 
2 — hy — Hh = (L,Y, 2p, 9), 
wo w durch die Gleichungen: [uf] = 0, [vf] = 0 bestimmt ist*). 

Die transformierte Monge-Ampéresche Gleichung hat also zwei inter- 
mediiire Integralgleichungen: p, =a und g,=b. Also sind alle Ebenen 
des Raumes (als gemeinsame Integralflichen dieser beiden intermediiren 
Integralgleichungen) Integralgebilde der transformierten Gleichung, die 
somit die Form hat: 

H,r, + 2K,s, + Lt, + N, (r,t, — 5,2) = 0. 
Es fragt sich, ob es denkbar ist, daB G, verschwindet. Wir miissen 
beide Méglichkeiten priifen. 

Die intermediiren Integrale sind bestimmt durch: 

N, . + rf.) = Lyf, + (K, a VG) a _ 0, 

N(f, + uf.) + (KF VG) fh, — Bf, =? 
Ist p, eine Lésung des einen Systems, etwa des mit dem oberen Vor- 
zeichen, so ist: [,=0, K,—VG,=0. Dann mu8 q eine Lésung 
des andern Systems, des mit dem unteren Vorzeichen sein, also H, = 0, 
K, —VG,=0. Wir finden mithin: H, = L,=0, G, = K,? und unsre 
transformierte Gleichung hat die Form: 

2 K,s, + N,(r,é, — 8,7) = 0. 

Hier sind’ zwei Méglichkeiten zu beriicksichtigen. Der Fall K, = 0 

giibe: 

r,t, —s,?=0. 
Dieser Fall ist aber ausgeschlossen, denn dann wiire {wie man sich sofort 
iiberzeugt, jede Gleichung von der Form: 

Fp, Gs % — 12 — 1%) = 9 

eine intermediiire Integralgleichung der transformierten Monge- Ampéere- 
schen Gleichung und es wire also} auch in der urspriinglich vorgelegten 
Gleichung G=0. Folglich kénnen wir unsre transformierte Gleichung 
in der Form: 

N; 

8 + 2K, (7,4, — 8,7) = 0 


*) Am Rande bemerkt Lie: Es wiire wiinschenswert, daB die Invarianz der 


Bedingung G+ 0 direkt nachgewiesen wiirde. Das lit sich vielleicht auf diesem 
Standpunkte nicht leicht machen. Gewif aber indirekt. 
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schreiben. Machen wir sodann eine dualistische Transformation, so kommt 
die Form: 

Sp + F'(%2, Yo» 2) Poy Ie) = 9. 
Damit haben wir den Satz von Ampére: 

Satz 29. Liegt eine Monge-Ampéresche Differentialgleichung vor, fiir 
die G +0 ist, und ist dabei u(x, y,2,p,q) eine Lisung der Gleichungen: 
A,f =0, B,f=90 und v(a, y, 2, p, q) eine Lésung von A,f = 0, Bf = 09, 
so ist es immer médglich, die vorgelegte Gleichung durch eine passende 
Berithrungstransformation auf’ die Form: 

s+ F(x, Y,2,P, q) = 0 
zu bringen. 

Die vorstehenden Betrachtungen sind einfacher und wohl auch all- 
gemeingiiltiger als die von Ampére angestellten. 


§ 4. 
Geometrische Deutung der linearen Monge-Ampéreschen Gleichungen. 


Betrachten wir zuerst den Fall G = 0, also eine Gleichung von der 

Form: 

r+2Ns + N*t+ U(«, y, 2, p,q) = 9%. 
Auf irgend einer Fliiche betrachten wir eine Kurve, deren Tangente im 
Punkte z, y, ¢ die Richtungskosinus «, 6, y habe. Dann ist: 

pa +qpB—y=0, 

woraus folgt: 

pda +qdp—dy+adp+ pdq=0 


oder, wenn s die Bogenlinge der Kurve bezeichnet: 


de dp 


ly ° @ 
P as +4q — an + ra? + 2sap + tp’ = 0. 


ds 
Nun aber sind da: ds, dB: ds, dy: ds Richtungskoeffizienten der Haupt- 
normalen unsrer Kurve. Sind 4, u, v die Richtungswinkel der Haupt- 


normalen, so ist: 
de 


ds 
cos 4 - 


=- 7 a jap 2 rdy\2? Tr 
) (i) . (i) ow (77) 
und nach einer bekannten Formel fiir den Kriimmungsradius FR ist: 


1 


V (ae) + (+ 


OP ie 
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also: 
da cosh dB _cosw dy __ cosy 
ds R’ ds RR? ds Rk? 


und wenn 4,, u,, %, die Winkel der Flichennormale sind: 


Vi+p* 


"7 GT {cosd cosA, + cosu cosu, + cosy cosy, } + ra*?+2sap +tp? = 


Bezeichnen wir noch den Winkel der Hauptnormalen mit der Flichen- 
normale mit. 0, so ist: 


Vit +4 cos@ + rat + 2sap + ty? =0, 


und denken wir uns endlich 0 = 0, also cos O = 1, so wird: 


1 + yp? ] a 
re? + 2sap + tp? + v4 £ + 0, 
n 
wo FR, den Kriimmungshalbmesser des Normalschnittes bezeichnet, der 
durch die Tangente unsrer Kurve im Punkte a, y, 2 bestimmt ist. 
Hiermit haben wir eine geometrische Deutung der allgemeinen 


Monge-Ampéreschen Gleichung: 

r+2N(x,y,2,p,q)8 + Nt+ Ua, y, 2, p,q) = 9. 
Sie sagt aus, dab jedem Flichenelemente eine Richtung, nimlich die 
Richtung: 

oY = N(a,y,2,p,q), de—pdx—qdy=0 

zugeordnet ist, und daf auf jeder Integralflache, die das Flachenelement 
enthiilt, der Kriimmungshalbmesser des zu dieser Richtung gehérigen 
Normalschnittes eine gegebene Funktion F(a, y, 2, p,q) ist: 


no Ot? N? + (p+ aN))Vi + PP + 4°. 
U(@,y,2,P,9) 
Da die Gleichung 
-4+9Ns+N%+U=0 


linear ist und da G fiir sie verschwindet, so hat sie nach den friiheren 
Ergebnissen (8S. 280 und 274) dann und nur dann mehr als eine inter- 
mediire Integralgleichung u(x, y,2,p,q) =a, wenn sie deren drei hat: 
u=a, v=b, w=c, wo u, v, w paarweise in Involution liegen und wo 
die co* Vereine: «=a, v=b, w=c einen Komplex von oo*® Kurven 
bilden. Demnach sagt die betreffende partielle Differentialgleichung in 
diesem Falle aus: 

Im Raume sind gegeben co*® Kurven. Gesucht werden alle Flichen, 


~ 
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die von den beriihrenden Kurven dieses Kurvenkomplexes zugleich oskuliert 
werden.*) 

Jetzt sei vorgelegt die allgemeine lineare und homogene Gleichung: 

A(x, y, 2, p,q)r + Bs + Ct=0. 
Es ist: rda* + 2sdudy+tdy?=0 die Differentialgleichung der Haupt- 
tangentenkurven. Setzen wir daher: 
rE & + 8(E,% + Sem) + tm % = 9, 

so sind die Richtungen &: 7, und & : 7, zu den Haupttangenten kon- 
jugiert. Nun kénnen &, : 4, und £: immer aus den Gleichungen: 
6 _ &: M2 + S% _ 1 Ne 
A B Cc 
bestimmt werden und zwar als Wurzeln der Gleichung: 

Aw? — Bo +C=0. 

Jedem Flachenelement sind somit zwei Richtungen zugeordnet und 
demzufolge jeder Flache zwei auf ihr liegende Scharen von je co’ Kurven. 
Es handelt sich darum, alle Flachen zu finden, fiir welche diese Kurven- 
scharen konjugierte Kurvenscharen sind. 

Soll nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 

F(x, y, 2, p,q) =0 

ein intermediires Integral sein, so miissen die beiden Gleichungen: 

Fir + Fs + F,+ pF, = 9, 

Fist+Ft+F,+4¢F,=0 
die Gleichung: Ar -+ Bs + Ct =0 nach sich ziehen und es miissen auch 
auf den Integralflichen von /’'=0 die beiden einem Elemente «, y, 2, p, q 
zugeordneten Richtungen konjugiert sein. Aus den beiden angegebenen 
Gleichungen erhalt man zur Bestimmung der Haupttangentenrichtungen: 

rdx? + 2sdxady + tdy? = 0 
des Flaichenelements x, y, z, p,q die Gleichung: 

s(Frda* —2 FF dxdy + F,?dy*) + 
+ F(F,+pF)ds* + F,(F, +qF)dy =0, 

und da die beiden dem Elemente x, y,z,p,q zugeordneten Richtungen 
£,, 7, und &, 7. zu den Haupttangentenrichtungen harmonisch liegen, so ist: 


(Fy, — Fm) (Eybs — Fyre) + 
FB F429) ba + (+02) wi = 0. 


*) Die Gleichungen: w=a, r=—b, we zeigen ja, daB durch jedes Flichen- 
element im allgemeinen nur eine der o* Kurven geht. Die Tangente dieser Kurve 
fallt mit der dem Flichenelemente zugeordneten Richtung zusammen. Engel. 
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Verschwinde hier der Faktor von s nicht, so waren in jedem Elemente 
2, Y, 2, p,q die Haupttangentenrichtungen vollstindig bestimmt. Sehen wir 
daher von dem trivialen Falle ab, daB die gemeinsamen Integralflichen 
der beiden Gleichungen F’'=0 und Ar+ Bs+ Ct=0 simtlich abwickelbar 
wiren, so miiBten diese gemeinsamen Integralflichen zwei Differential- 
gleichungen von der Form: 

r+2v,s+7t=0, 

r+2,5s + »2t =0 
befriedigen, wo vy, und v, zwei bekannte, voneinander verschiedene Funk- 
tionen von 2, y, Z,p,q waren. Dann aber bekime man fiir die vier dritten 
Ableitungen von z nach x und y vier Gleichungen, deren Determinante: 


}1 2, vy? 0| 
}1 2, 7 0 
10 1 2», »,? 
(0 1 2% »!| 


= — (%.—»,)* 





nicht verschwinde, die also nach den dritten Ableitungen von z auflésbar 
wiiren, es giibe also héchstens oo® Integralflichen von der verlangten 
Beschaffenheit und /' = 0 wire gar kein intermediires Integral. 
Damit ist bewiesen, daB der Ausdruck: 
(Fé, _ Fm) (Fé. ong Fug) 

verschwinden mu, daB also die eine der beiden dem Elemente 2, y, 2, p, g 
zugeordneten Richtungen mit der charakteristischen Richtung zusammen- 
fallt, die die Gleichung F' = 0 dem Elemente zuordnet. Man kénnte sich 
leicht iiberzeugen, daB das auch noch in dem vorhin ausgeschlossenen 
Falle gilt, wo alle Integralflichen von #'=0 abwickelbar sind, wo also 
F = 0 die Form: F(p, g) = 0 besitzt. 

Da jetzt in jedem durch einen Punkt z, y, 2 gehenden Elemente 
“,Y, 2%, p,q die charakteristische Richtung bekannt ist, die eine etwaige 
intermediire Integralgleichung F' = 0 bestimmt, der das Element geniigt, 
so werden die co’ Elementarkegel, die ein etwaiges intermediiires Integral 
F' = const. dem Punkte 2, y, 2 zuordnet, durch Integration einer gewéhn- 
lichen Differentialgleichung in p,q gefunden. Das ist auch analytisch 
evident und gilt sogar, wie die Formeln (30) auf S. 279 zeigen, bei jeder 
Monge-Ampéreschen Gleichung (22), fiir die N = 0 ist. 

Dementsprechend findet man durch Integration einer andern gewéhn- 
lichen Differentialgleichung die co' Scharen von Elementen, die ein inter- 
mediires Integral F’= const. einer beliebigen Ebene zuordnet. 
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Wir nehmen oo? Flichen: 
O(x, y,2,a,b)=0 
und ordnen jeder eine andre Fliche: 
V(x, y, 2,a,b) =0 
zu. Sodann konstruieren wir in jedem Punkt einer Fliche (a,b) = 0 
den Elementarkegel, dessen Ebenen die entsprechende Fliiche ¥(a, b) = 0 
beriihren*). Auf diese Weise ordnen wir jeder Fliche (a, b) = 0 
oo? Elementarkegel zu, deren Scheitel auf dieser Fliiche liegen. Diese 
co? Kegel haben zusammen co® Elemente, die durch zwei Gleichungen: 
O(a, y,2,a,b)=0, V(a,y,2,p,q,a,b)=90 
bestimmt sind. Lésen wir diese Gleichungen nach a und b auf**): 
u(z, ¥,2,p,q) = 4, v(z, Y,@,D, q) =), 
so besitzt die Monge-Ampéresche Gleichung: 
‘o 0] = 
|e Y| 
R(z, y,2,p,9r+ Ss+ Tt=0 


die Form: 


und zwar erhalten wir so alle Monge-Ampéreschen Gleichungen von dieser 
Form mit einer intermediiiren Integralgleichung von der Form: 


v— p(u) = 0, 
die eine willkiirliche Funktion enthiilt. 
{Soll die Monge-Ampéresche Gleichung mit dem intermediiiren Integrale 
v—g(u)=0 
in r, s,¢ linear und homogen sein, so miissen die beiden Gleichungen 
4,0, — 4,0, = 0, (,+pU,) (Yy +4, — (uy + qu.) (X, + pl, = 
identisch erfiillt sein. Ist nun keine der Funktionen w,v von p und q beiden frei, 
so sagt die erste dieser Bedingungen aus, da8 v die Form hat: 
v=a(uU, x, Y, 2), 
die zweite, daB v die Form hat: 


v=Qu, ep+yq—2Z,p, 9): 





*) Sind die Flichen Y= 0 siimtlich abwickelbar, so mu8 man den Elementar- 
kegel nehmen, dessen Ebenen die Riickkehrkante der Fliche Y(a,b)—0 beriihren; 
sind es insbesondre lauter Kegel, so artet der Elementarkegel in das Biischel von 
Flachenelementen aus, dessen Ebenen durch die Spitze des Kegels ¥(a,b) = 0 gehen. 
Dagegen diirfen die Fliichen ¥(a,b)—=0 keine Ebenen sein. Engel. 

**) Diese Auflésung wird immer méglich sein, wenn die Flichenschar ¥ (a, b) = 0 
wenigstens ' verschiedene Flichen enthiilt; besteht sie aus lauter Kegeln, so miissen 
unter den Spitzen dieser Kegel mindestens «1! verschiedene vorhanden sein. Dann 
nimlich erfiillen die Elemente x, y, z, p,q, deren Ebenen die Fliichen ¥Y—0O oder 
ihre Riickkehrkanten beriihren, sicher keine von @ und 6 freie Gleichung. Engel. 
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Nun kénnen p, q, ep+yq—2é als die Ebenenkoordinaten der Ebene des Elementes 
x,y, 2, p,q aufgefaBt werden, demnach stellen die Gleichungen uw =a, v= b, wenn 
man a und bd irgendwie wihlt, »* Flichenelemente dar, deren Punkte a, y, 2 auf 
der Fliiche: b = a(a, 2, y, 2) liegen und deren Ebenen eine gewisse Fliiche beriihren, 
die in Ebenenkoordinaten durch die Gleichung: b=Q (a, xp+yq—z, p,q) dar- 
gestellt wird. 

Die von Lie angegebene Konstruktion liefert also wirklich alle Monge-Ampére- 
schen Gleichungen von der betrachteten Art, wenn nur vorausgesetzt wird, daB keine 
der beiden Funktionen w, v von p und q beiden frei ist. 

Ist dagegen « von p und q frei, v aber nicht, so wird die Monge-Ampéresche 
Gleichung dann- und nur dann linear und homogen in 1, s, t, wenn v die Form hat: 
v= Qu, ep+yq—2, P, %). 

In diesem Falle stellen die Gleichungen: u—a,v=b bei beliebiger Wahl von a 
und b @®* Fliichenelemente dar, deren Punkte auf der Fliche w(x, y, 2) =a liegen 
und deren Ebenen eine gewisse Fliiche beriihren, die in Ebenenkoordinaten durch die 
Gleichung: b= Q(a, xp + yq—2, p,q) dargestellt wird. Die Liesche Konstruktion 
ist also etwas zu modifizieren. } 

Ist iiberhaupt ein intermediiires Integral von der Form: v — g(u) =0 
vorgelegt, so hat die zugehérige Monge-Ampéresche Gleichung die Form: 

Se ee (hoe 
(u,v, —u,v,) (rt —s*) + = (0. 
Wenn daher eine lineare Monge-Ampéresche Gleichung ein intermediires 
Integral v — p(w) = 0 besitzt, so miissen p und g zwischen u =a, v= b 
eliminiert werden kénnen. 

Man findet daher alle linearen Monge-Ampéreschen Gleichungen mit 
einem solchen intermediiren Integrale, indem man den Punkten jeder 
Fliiche der Schar @(2, y, z, a, b) =0 nach arbitriirem Gesetze jedesmal 
einen Elementarkegel zuordnet. 


Auch die allgemeine lineare Monge-Ampéresche Gleichung: 
Rr+28s+T7t+U=0 


liBt eine geometrische Deutung zu, die der im Anfange des Paragraphen 
fiir den besondern Fall RZ’ — S* =0 gegebenen analog ist. 

Auf irgend einer Fliche betrachten wir zwei verschiedene durch den 
Punkt «2, y, 2 gehende Kurven, deren Tangenten die Richtungskosinus: 
@,, By» Y, wad ey, B,, ye haben, so daB also: 


P% + 9B, =%1, Pe, + GBy= re 
und: 


ay? + B+ (pe, t+qp,)?=1, «+ B.? + (pa, +qp,)? = 1 


ist. Sind R, und R, die Kriimmungshalbmesser der durch diese Tangenten 
bestimmten Normalschnitte der Fliche, so haben wir: 
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v1 te = + ra,’ + 2sa,B, + tp? =0, 


eters + ra? + 28a, 8, + tB.? = 0 
und wir kénnen versuchen, zwei Multiplikatoren 4, und A, so zu bestim- 
men, dab: 
Ay «,? + Ag” mead R, 
A,B, + Aga 8, = S, 
A,B? + dB." = T, 
aha + -— 2 9 i, rl es 
VitP+e(g+R)—U 
wird. Durch Elimination der 4 ergibt sich jetzt noch eine Bedingung 
fiir @,, B,, @, B,, namlich: 


RB, B, — S(, By + %8,) + Ta,a, = 0 
und diese sagt aus, daB die beiden in der Tangentialebene des Punktes 
x,y, 2 liegenden Richtungen «,, 6, und «a, B, zu den beiden charakte- 
ristischen Richtungen, die die Differentialgleichung Rr + 2Ss-+ 7Tt+ U=0 
dem Elemente x, y, z,p,q zuordnet, harmonisch sein miissen, denn diese 
charakteristischen Richtungen sind durch die Gleichung: 

Rdy® — 2Sdzdy + Tdz*? =0 

bestimmt. 

Im ganzen miissen also «,, B,, «, B, drei von a, und A, freie Re- 
lationen befriedigen, wenn es méglich sein soll, 4, und A, in der verlangten 
Weise zu bestimmen, aber auch nicht mehr als drei, denn in der Matrix: 

a* «? 2 
| a8, %p, 8 | 
la? Af Tl 
verschwinden nicht alle zweireihigen Determinanten, wenigstens wenn man 
voraussetzt, da® zwei verschiedene charakteristische Richtungen vorhanden 
sind, daB also RT — S? nicht verschwindet. 

Wahlt man nun «,, B,, @, B, so, daB diese drei Relationen befriedigt 
werden, was auf co’ verschiedene Arten méglich ist, so sind 4, und A, 
vollstandig bestimmt, etwa durch die Gleichungen: 


Ay + dy = RIL + p*) + 28pq + T(1 +9") 
a,°A, + «74, = R, 
denn «,* kann als verschieden von @,* angenommen werden. 


Demnach kann jede lineare Monge-Ampéresche Gleichung auf co’ 
Arten so gedeutet werden, daB sie ausdriickt, daB auf jeder ihrer 





r 
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Integralflichen die Kriimmungen zweier zu den beiden charakteristischen 
Richtungen harmonisch liegender Normalschnitte eine lineare Relation 
erfiillen, deren Koeffizienten Funktionen von 2, y, 2, p,q sind. Diese 
Funktionen sind bekannt, sobald man das Paar von Normalschnitten 
gewiihlt hat. 

Man kann aber auch den GréBen A, und A, von vornherein noch eine 
Relation vorschreiben, zum Beispiel 4, = 4,. Dann hat man: 


24, = R(1+p*) + 28pq + T(1+4¢°) 
A, (04? + tt”) _ kh, 


ferner: 


also ergibt sich: 


(1) (u,? + a”) {RU + p*) + 28pq+ TU+@°)}=2R 
wozu noch kommt: 

(ID) RB, B, — S(e By + @8,) + Ta, 0, = 0, 

(11) a? + BY? + (pa, +9f,)? = 1, 

(IV) ty + By? + (pay + By)? = 1. 


Es ist a priori klar, daB die aus (II), (IIL), (IV) hervorgehende Relation 
zwischen «@,, @ nicht mit (I) zusammenfallen kann, sonst kénnte man 
nimlich die beiden Richtungen «,, B,, y, und a, B., y, zueinander senk- 
recht wiihlen und es wire dann die mittlere Kriimmung eine Funktion 
der Lage des Flichenelementes, was nicht der Fall ist. Folglich kann 
man jede lineare Monge-Ampéresche Gleichung auch so deuten: 

Die Summe der Kriimmungen von zwei bestimmten, nicht aufeinander 
senkrecht stehenden Normalschnitten ist eine bestimmte Funktion von 


X,Y, 2, P; 4. 


Kapitel III. 


Die Berihrungstransformationen des Raumes, die durch 
zwei Gleichungen zwischen 1, y, 2, ,, y,, 2, definiert werden.*) 


§ 1. 
Kurvensysteme und Kurvenkomplexe. 


Kine Kurvenschar, die aus oo? den Raum ausfiillenden Kurven besteht, 
bezeichnen wir als ein Kwrvensystem. Sind die Kurven gerade Linien, so 
haben wir ein Strahlensystem. Den von Pliicker eingefiihrten Ausdruck 
Linienkongruenz, den ich von 1870 an benutzt habe, lasse ich fallen, da 


*) Im Manuskripte triigt dieses Kapitel nur die Nummer III, die Uberschrift 
fehlt. Engel. 
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Soraus Lie. 


die Bezeichnung Strahlensystem nicht bloB iilter sondern im Grunde auch 
ausdrucksvoller ist. 
Die Gleichungen eines Kurvensystems haben die Form: 
p(x, y, 2, a,b) =0, H(z, y, 2,a,b) =0, 


lassen sich aber auch in der Form: 


u(z,y, “)=4a, v(z,y, 2) =b 
schreiben; die Kurven des Systems lassen sich als die Integralkurven 
eines simultanen Systems: 
dz - dy ” dz 
a(x, y,2) B@,y¥,2) yy, 4) 
definieren oder als die Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung: 








ap + Bq—y=0. 
Hier wollen wir jedoch die Gleichungen: gm = 0, y = 0 zugrunde legen. 
Verlangt man, daB die Kurve a, b von einer unendlich benachbarten 
Kurve: a + da, b+ db geschnitten werden soll, so muB werden: 


gy,da+g,db=0, y,da+y,db=0, 
und eliminiert man 2, y, 2 aus diesen vier Gleichungen, so kommt im 
allgemeinen eine Gleichung: 


o(a,, 24 
(a, 


» 35) = 0. 
Nun liefert jede Gleichung b — x(a) = 0 eine Fliche, die von oo! Kurven 
des Systems erzeugt ist. Wird daher die Differentialgleichung w = 0 
durch die Gleichung: 

Q(b, a, K) =0 
mit der willkiirlichen Konstanten K integriert, so erhiilt man co’ Flichen, 
die von Kurven des Systems erzeugt sind und auf deren jeder je zwei 
benachbarte Kurven einander schneiden und somit eine Umhiillungskurve 
U bestimmen. Man bekommt so oo Kurven U, die eine Fliiche f erzeugen, 
und diese Flaiche, die wir als die Brennfliche des Systems bezeichnen, 
wird von jeder Kurve des Systems beriihrt. 

Setzen wir z. B. voraus, daB die Gleichungen: p=0, y=O in 
“,Y,2,4,b algebraisch sind, so ist die Differentialgleichung = 0 auch 
algebraisch, liefert aber im allgemeinen mehrere Bestimmungen fiir 
db:da. Sind die Kurven insbesondere Gerade, so hat db: da bekanntlich 
zwei Werte, und das sagt aus, daB jede Gerade eines Strahlensystems 
von zwei benachbarten geschnitten wird. 

Im allgemeinen wird, wenn ein Kurvensystem: g = 0, »=0 vor- 
liegt, jede Kurve a, b von mehreren, etwa von m verschiedenen benach- 
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barten Kurven des Systems geschnitten. In diesem Falle lassen sich die 
Kurven des Systems auf m Arten zu je co’ Flichen zusammenfassen 
derart, daB die auf jeder derartigen Fliche gelegenen Kurven eine Um- 
hiillungskurve haben. Dann wird also jede Kurve des Systems von m 
verschiedenen Kurven U beriihrt und sie wird dementsprechend die Brenn- 
flaiche in m Punkten beriihren, wobei die Brennfliche unter Umstinden in 
mehrere und zwar héchstens in m verschiedene Flachen zerfallen kann. 

Sind die Gleichungen: gp =0, y=0O nicht algebraisch, so werden 
doch die Kurven des Systems im allgemeinen ebenfalls auf mehrere Arten 
zu je co’ Flachen zusammengefaBt werden kénnen, und jede Kurve des 
Systems wird die Brennfliiche in mehreren Punkten beriihren. 

Eine Schar von oo*® geraden Linien bezeichnete Pliicker als einen 
Linienkomplex. Dementsprechend bezeichnen wir eine Schar von co® 
Kurven, die den Raum ausfiillen, als einen Kurvenkomplex. Die Glei- 
chungen eines solchen Komplexes haben die Form: 

(1) p(x, y, 2, a,b,c) = 0, ¥(x, y, 2,4, b,c) = 0. 

Wahlen wir eine bestimmte Kurve des Komplexes, etwa die Kurve a, b, c, 
so kénnen wir alle benachbarten Kurven: a + da, b + db, c + de suchen, 
die diese Kurve schneiden. Wir finden sie durch Bildung der Glei- 
chungen: 

(2) 9,da+9,db+9,de=0, y,da+y,db+y,de=—0. 

Indem wir sodann die GréBen x,y, 2 zwischen den vier Gleichungen (1), 
(2) eliminieren, erhalten wir eine Mongesche Gleichung: 

(3) Q(a, b, c, da, db, dc) = 0 

als Antwort auf unsre Frage. Wir sehen also, daB jede Kurve des 
Komplexes von oo benachbarten Kurven des Komplexes geschnitten wird. 


§ 2. 
Ein Entsprechen zwischen zwei Kurvenkomplexen. 
Wir betrachten jetzt zwei Gleichungen: 


(4) Qi (L,Y, 2, UH, %) = 9, (X,Y, 2, %,%,%) =O 
und deuten x, y, z als Koordinaten eines Punktes in einem Raume, 2,, y,, 2; 
als Koordinaten eines andern Punktes in einem andern Raume. Wir setzen 
dabei voraus, daB sich aus (4) weder die GréBen x, y, 2 noch die GréBen 
2, Y,, %, eliminieren lassen. 

Erteilen wir 2, y, 2 beliebige Werte a, b,c, so erhalten wir die Kurve: 
(5) Q, (a,b, ¢,%,%,%)=9, Q(a, b,c, %,%, 4%) = 9, 
die wir mit k, bezeichnen. Im Raume 2,,y,, 4%, treten somit Kurven kh, 
19* 
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auf, und zwar kénnen wir es so auffassen, daB dem Punkte x = a, y =), 
z=c des ersten Raumes die Kurve (5) des zweiten Raumes zugeordnet 
ist. Die Zahl der Kurven k, ist im allgemeinen oo*, sie kann aber auch 
geringer sein, indem immer unendlich vielen Punkten z, y, 2 dieselbe 
Kurve k, zugeordnet ist. 

Dementsprechend liefern die Gleichungen: 


(6) Q(z, y,2,4,,b,,¢)=—0, Q(x, y, 2, a,,5,,¢) =0 


gewisse Kurven k im Raume 2, y, 2. Jedem Punkte: 2,=a,, y, =),, 
#, =¢, entspricht eine Kurve k, und daher ist die Zahl der Kurven k 
gleich oo® oder kleiner. 

Fiihren wir nun die Redeweise ein: Die Punkte x,y,z und 2,, 4, 4 
sind konjugiert, wenn ihre Koordinaten die Gleichungen (4) erfiillen, 
so sehen wir, daB jeder Punkt z,y,2 oo' konjugierte Punkte besitzt, 
deren Ort eine Kurve /, ist. Dementsprechend hat jeder Punkt 2,, y,, 2, 
co! konjugierte Punkte, die eine Kurve & bilden. 

Da wir vorausgesetzt haben, daB sich aus (4) weder die x, y, 2 noch 
die 2,, y,, 2, eliminieren lassen, so ist klar, daB weder die Kurven Xk alle 
auf einer Fliiche des Raumes 2, y, 2 liegen, noch die Kurven fk, alle auf 
einer Fliche des Raumes 2,,¥,,2,, daB also jede der beiden Kurven- 
scharen ihren Raum ganz ausfillt und aus mindestens co* verschiedenen 
Kurven besteht. Enthielte nun eine der beiden Scharen, etwa die im 
Raume 2, y, 2, bloB co® verschiedene Kurven, so wiirden wir, wenn wir 
(4) nach zwei der GréBen x,y, 2 auflésten, etwa nach y und z, zwei 
Gleichungen: 


Y= UW, (%, 21, Y,,%), 2 = We(X, 2, Y,, %) 


erhalten, in denen die drei Parameter 2,, y,, 2, nicht wesentlich wiren, 
die sich also auf die Form: 


Y = W(X, PB, Hy %), Ur My %)), 
B= Wy (XL, Pty, Vy» %)) Xr, Yr» %)) 


bringen lieBen. Da 2,, y,, 2, sich nicht eliminieren lassen, so miiBten 
diese Gleichungen nach g und y auflésbar sein, und es wiirde demnach 
auch die Kurvenschar im Raume z,,y,,2, bloB aus co” verschiedenen 
Kurven bestehen. Wir kénnen daraus schlieBen, dab, sobald die eine 
Kurvenschar oo* verschiedene Kurven enthilt, von der andern dasselbe 
gelten muB. In jedem der beiden Riiume gehen dann durch jeden Punkt 
des Raumes oo! verschiedene Kurven der betreffenden Schar. 

Wir diirfen also jetzt annehmen, dab die Kurven k sowohl als die 
Kurven k, co® an der Zahl sind. Dann sind die Kurven k Integralkurven 
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einer ganz bestimmten Mongeschen Gleichung, die man findet, indem man 
zwischen den Gleichungen: 


2,=0, %=0 


(1) 69, aQ aQ AQ ag aQ 

| ay Ae oy dy ote —_ dz= 0, on dz + dy YY a 5 42 = (0 
die GréBen x,, y,, 2, eliminiert. Diese Mongesche Gleichung: 
(8) f(z, y, 2, dx, dy, dz) =0 


ordnet jedem Punkte x, y, z einen Elementarkegel zu, der auch als Ort 
der Tangenten aller hindurchgehenden Kurven k definiert werden kann. 
Dementsprechend sind die Kurven i, die Integralkurven einer Mongeschen 
Gleichung: 
(8,) fi(@i» Ms %, dx, dy,, dz) = 0, 
die man findet, wenn man zwischen den Gleichungen: 

Q=-0, &=—0 

AQ, 


aQ, @Q d 
dz, + dy, 2% + 92, 7% =0 aa, + ct dy, + oe da, ae 


> ba, 


(7,) @2, 

Ox, 
die GréBen x,y,z eliminiert, Hier ist der einem Punkte 2,, y,, 2, zuge- 
ordnete Elementarkegel der Ort der Tangenten aller durch 2,, y,, 4, gehen- 
den Kurven f,. 

Nach den letzten Entwicklungen des § 1 haben aber diese Monge- 
schen Gleichungen noch eine andere Bedeutung. In der Tat, sucht man 
die Bedingung dafiir, daB die dem Punkte 2,, y,, 2, zugeordnete Kurve i 
von einer unendlich benachbarten Kurve & geschnitten wird, so kommt 
man wieder genau zu der Mongeschen Gleichung (8,). Dementsprechend 
liefert die Mongesche Gleichung (8) die Bedingung dafiir, daB die den 
beiden Punkten z, y, 2 und x+dz,y+dy, 2+ dz zugeordneten Kurven k, 
einander schneiden. 

Wenn wir daher von Ausnahmefillen absehen, die wir spiiter be- 
sprechen werden, so kénnen wir sagen: 

Die Gleichungen: 


(4) Q(z, y, 2, %, :>%) = 9, Q4 (2, Y, 2,1, Y,%) = 0 
ordnen jedem Punkte x,y,z eine Kurve k,, jedem Punkte 2,, y,, 2, eine 
Kurve k zu. Die co*® Kurven fk, erfiillen eine Mongesche Gleichung: 


(8,) hi (%, Yr» %, da, dy, dz;) =0 
und die Kurven & eine Mongesche Gleichung: 
f(x, y, 2, dx, dy, dz) = 0. 
Wahlen wir irgend eine Integralkurve K, der Mongeschen Gleichung (8,), 
so sind deren oo' Punkten co’ Kurven k zugeordnet, die eine Kurve K 
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umhiillen, und zwar ist diese Kurve K ihrerseits eine Integralkurve der 
Mongeschen Gleichung (8). Ist andererseits K eine beliebige Integral- 
kurve der Mongeschen Gleichung (8), so entsprechen ihren co’ Punkten 
oo! Kurven k, des Raumes 2,, y,,2,, die eine Kurve K,’ umhiillen, und 
zwar ist K,’ offenbar eine Integralkurve der Mongeschen Gleichung (8, ). 

Auf die angegebene Weise erhalt man nun aus jeder Integralkurve K, 
von (8,) eine Integralkurve K von (8) und aus dieser wieder eine Integral- 
kurve K,’ von (8,). Es laBt sich aber zeigen, daB die beiden Kurven K, 
und K,’, die in der eben geschilderten Beziehung zu einer Integralkurve K 
stehen, identisch sind. Versuchen wir dies analytisch zu beweisen. 

Es seien: x = X, y= Y, z= Z, wo X, Y, Z Funktionen von ¢ sind, 
die Gleichungen einer Integralkurve K von (8). Die Kurve K,’ ist die 
Umbhiillungskurve der oo’ Kurven f,: 


Q(X, ¥,Z,%,%,%)=9, 2(X, ¥,Z, x,y, %) = 9, 
die den Punkten von K entsprechen, ihre Gleichungen werden daher ge- 
funden, wenn man ¢ aus irgend drei unter den vier Gleichungen: 
Q(X, ¥,Z,%,%,%)=0, Q(X, ¥, Z, x, y,,%) =0 


ee ay” ras ae aa ee 
ax X toy’ + 5g4-% xX +arl + 74-9 


(9) 


eliminiert. 

Andererseits haben wir unter den Kurven / alle die auszuwihlen, 
die K beriihren. Nun ist die Tangente einer beliebigen Kurve k in dem 
Punkte x,y, 2 bestimmt durch: 

Q(@,Y, 2, Myr» %)=9, (x,y, 2,2, %, 4) = 0 
da + a dy+de=0, Sant oo dy + dz =0, 
soll daher diese Kurve i die Kurve K oder: « = X, y= Y, z= Z im 
Punkte x, y,2 beriihren, so miissen wieder die Gleichungen (9) bestehen, 
man erhalt demnach als Ort der Punkte 2,,y,,2,, die den K_ beriihren- 
den Kurven & entsprechen, wieder die Kurve K;,’, das heiBt, die beiden 
Kurven K, und XK,’ fallen wirklich zusammen. 

Hierdurch ist gezeigt, daB zwischen den Integralkurven der beiden 
Mongeschen Gleichungen (8) und (8,) ein Entsprechen derart stattfindet, 
daB jeder Integralkurve der einen Gleichung eine ganz bestimmte Integral- 
kurve der andern zugeordnet ist, und zwar ist dieses Entsprechen reziprok, 
das hei®t, wenn K eine Integralkurve von (8) ist und K, die ihr zugeordnete 
Integralkurve von (8,), so ist die der Kurve K, entsprechende Integralkurve 
von (8) keine andere als K. Dieses Entsprechen zwischen den Integral- 
kurven kann nun aber einfacher ausgedriickt werden durch ein Entsprechen 
zwischen den Linienelementen der beiden Mongeschen Gleichungen. 


02, 
Ox 
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In der Tat, denken wir uns eine Integralkurve von (8) in der Weise 
dargestellt, daB x,y,z als Funktionen von ¢ gegeben sind, so kénnen wir 
nach den eben durchgefiihrten Betrachtungen auch die entsprechefide In- 
tegralkurve von (8,) so darstellen, daB 2,, y,, 2, gewisse Funktionen von ¢ 
werden. Bezeichnen wir dann die Ableitungen nach ¢ durch Akzente, so 
haben wir die Gleichungen: 


—_ Y, 2) X,Y, 4,)=0, Q, (2, ' rs %, ~ i 0 
~ éQ, , mm d Z 
(10) 4 G9 +e v= 0, Fart Sey + Fey 0 


ha 


‘ 
On, nm + 5 w+ Fa jal, 


4 hy y+ SO a ‘=0, 
also sechs Relationen zwischen den zehn GréBen: 2, y, 2, 4%, Y,, 4%; 
a:y':2, a/:y,':2,. Zwei unter diesen sechs Relationen kénnen durch 
die beiden Mongeschen Gleichungen (8) und (8,) ersetzt werden, demnach 
sind die co* Linienelemente x,y,z, #:y':¢ der Gleichung (8) mit den 
oof Linienelementen 2,, y,,2,, %,':y,':4,' der Gleichung (8,) durch vier 
unabhingige Relationen verbunden, wodurch eine nach beiden Seiten auf- 
lésbare Beziehung zwischen den Linienelementen beider Gleichungen be- 
stimmt ist. 

Schreiben wir die Mongeschen Gileichungen in aufgeléster Form, 
etwa so: 


(11) 2 = F(z,y, 6%) 
und 

‘ ; 
(11,) rig = F,(2,, 1) 42") 


und betrachten wir demnach z, y, z, y’: 2’ als Bestimmungsstiicke der 
co! Linienelemente von (8) und 2,4, 2,, y,:%, als Bestimmungsstiicke 
der oof Linienelemente von (8,), so finden wir durch Auflésung einer- 
seits vier Gleichungen: 


(= A(x, 4, ¥), y= B(z,y, 2, 4), 4, = C(z,y, 2, “) 
(12) yy’ y 

| %, = D(s, Y, 4, ¥) 
und andererseits vier Gleichungen: 


(13) z= A(x, %, 4, 24), he A(t ty A 2): 


Damit haben wir den analytischen Ausdruck fiir die Beziehung zwischen 

den Linienelementen der beiden Mongeschen Gleichungen gefunden. 
Nehmen wir jetzt eine beliebige Integralkurve der einen Mongeschen 

Gleichung, etwa die Kurve K, so wissen wir, daB ihr eine Integralkurve K, 
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der andern Mongeschen Gleichung entspricht. Um diese zu finden, be- 
stimmen wir die oo! Linienelemente z, y, 2, x: y': 2° von K und erhalten 
durch die Formeln (12) und (11,) die co’ Linienelemente der Bildkurve X,,. 

Da jede Integralkurve der einen Mongeschen Gleichung durch die ge- 
fundenen Transformationsformeln in eine Integralkurve der zweiten Monge- 
schen Gleichung iibergefiihrt wird, so sehen wir, daB unendlich benachbarte 
vereinigt liegende Linienelemente der einen Mongeschen Gleichung in solche 
unendlich benachbarte Linienelemente der andern iibergehen, die ebenfalls 
vereinigt liegen. 

Wir sehen ferner, daB unsere Formeln eine solche Transformation 
zwischen den Linienelementen der beiden Mongeschen Gleichungen be- 
stimmen, bei der Integralkurven der ersten Mongeschen Gleichung, die 
ein Linienelement gemein haben, das heift, die einander beriihren, in 
Integralkurven der zweiten Mongeschen Gleichung iibergehen, die ihrer- 
seits ebenfalls ein Linienelement gemein haben. 

Der durch die Gleichungen (10) oder (11), (11,), (12) vermittelte 
Zusammenhang zwischen den Integralkurven der beiden Mongeschen Glei- 
chungen besitzt somit die wesentliche Eigenschaft, daS Beriihrung eine 
invariante Beziehung ist. 

Nehmen wir jetzt eine Fliiche g im Raume z,y,2. Diese wird von 
Integralkurven der Mongeschen Gleichung (8) iiberdeckt. Ist zum Bei- 
spiel (8) in a’: y’: 2’ vom zweiten Grade, sind also die Elementarkegel im 
Raume 2,y,z vom zweiten Grade, so enthilt die Fliche gm in jedem 
Punkte zwei Fortschreitungsrichtungen (zwei Linienelemente), die (8) er- 
fiillen, und wird daher zweifach von Integralkurven der Gleichung (8) 
tiberdeckt. Uberhaupt wird jede Fliche gm des Raumes x, y, 2 mehrfach 
von Integralkurven der Gleichung (8) iiberdeckt, wenn nicht (8) zufillig 
eine Pfaffsche Gleichung ist. 

Wir wollen annehmen, daB die Fliche g in jedem ihrer Punkte 
gerade m Linienelemente enthilt, die der Mongeschen Gleichung (8) ge- 
niigen, so daB die oo’ auf der Fliiche liegenden Integralkurven von (8) 
in m Scharen zerfallen, die wir mit h’, k”,---k™ bezeichnen. Dann gehen 
die co' Kurven X’ in oo! Integralkurven /,’ der Mongeschen Gleichung (8, ) 
iiber und diese oo’ Kurven i,’ bilden eine Fliiche g,’ des Raumes 2, y,, 2;. 
Entsprechend gehen die cot Kurven k” in co! Integralkurven k,” von (8,) 
iiber, die eine Flaiche g,” bilden, und so weiter. Auf diese Weise wird 
der Fliche eine ganze Anzahl von Flichen des Raumes 2,, y,, 2, zu- 
geordnet, naimlich die m Flichen g,’, p,”,--- 9. 

Wir wissen andererseits, daB die Gleichungen: 2, = 0, Q, = 0 eine 
Beriihrungstransformation bestimmen, die jede Fliche g(x, y,z)=0 in 
eine Fliche ,(2,, ¥,,2;) = 0 iiberfiihrt. Wir behaupten, daB diese Be- 
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riihrungstransformation die friiher betrachtete Fliiche m gerade in die 
m Flaichen 9,’, 9,",--- 9,™ iiberfiihrt, die iibrigens unter Umstiinden 
Teile eines irreduzibeln Gebildes sein kénnen. 

Der Beweis ist leicht zu fiihren. Der Punkt x=a, y=b, z=¢, 

aufgefaBt als Elementverein, geht ja iiber in die Elemente der Kurve: 
Q, (a,b, 6, 24,%,%) = 0, QW(a, b,c, 2,4, %) = 0. 

Nehmen wir nun eine Integralkurve K der Mongeschen Gleichung (8), 
so hat sie mit jedem auf ihr gelegenen Punkte oo! Flichenelemente ge- 
mein. Daher fiihrt unsere Beriihrungstransformation die Kurve K mit 
ihren co! Punkten iiber in einen Elementverein U mit oo’ Kurven fk, 
und zwar so, daB U mit jeder dieser co’ Kurven oo! Filichenelemente 
gemein hat. Kurz die Fliichenelemente der Kurve K gehen iiber in die 
co* Elemente der Kurve, die wir friiher mit A, bezeichnet haben. 

Nun aber hat eine Fliiche gm mit jeder auf ihr gelegenen Integral- 
kurve K von (8) co! Fliichenelemente gemein, da aber K von der Be- 
riihrungstransformation in die Kurve KX, iibergefiihrt wird, so mu8 K, 
auf der Fliiche liegen, in die @ iibergeht. Mithin geht @ itiber in die 
m Flaichen 9,’, p,", ++ - p,™. 

Man kann jedoch auch auf andere, in gewissem Sinne noch ein- 
fachere Weise eine geometrische Deutung unserer Beriihrungstransfor- 
mation erhalten. 

Die Fliche » hat mit jedem auf ihr gelegenen Punkte p ein Flachen- 
element gemein. Da nun unsere Beriihrungstransformation den Punkt p 
in eine Kurve k, verwandelt, so mu die Bildfliche g, von die Kurve k, 
beriihren, indem sie mit ihr ein Flaichenelement gemein hat. 

Die ~* Punkte einer Fliiche  transformieren sich daher in co? 
Kurven k,, deren jede die Bildfliiche », von  beriihrt. Alle diese Kurven 
bilden ein Kurvensystem, dessen Brennfldche gerade aus den F lichen besteht, 
die wir frither mit o,', p,",--- p,™ bezeichnet haben. 

Halten wir uns daher innerhalb eines passend gewihlten Bereiches 
des Punktraumes xz, y, 2, so werden die in diesem Bereiche liegenden 
Linienelemente der Mongeschen Gleichung (8) ein-eindeutig auf die Linien- 
elemente der Mongeschen Gleichung (8,) in dem Raume 2,, y,, 4, bezogen. 
Dagegen werden die Fliichenelemente x, y, z, p, q dieses Bereiches nicht 
ein-eindeutig auf die Flichenelemente des anderen Raumes bezogen. Ist 
die Mongesche Gleichung (8) in bezug auf 2’:y':2 vom m*" Grade, 
so enthilt jedes Flichenelement des betreffenden Bereiches m Linien- 
elemente, die der Gleichung (8) geniigen; diese m Linienelemente gehen 
iiber in m Linienelemente der Kurve k,, in die der Punkt z, y, 2 des 
Flichenelementes x, y, 2, p,q bei der Beriihrungstransformation iiber- 
gefiihrt wird. Demnach verwandelt sich das Flichenelement 2, y, z, p,q 
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in m Flachenelemente der Kurve /,, deren jedes eines der eben bespro- 
chenen m Linienelemente von k, enthiilt. 

Jede Fliche m des Raumes xz, y, 2 geht also iiber in m Fiichen 
9, Py", --- 9,” des Raumes 2,, y,, 2,. Dementsprechend wird die in- 
verse Beriihrungstransformation jede Fliche g,’ des zweiten Raumes in 
m, Flachen des ersten Raumes iiberfiihren, unter denen sich selbstver- 
stindlich die Fliche  befindet. 

Bezeichnen wir die innerhalb eines gewissen Bereiches ein-eindeutige 
Beriihrungstransformation, bei der g in 9,’ tibergeht, mit B’, ferner die, 
bei der @ in 9,” itibergeht, mit B’, und endlich mit B’-' die, bei der 
gy,’ in  iibergeht, so ist 

| ae! 
das Symbol einer Beriihrungstransformation, die g,' in g,” verwandelt, 
und so weiter. 

Unter Umstinden kann man sich die Sache vorteilhaft auch folgender- 
maBen veranschaulichen. 

Die Fliche @ enthilt co? Linienelemente x,y,z, x: y': 2’, die (8) 
erfiillen. Die Linienelementtransformation (11), (11,), (12) fiihrt diese 
co* Linienelemente in oo* Linienelemente 2,, y,, 2, %': y,':2,' tiber, die 
(8,) erfiillen. Der Punktort dieser neuen Linienelemente ist das Bild der 
gegebenen Fiche g. 

Betrachten wir nun im Raume 2, y,z eine Kurve 1, die der Monge- 
schen Gleichung (8) nicht geniigt, und wollen wir das Bild dieser Kurve 
im Raume 2,, y,, 2, finden, so stehen uns mehrere Wege offen. 

Die Kurve 7 hat mit jedem auf ihr liegenden Punkte p oo' Flachen- 
elemente gemein, folglich hat ihr Bild J, mit der Bildkurve k, des Punktes p 
ebenfalls co’ Flichenelemente gemein und enthiilt somit die Kurve /,. 
Also fiihrt unsere Beriihrungstransformation jede Kurve 1 des Raumes 
Z,Yy,2, die der Gleichung (8) nicht geniigt, in eine Fliiche iiber, die von 
oo’ Kurven fk, erzeugt ist, nimlich von den Kurven i, die den Punkten 
von J entsprechen. 


§ 3. 
Einige Siitze iiber Mongesche Gleichungen. 
Es sei: 
f(a, y,2,x:y': 2) =0 

eine Mongesche Gleichung und zwar: 

dx , dy ., dz 

ds? Yas? * ~ as? 

wo s die Bogenlinge bezeichnet. Durch Differentiation ergibt sich: 

fat” + ty" + fe’ + feel + fa + =O, 


z= 
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also wird: 
het tty thee thy the P 
Vii+f3- +73 Voty fe? fa+ht+h ’ 


wo R der Kriimmungshalbmesser der betreffenden Integralkurve. Die 
linke Seite ist gleich cos 0, wo © den Winkel bedeutet, den die Haupt- 
normale der Integralkurve mit der Normalen des Flichenelementes bildet, 
das den zu x,y,z gehérigen Elementarkegel liings der Tangente der Inte- 
gralkurve beriihrt; also kommt: 


cos O —— f,2 + hy t+ f,@ 

” VA+BR+R 

und hier hingt die rechte Seite nur von 2, y, 2, x,y’, 2 ab. Damit haben 
wir die beiden Sitze: 

Alle Integralkurven einer Mongeschen Gleichung, die ein Linienelement 
und gleichzeitig die Oskulationsebene gemein haben, besitzen in dem be- 
treffenden Punkte dieselbe Kriimmung. 

Dreht sich eine Ebene um die Gerade eines Linienelementes der Monge- 
schen Gleichung f = 0, und konstruiert man fiir jede Lage der Ebene den 
gemeinsamen Kriimmungsmittelpunkt aller Integralkurven von f =0, die 
dieses Linienelement enthalten und die betreffende Ebene zur Oskulations- 
ebene haben, so liegen alle diese Kriimmungsmittelpunkte auf einem Kreise. 

Hiermit ist eine Erweiterung des Meusnierschen Theorems ge- 
wonnen.*) 

Nehmen wir nun eine beliebige Fliche und eine beliebige nicht 
lineare Mongesche Gleichung, so enthilt die Fliche immer unendlich viele 
Punkte, in deren jedem sie den zugeordneten Elementarkegel der Monge- 
schen Gleichung beriihrt. In jedem solchen Punkte fallen zwei von den 
auf der Fliche liegenden Linienelementen der Mongeschen Gleichung zu- 
sammen und durch dieses doppelt zihlende Linienelement geht eine auf 
der Flache liegende Integralkurve der Mongeschen Gleichung. Dabei ist 
aber wohl zu beachten, daB der betreffende Punkt im allgemeinen kein 
regulérer Punkt der hindurchgehenden Integralkurve ist, ausgenommen 
wenn die Flache auch in dem benachbarten Punkte der Kurve wiederum 
den Elementarkegel beriihrt. . 

Beriihrt aber die Fliche in jedem Punkte einer auf’ thr Viegenden Inte- 
gralkurve einer nichtlinearen Mongeschen Gleichung den zugeordneten Ele- 
mentarkegel, so oskuliert sie alle Integralkurven der Mongeschen Gleichung, 
die jene erste Integralkurve beriihren. 














*) { Vgl. die Note: ,,Zur Geometrie einer Mongeschen Gleichung“, Leipz. Ber. 1898, 
8. 1, 2.} 
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{Es sei nimlich, indem 2 als unabhiingige Veranderliche betrachtet wird, 
(A) 2=a(x,y,2,y) 
die nichtlineare Mongesche Gleichung und z= g(x,y) eine beliebige Flache. Soll 


diese in dem Punkte x,y,z = (x,y) den zugeordneten Elementarkegel beriihren, so 
muB die Gleichung 


(B) o= 9, + oy; 
die alle auf der Fliche z= (x, y) liegenden Linienelemente z, y, 2, y’,2’ bestimmt, 
wenn man y' und 2’ als rechtwinklige Koordinaten deutet und x,y,z als Parameter 


auffaBt, die Tangente der Kurve z2’=—a@(x,y,2z,y') darstellen, es miissen also die 
beiden Gleichungen: 


(C) Prt PY =O (@,y,2,y), Fy = Oy 


wenn man in ihnen z= » (x, y) setzt, durch geeignete Wahl von y’ befriedigt werden 
kénnen. Man erhilt daher aus (C) durch Elimination von y’ eine Relation zwischen 
x und y, die den Ort aller Punkte bestimmt, in denen die Fliche den zugeordneten 
Elementarkegel der Mongeschen Gleichung (A) beriihrt. 

Wir wollen nun annehmen, daB x, y, z ein Punkt ist, in dem die Fliche z= (a, y) 
den zugeordneten Elementarkegel beriihrt, so daB also fiir diesen Punkt x, y, z = (a, y) 
die Gleichungen (A), (B) und (C) durch gewisse Werte von y’ und 2’ befriedigt werden; 
die Tangentialebene der Fliche z = g(x,y) in dem Punkte x, y,z beriihrt dann den 
diesem Punkte zugeordneten Elementarkegel lings der Geraden des Linienelementes 
x,y,2,y,2, und «+dz, y+y'da, z+ 2'dzx ist daher ein dem Punkte z, y,z un- 
endlich benachbarter Punkt der Fliche. 

Verlangen wir jetzt noch, daB die Flache auch in dem Punktex+ dz, y+ y'dz, 
z+ 2 dz den zugeordneten Elementarkegel beriihre, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, da8 die Gleichungen (C), wenn man in ihnen 2,y,z,y durch x+dza, 
yt+ydx,z+2 dx, y+dy ersetzt, durch geeignete Wahl von dy’ befriedigt werden 
kiénnen. Die erste der Gleichungen (C) ergibt bei dieser Operation die folgende: 


(Peet 29 Pry t ¥* Pyy) 4% + Gy dy = (@,+ ya, + @@,) dx + aydy’, 
die wegen der zweiten Gleichung (C) von dy’ ganz frei wird und sich auf die Be- 
dingung: 
(D) Pret 2Y Pry ty? Pyy =O, + yo, + oo, 


reduziert, wo natiirlich immer g(a, y) fiir z zu setzen ist. Ist die Bedingung (D) er- 
fiillt, so ist offenbar auch unsre Forderung erfiillt und die zweite der Gleichungen (C) 
liefert durch die angegebene Operation den betreffenden Wert von dy’. 

Die Bedingung (D) hat nun den begrifflichen Sinn, da8 alle dem Linienelemente 
x,Yy,2,y',2 unendlich benachbarten Linienelemente, die der Mongeschen Gleichung (A) 
geniigen und deren Punkt der Punkt + dz, y+ y'da, z+ 2’dz ist, auf der Fliche 
z= (x,y) liegen. In der Tat, ist r+dar, yt+tydz, z+ 2dx,y+dy, 7+67 
ein beliebiges Linienelement, das der Gleichung (A) geniigt, so ist: 


dz =(0,+yo,+0,\dx+o,dy 
oder, wegen (C) und (D): 
b2'= (P,2+2Y Pry + ¥7%y,)de+o,9y', 


was eben nach (B) aussagt, daB das Linienelement «+ dx, ..., 2’+ 62’ auf der 
Flache z= g (a, y) liegt. 
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Wenn daher die Fliche z= (a, y) in den beiden unendlich benachbarten 
Punkten x,y,z und «+da, y+ y'dx, z+ 2’'dx den zugeordneten Elementarkegel 
beriihrt und dabei x, y,z,y’,2° ein der Mongeschen Gleichung (A) geniigendes Linien- 
element ist, so hat jede Integralkurve der Mongeschen Gleichung, die das Linien- 
element x,y,z, y’,2 enthilt, auch das benachbarte Linienelement mit der Fliche ge- 
mein, das heiBt, sie wird von der Fliiche z = g (x, y) oskuliert*). } 

Zugleich ergibt sich noch der Satz: 

Liegt eine Fliche vor, die in jedem ihrer Punkte den zugeordneten 
Elementarkegel beriihrt, so oskuliert sie alle sie beriihrenden Integralkurven 
der Mongeschen Gleichung. 


§ 4. 
Eine Klasse von Monge-Ampereschen Gleichungen 2. Ordnung 
mit intermediiren Integralen. 


Liegt eine Schar von co*® Kurven vor, die den Raum ausfiillen, so 
findet man alle Flichen, die in jedem ihrer Punkte von einer Kurve der 
Schar oskuliert werden, durch Integration einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung von der Form: 


(14) r+2Ns+ N*t+ U(a, y, 2, p,q) = 0. 


{In der Tat, die betreffende Kurvenschar wird durch zwei Ditferentialgleichungen 
von der Form: 
Fo a@(x,y,2,y), Y=1(BY,2,y) 
definiert, aus denen folgt: 
"= a, + yo, + ao, + Zo, = ¢ (x, Yy, zy y’). 
Verlangt man nun, daB die Fliche z= f(x,y) in jedem Punkte von einer Kurve der 
Schar oskuliert wird, so miissen iiberdies die Gleichungen: 


g=—ptay, =r+2sy+ty*+ay" 
erfiillt sein, es muB also werden: 


(15) pt+qy=o(@,y,2,y), r+ 2sy+ty* +z =F@,y,4,y) 
woraus durch Elimination von y’ eine partielle Differentialgleichung von der Form (14) 
hervorgeht. Erhilt man aus: p+ qy’=@ durch Auflésung: 

y= N(e, Y,2,~P, q, 
so ist N im allgemeinen eine regulire Funktion seiner Argumente, nur wenn das 
Flichenelement x,y,z, p,q den seinem Punkte zugeordneten Elementarkegel beriihrt, 
wenn also zugleich die Relation: q=,, erfiillt ist, verhilt sich N sicher nicht mehr 
reguliir. 

*) In einem andern Konvolut, das eine Menge vorliiufiger, noch nicht zusammen- 
hiingend redigierter Aufzeichnungen enthilt, spricht Lie den folgenden Satz aus: 
»Beriihrt eine Fliiche in einem ihrer Punkte den zugeordneten Elementarkegel und 
oskuliert sie eine durch den Punkt gehende Integralkurve, so oskuliert sie alle durch 
diesen Punkt gehenden Integralkurven, die die erste beriihren.‘‘ Man iiberzeugt sich 
leicht, daB dieser Satz mit dem eben bewiesenen gleichbedeutend ist. 
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Erwihnt sei noch folgendes: Ist x,y,z, p,q ein Fliichenelement einer Integral- 
fliche von (14), so ist die durch den Punkt x,y,z gehende Komplexkurve, die die 
Flache in x,y,z oskuliert, vollstiindig bestimmt und zwar durch die Werte: 

y= N(x,y,2, 7,9), “=p+qN, 
die y’ und 2’ im Punkte 2, y, z haben. } 

Die Gleichung (14) hat intermediire Integrale und deren sogar drei, 
u(x, ¥,2, p,q) =a, v=b, w=c, so da also (vgl. S. 280) auch 

Q(u, v, w) =0 
bei beliebigem 2 stets ein intermediires Integral ist. 

{ Offenbar befriedigt niimlich jede Flaiche, die von 1 Kurven unsrer Schar er- 
zeugt wird, die Differentialgleichung (14). Nun aber werden (vgl. S. 226) unsre 
o* Kurven, aufgefaBt als Elementvereine, durch drei Gleichungen von der Form: 

u(x, Y,2, P,g) =a, v (L,Y, 2, P,O=b, w(x, Yy,2,p,g) =e 
dargestellt, wo w,v,w paarweise in Involution liegen. Demnach besitzt z. B. die 
Gleichung: u«—a eine vollstiindige Lisung, die durch o* unsrer «* Kurven dar- 
gestellt wird, und jede Fliche, die von »’ unter diesen »* Kurven erzeugt wird, 
ist eine Integralfliiche von ua, woraus hervorgeht, daB «=a eine intermediiire 
Integralgleichung von (14) ist. } 

Soll nun aber F(x, y, z, p,q) =a ein intermediires Integral von (14) 
sein, so mu (14) eine Folge der beiden Gleichungen: 


Fir + Fis + F,+ pF, =9 
Fs + F,t + Z, + qF,=0 
sein, es muB also: 
For +2 FFs + Flt + FF. + oF) + F,,+ oF) = 
= F3{r+2Ns + N%+ U0} 
sein, das heiBt: 
FL=NF,, FF. + pF) + fF, (Ff, + oF) = UF; 
oder: 
F.— NF,=0 
(16) g Pp 
F,+pF,+ N(f,+4F,) — UF, =0. 
Diese beiden linearen partiellen Differentialgleichungen fiir /’ miissen drei 
unabhingige Lésungen besitzen, sie miissen also ein zweigliedriges voll- 
stindiges System bilden und da sie nach F’, und F, aufgelést sind, so 
muB8 der aus ihnen gebildete Klammerausdruck identisch verschwinden. 
Fiir die beiden Funktionen N und U ergibt das die Bedingungen: 
(17) | N,— NN,=09 
N,+ pN, + N(N,+ gN,) — UN,— U,+ NU, =9. 
Um den begrifflichen Sinn der beiden Bedingungen (17) brauchen 
wir uns eigentlich nicht zu kiimmern, sie sagen eben aus, daB (16) ein 
zweigliedriges volistindiges System ist, und daB das Problem zu einem 
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Kurvenkomplexe gehért. Zum Beispiel bedeutet die erste der Glei- 
chungen (16), daB die eingliedrige Gruppe, die von der infinitesimalen 
Transformation: 


dx=dy=d2=0, dp=—Ndt, dq=—dt 


erzeugt wird, jedes eine intermediire Integralgleichung erfiillende Element 
X,Y, 2, p,q in ein ebensolches Element iiberfiihrt. Nun aber haben die 
beiden unendlich benachbarten Elemente x,y,z, p,q und x+0z2,---, 
q+0q den Punkt x,y,2 gemein, und ihre Ebenen, die durch die Glei- 
chungen: 

dz—pdx—qdy=0 


dz — (p+ dp)dx —(q + dq) dy =0 
bestimmt sind, haben die Richtung: 
dpdx+dqdy=0, dz=pdzx+qdy 


gemein, also ist jedem Element 2, y, 2, p,q, das einer intermediiren Inte- 
gralgleichung geniigt, die in ihm enthaltene Richtung: 


dy=Ndz, dz=(p+ Nq) dz 


derart zugeordnet, daB das ganze Biischel aller durch diese Richtung 
gehenden Filichenelemente ebenfalls der intermediiiren Integralgleichung 
geniigt. Dabei ist allerdings die Voraussetzung gemacht, daB sich N fiir 
das Element z, y, z, p,q regular verhilt. 

Hierin liegt nun, daB jede intermediire Integralgleichung, fiir deren 
Elemente sich N im allgemeinen reguliir verhilt, eine lineare partielle 
Differentialgleichuug ist. Jede lineare partielle intermediire Integral- 
gleichung kann aber, das ist begrifflich klar, zu Charakteristiken nur 
Kurven des Komplexes haben, demnach sind die Integralfliichen jeder 
solchen intermediiiren Integralgleichung von Kurven des Komplexes er- 
zeugt. 

{Da8& die Charakteristiken jeder linearen partiellen intermediiren Integralglei- 
chung Kurven des Komplexes sind, sieht man so ein: Ist x,y,z, p,q ein beliebiges 
Flichenelement einer solchen Integralgleichung, fiir das sich N reguliir verhiilt, so 
geht, wie eben gezeigt, durch den Punkt x,y,z die Richtung: 

dy=Ndzx, dz=(p+Nq) dz, 
die diesem Fliichenelemente angehért, und alle «' der intermediaren Integralgleichung 
gentigenden Fliichenelemente, die x,y,z zum Punkte haben, gehen auch durch diese 
Richtung, die infolgedessen die Tangente der durch den Punkt a, y, z gehenden 
charakteristischen Kurve C unsrer intermediiiren Integralgleichung ist. Nun aber 
ist nach §S. 301f. die eben besprochene Richtung zugleich die Tangente einer be- 
stimmten Komplexkurve K, und K oskuliert jede Integralfliche von (14), also auch 
jede Integralfliche unsrer intermediiiren Integralgleichung, die durch eines jener 
1 Flichenelemente geht, also tiberhaupt alle durch den Punkt «,y,z gehenden 
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Integralflichen der intermediiiren Integralgleichung. Diese von Charakteristiken er- 
zeugten Integralfliichen enthalten siimtlich die charakteristische Kurve C; sie kiénnen 
daher von K dann und nur dann oskuliert werden, wenn C von K oskuliert wird. 
Demnach wird jede charakteristische Kurve unsrer intermediiren Integralgleichung 
in jedem ihrer Punkte von einer Komplexkurve nicht blo8 beriihrt, sondern zugleich 
oskuliert, das heiBt sie ist selbst eine Komplexkurve. } 


Die einzigen Flaichenelemente, fiir die sich N nicht regular verhilt, 
sind die Flichenelemente, die die ihren Punkten zugeordneten Elementar- 
kegel der Mongeschen Gleichung beriihren, die durch unsern Kurven- 
komplex bestimmt ist. Der Inbegriff dieser Flichenelemente bestimmt 
aber, wenn die Mongesche Gleichung keine Pfaffsche ist, stets eine nicht 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integralflichen 
in jedem Punkte den zugehérigen Elementarkegel beriihren und also nach 
dem Friiheren von jeder sie beriihrenden Integralkurve der Mongeschen 
Gleichung, mithin insbesondere von jeder sie beriihrenden Komplexkurve 
oskuliert werden. Demnach bildet in diesem Falle der besprochene In- 
begriff von Flaichenelementen immer eine singulire intermediare Integral- 
gleichung. 

Damit haben wir das 

Theorem X. Eine Monge-Ampéresche Gleichung von der Form: 

r+2N(«,y,2, p,q)s+ N*t+ U(a,y, 2, p,q) =9 
besitzt dann und nur dann eine intermediiire Integralgleichung von der Form 
Q(u,v,w)=0, wo 2 eine willkiirliche Funktion von u, v, w bezeichnet 
und u,v, w drei unabhingige Funktionen von x,y, 2, p,q sind, wenn das 
Problem in folgender Weise von einem Kurvenkomplex abhiingt: Es werden 
alle Fliichen gesucht, die in jedem Punkte cine Kurve des Komplexes osku- 
lieren. Werden die Kurven als Elementmannigfaltigkeiten dargestellt durch: 

U(x, Y,2,P,9)=4, V(%,y,2,p,9g)=b, w(x, y,2, p,q) =e, 
so ist: 

Q(u, v, w) =0 
die allgemeine Form einer intermedidren Integralgleichung. Auferdem gibt 
es noch eine singulire intermedidre Integralgleichung, die gebildet wird von 
dem Inbegriff aller Fliichenelemente, die zu der durch den Kurvenkomplex 
bestimmten Mongeschen Gleichung gehdren. 


§ 5. 
Weiteres iiber die in § 2 besprochene Beriihrungstransformation. 
Es seien jetzt wieder zwei Gleichungen: 


Q, (x, Y, 4; yy 1» %) = 0, Q (@, Y, 2,1, %,%) = 0 
vorgelegt, die eine Beriihrungstransformation bestimmen. In jedem der 
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beiden Riume x, y, 2 und 2,, y,, 2, tritt dann ein Kurvenkomplex auf mit 
einer Mongeschen Gleichung: 


f (a, y, 2, dx: dy:dz) =0 


~ Ss 4 


und: 

fi (@ry Yr» 1, U2, : dy, : dey) = 0; 
. zu jeder dieser beiden Mongeschen Gleichungen gehért eine partielle Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: 


r+2Ns+ N2t+0=0 


und: 
r, + 2N,s, + N24, +0, =0 
und jede dieser Differentialgleichungen besitzt eine singulire intermediire 
Integralgleichung: 
F (x,y, 2, p,q) =90 


ve YF YF YF Or CF.UhCUL 


und: 

Fy (@1) iy %1» Pir) = 9, 
die durch die zu der betreffenden Mongeschen Gleichung gehérigen Flichen- 
elemente bestimmt ist. 

Die beiden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ent- 
sprechen nun einander nicht bei der Beriihrungstransformation, dagegen 
wollen wir beweisen, daB unsere Beriihrungstransformation die Gleichung 
erster Ordnung F' = 0 in die Gleichung F', = 0 iiberfiihrt. 

Liegt nimlich im Raume z, y, 2 eine Fliche vor, die in jedem ihrer 
Punkte den zugehérigen Elementarkegel beriihrt, also mit andern Worten 
eine Integralfliche von F(x, y,2z, p,q) =, so gibt es auf dieser Fiche 
nicht wie im allgemeinen Falle m Scharen von Integralkurven der Monge- 
schen Gleichung f(x,y, z,dx:dy:dz)=0, sondern bloB m— 1 Scharen, 
unter denen aber eine doppelt ziihlt. Das den oo® Punkten der Fiche 
entsprechende Kurvensystem im Raume 2, y,, 2, (vgl. 8. 291 ff.) besitzt 
daher m — 1 Brennfliichen ,', p,”,..., unter denen eine doppelt zihlt. 
Diese doppelt zihlende Brennfliche wird von den co? Kurven des Systems 
t oskuliert, und da die Kurven des Systems Integralkurven der Mongeschen 
} Gleichung /, (7, ,, 2, @%, : dy, : dz,) = 0 sind, so erfiillt sie augenschein- 
, lich die partielle Differentialgleichung: F, (2,, y,, 2, Pi) %,) =0. Also: 

Theorem XI. Unsere Beriihrungstransformation fiihrt die Gleichung: 
F (x,y, 2, p,q) = 0 in die Gleichung F, (#1, 44) 2) Pry) = 0 sider. 

Anmerkung. Bei einer Berihrungstransformation, die nur durch 
eine aequatio directrix: 


Q (L,Y, 2, Ly Yyy #,) =0 


ceiw  =S OH 


bestimmt ist, gelten tihnliche Beziehungen. 
Auch hier treten zwei Mongesche Gleichungen auf: 


f(x,y, 2,dx:dy:dz)=0, ff, (4), %, da: dy, : dz,)=0, 
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von denen zum Beispiel die erste die Bedingung dafiir ist, daB im Raume 
215 4Y,) 2, die beiden unendlich benachbarten Flachen: 


Q(x, Y, 2, 2, %, 2) = 0, Q (a +dz,y + dy,z2+ dz, %,4y,,%)=0 


einander beriihren; ferner gehéren zu diesen Mongeschen Gleichungen zwei 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung: 


F(x, 9,2, P,Q) =9, Fy Ms 1 Pry G) = 9. 
Wird nun eine beliebige Fliche von Integralkurven der Mongeschen Glei- 
chung f=0 gerade m-fach tiberdeckt, so wird eine Integralfliiche der 
Gleichung /’=0 gerade (m—1)-fach iiberdeckt und eine der m—1 Scharen 
von Integralkurven zihlt doppelt. Das System der oo* Fliichen, die im 
Raume 2,, ¥,, 2, den Punkten unserer Integralfliche entsprechen, besitzt 
daher m — 1 Brennfliichen, unter denen eine doppelt zihlt. 

Die Integralflichen von / = 0 sind diejenigen F'liichen, die von den 
Flichen des Flichenkomplexes Q (2, y, 2, 2,, Y,, %,) = 0 oskuliert werden. 
Stellt man die Fliichen des Komplexes durch drei Gleichungen: 

U(X, Y,2, p,q) = 4, V(x,Y,2, DP, q) =—b, w(x,y, 2, P,Q) =e 
dar, so sind nach dem Friiheren (vgl. 5. 254, 274) alle Gleichungen von 
der Form: Q(u,v,w)=O intermediire Integralgleichungen einer Monge- 
Ampéreschen Gileichung: 

rt—?+ Lr+2Ms+ Nit+ U=0 
und diese Gleichung hat eine singulire intermediiire Integralgleichung, 
nimlich: 
F(a, Y,2, P,Q) = 0. 

{Ist z=@(x,y,%,,¥4,,2,), 80 findet man die eine der beiden Mongeschen 
Gleichungen, indem man 2,, ¥,,2,, ,;,q, aus fiinf der sechs Gleichungen: 
2=@(2,Y,%,4,,%), 2= @,. + yo, 

@, +P; o,=0, ao +% o,,= 6 
22, + Pi 2, Y (yx, +21 %;,) = 9 
Ory +H, +Y (yy, +h %,,,) =9 


(E) 


als Funktionen von «,y,2,y’ bestimmt und die gefundenen Werte in die sechste Glei- 
chung: 2?=o,+y' o, einsetzt. Dabei werden 2,, y,, 2, solche Funktionen von y’, dab: 


Ox, OW 0%, 
2, oy + Oy, e y + *,, oy ae 
ist und infolgedessen: 
Oz, Ox oy 
F CF mp, 2 49, OH. 
(F) ag dy +% Dy’ 


Die Flaichenelemente x,y,z, p,q, die zu der so gefundenen Mongeschen Gleichung 
gehiren, erfiillen die Bedingung, die aus: 
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p+qy=o,+yo, 
F Ox, , oy , Oz 
an My + (22,4 y ®y x.) By’ + (24,4 y ®yy,) dy’ a (922, + y ®y s,) ay 


durch Elimination von y’ hervorgeht; aber diese beiden Gleichungen reduzieren sich 
vermége (F) und (E) auf: p=,, {=4,, also kann man auch sagen, dab diese 
Flichenelemente die Gleichung erfiillen, die aus (E) und: 
e=p+qy, p=o,, I=a, 
durch Elimination von 2,,4,,2,,21,9%,4,2 hervorgeht, oder kiirzer die Gleichung, 
die aus: i 
= @(€,Y,2,,%,%); p= o,, qI= a, 


@ @ @ 
‘ ba "nn 4 
(G) 
@,. a @, % a, Dh hea 0 


@ @ 
yx, yy, Py 


durch Elimination von 2,, y,,2, erhalten wird. Demnach kiénnen die Flichenelemente 
der Mongeschen Gleichung auch definiert werden als diejenigen, fiir welche sich 
die Auflésungen der drei ersten Gleichungen (G) nach 2,, y,,2, nicht mehr regulir 
verhalten. 

Ist nun z = @ (a, y) eine Integralfliche der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung, die aus (G) durch Elimination von 2,, y,, 2, entsteht, so kann man 2, y,, 2, 
derart als Funktionen von 2 und y bestimmen, daB sich die Gleichungen (G) bei der 
Substitution : 

£=9, P$=gQ,, 7" 
e=a(e,y), W¥=BP@,Y), %4=7@,y) 
in Identitiiten verwandeln. Dann ist also: 


o, dx, +o, dy, +o, dz,=0 


bei beliebigen dx und dy, und man erkennt, da& man wegen der letzten der Glei- 
chungen (G) das Verhiiltnis da:dy immer so wihlen kann, daB die beiden Glei- 
chungen: 

@, Ax, oh @y AY; ob @, , a2, =0 

Oy», da, “f @y y, AY -+ o, , 42, =0 
erfiillt sind. Mit andern Worten: Die Fliche 3=—@(r,) hat in dem Punkte z, y, z 
mit der Komplexfliche: 

=o (t,9,a(%,y), Bi, y), y(@,y)) 
die beiden unendlich benachbarten Flichenelemente: x,y,z, p,q und «+ dz, ---, 
q+ dq gemein, wo natiirlich dem Verhiltnisse dx:dy der eben besprochene Wert 
zu erteilen ist. In diesem Sinne ist mithin hier das Wort oskulieren zu verstehen. 

Noch ist zu bemerken, daf unter Umstiinden bei besonderer Beschaffenheit der 

Gleichung: z = @ (a, y, 2,, Y,,2,) gar keine Mongesche Gleichung auftritt, wie schon 
das Beispiel: z=a,x2-+y,y-+ 2, zeigt. } 


20* 
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Die beiden Mongeschen Gleichungen, die zu der in § 2 
besprochenen Beriihrungstransformation gehéren. 


Ist eine Bertihrungstransformation durch zwei Gleichungen: 
Q, (2, Y,%, %,%), £;) =0, Q (a, Y, 2, L,Y,,%) =O 

definiert, so tritt, wie wir gesehen haben, in jedem der beiden Riume 
“2,y,2 und 2,,y4,,2, eine Mongesche Gleichung auf. Es ist nun nicht 
ausgeschlossen, daB die eine dieser beiden Mongeschen Gleichungen eine 
Pfaffsche ist, aber es laéBt sich nachweisen, daB, sobald die eine eine 
nicht integrable Pfaffsche Gleichung ist, die andere keine Pfaffsche Glei- 
chung sein kann. 

Um das zu zeigen, denken wir uns in dem Raume X, Y, Z eine 
Schar von oo* Flichen: 

a (x,y, X, Y,Z)=0 

gegeben und setzen voraus, daB vermége w = 0 keine Relation von der 
Form: 


To) o Ca 
a(X, ¥,Z) 59+ B(X, ¥, 2) 55+ 7(%, ¥, 2) 55-0 


besteht oder, was auf dasselbe hinauskommt, daB die co? Flichen keiner 
linearen partiellen Differentialgleichung: 


OZ IZ 
a (X, Y,Z) 5x + B(x, Y,Z)ay—7(X, Y,Z)=0 


geniigen, daB sie also nicht von co? Kurven erzeugt sind. Die co* Fliachen 
der Schar, die durch einen Punkt X, Y, Z gehen, bestimmen dann einen 
wirklichen Elementarkegel und die Fliichen erfiillen eine nicht lineare par- 
tielle Differentialgleichung: 
, 0Z OZ 
F(X, ¥, 2, 53 gy) = 9: 

Diese Gleichung hat somit nicht bloB oo* charakteristische Streifen, son- 
dern auch co* charakteristische Kurven, die durch die beiden Gleichungen: 


a(x,y, X, Y,Z)=0, a, + pa,=0 


bestimmt sind und die Integralkurven einer nicht linearen Mongeschen 
Gleichung: 


f (X, ¥Y, Z, dw: dy:dz) =0 
sind. Mit andern Worten: 
Liegt eine Gleichung: 


a(x, y, X, Y,Z)=0 
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vor, vermége deren keine Relation von der Form: 
«(X, Y,Z)o,+ B(X, ¥,Z)o,+7(X, ¥,Z)o,=0 

besteht, so ergibt die Elimination von 2, y, p aus den beiden Gleichungen: 

o(«,y, X, Y,Z)=0, @, + pa, = @(x, ¥, DP, X, Y,Z)=0 
und den durch Differentiation hervorgehenden Gleichungen: 

a,dX+a,dY¥+oa,dZ=0, adX+oa0,d¥Y+0,dZ=0 
stets eine nicht lineare Mongesche Gleichung: 

f (X, ¥, Z, dX, dY,dZ) =0. 
Dieses analytische Resultat léBt sich nun aber anders geometrisch 


deuten: 
Stellt die Gleichung: 
a (x,y, a,b,c) =0 
in der Ebene co® verschiedene Kurven dar, das heiBt, gibt es keine drei 
Funktionen @, 8, y von a,b,c allein derart, dab vermége @ = 0 die 
Relation: 
a (a,b, c)o, + B(a, b,c), + (a,b, c)a,=9 
besteht, so findet die Bedingung fiir die Beriihrung zwischen zwei un- 
endlich benachbarten Kurven der Schar o =0 ihren analytischen Aus- 
druck durch Elimination von 2, y, p zwischen den vier Gleichungen: 


a(x,y,a,b,c)=0, o,+ pa, = @(x,y,p, a,b,c) =0 
o,da+adb+a,de=0, a,da+a,db+a,de=0 
und diese Elimination fiihrt auf eine einzige und zwar auf eine nicht 
lineare Mongesche Gleichung: 
f (a, b,c, da: db: dc) =0. 
Beachtet man nun, daB die Pfaffsche Gleichung: dy — pdx = 0 als 
Normalform fiir jede nicht integrable Pfaffsche Gleichung: 
p(x, y,2)dx + 4(x,y, 2)dy+ v(x, y,2)dz=0 
aufgefaBt werden kann und daB mithin jede Schar von co® Integralkurven 
einer solchen nicht integrablen Pfaffschen Gleichung auf die Normalform: 
a (x,y, a,b,c) =9, a, + po, = 0 
gebracht werden kann, so erhalt man unmittelbar den 
Satz 30. Liegt in den Veréinderlichen x, y, 2 eine nicht integrable 
Pfaffsche Gleichung: 
9 (2, y,2)dx + x(a, y,2)dy + ¥(@,y, 2) de—0 
vor und wird eine beliebige Schar von oo® Integralkurven dieser Gleichung 
durch die beiden Gleichungen: 
Q, (vy, 2, X, ¥,Z)=0, (x,y, 2, X, Y,Z)=0 
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mit den drei wesentlichen Paraimetern X, Y, Z dargestellt, so findet die Be- 

dingung des Schneidens zweier unendlich benachbarter Kurven X, Y, Z und 

X+dX, Y+dY, Z+ dZ ihren Ausdruck in einer Mongeschen Gleichung: 
f (X, ¥, Z, dX:dY:dZ)=0, 

die nicht linear ist. 

Wird daher unter den Voraussetzungen dieses Satzes zwischen den 
beiden Raumen x, y, 2 und X, Y, Z eine Beriihrungstransformation durch 
die beiden Gleichungen: 2, = 0, 2, = 0 bestimmt, so besteht der Kurven- 
komplex im Raume X, Y, Z aus den oo*® Charakteristiken der nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung: 

F(X, ¥, 2, 53) $y) ~ 9; 
die zu der Mongeschen Gleichung f = 0 gehért. 

In diesem Falle sind fortwaihrend die Linienelemente der Mongeschen 
Gleichung f = 0 innerhalb eines passend gewihlten Bereiches ein-eindeutig 
auf die Linienelemente der Pfaffschen Gleichung: » dz + ydy + wdz=0 
bezogen. Da aber die Pfaffsche Gleichung nur oo* Flichenelemente ent- 
halt, die Mongesche Gleichung dagegen deren oo‘, so ist die Beziehung 
zwischen den oo‘ Fliichenelementen der Mongeschen Gleichung und den 
co® Flichenelementen der Pfaffschen Gleichung ein-unendlichdeutig. Die 
Integralflachen der partiellen Differentialgleichung / = 0 gehen bei der 
Beriihrungstransformation iiber in Flachenelementstreifen der Pfaffschen 
Gleichung. 

Sind daher zwei Gleichungen: 

Qi (X,Y, 2, MyM, 4%) = 9, QW(ax,y, 2, 1, %,,%) = 0 
so beschaffen, daB die zugehérigen Mongeschen Gleichungen beide linear, 
also beide Pfaffsche Gleichungen sind, so sind diese Pfaffschen Gleichungen 
beide integrabel.*) Dann tritt in jedem der beiden Riume ein Biischel 
von co! Fliachen auf: 
u(x, Y; 2) =a, Wy (x, Yi» %1) maa 
und die beiden Pfaffschen Gleichungen haben die Form: 


> 


ou a ’ 


Ou u ou Ou, Au, 
ja t% + 5y Wy + 5, U2 = 9, 5a, M+ Zy Sh + 5 dz,= 0. 


02, 
Es ist ferner méglich das Gleichungensystem: Q;=0, Q,=0 auf die 
Form: 

A (x,y, 2) — B(a,,%,%) = 9, W(2,y, 2, %,%,%) =0 
za bringen. Die Flachen der beiden Biischel sind innerhalb gewisser Be- 


*) In dieser Fassung habe ich den Satz ohne Beweis in den Math. Ann. bd. 5, 
S. 163 mitgeteilt. 


















Drei Kapitel zur Geometrie der Beriihrungstransformationen. Kap.III,§6. 311 


reiche ein-eindeutig aufeinander bezogen. Jede Fliche des einen Biischels 
enthilt oo* Linienelemente, die innerhalb gewisser Bereiche ein-eindeutig 
auf die oo* Linienelemente der zugeordneten Fliiche des zweiten Biischels 
abgebildet werden, und zwar wird die Beziehung zwischen den Linien- 
elementen dieser beiden zweidimensionalen Gebiete durch eine Bertihrungs- 
transformation des Raumes von zwei Dimensionen vermittelt. 

Als Beispiel mégen die beiden Gleichungen: 


&— 2-2, WY 
dienen, die zu der Beriihrungstransformation: 
%=P, "TY, {~mse—-sp, A=—2%, |AamyY 
fiihren. Die beiden Pfaffschen Gleichungen sind hier: dy = 0 und dy, = 0 
und die Beriihrungstransformation bestimmt auf jeder Ebene y = const- 
eine gewohnliche Dualitit. 

Hiermit ist iibrigens ein Schritt getan zur Bestimmung der ein-ein- 
deutigen algebraischen Beriihrungstransformationen des Raumes. 

Soll eine solche Beriihrungstransformation durch zwei algebraische 
Gleichungen: 

2 (©, Y, 2, 2, %> 4) =0, Qs (x, Y, 2, N15 4) =0 
bestimmt sein, so muf jede Fliche jedes der beiden Riume einfach von 
Integralkurven der betreffenden Mongeschen Gleichung iiberdeckt sein, 
daher miissen beide Mongesche Gleichungen Pfaffsche und deshalb beide 
integrabel sein. Demnach kann man eine der beiden Gleichungen: 2, = 0, 
Q, = 0 in der Form: 
p(x, Y, 2) — W(X, Hh, %) = 0 

annehmen. Da jede der oo! Flaichen: g =a unendlich viele algebraische 
Kurven enthilt, so muB sie wohl selbst algebraisch sein. Hiermit wird 
es wohl méglich sein, die Frage auf die entsprechende Frage in der Ebene 
zuriickzufiihren. — 

Ferner sei noch auf eine Tatsache hingewiesen, die sich aus den an- 
gestellten Betrachtungen ergibt: Ist eine nicht lineare Mongesche Gleichung 
vorgelegt, so bilden die co® charakteristischen Kurven der zugehérigen 
nicht linearen partiellen Differentialgleichung eine Kurvenschar, bei der 
die Bedingung fiir das Schneiden zweier unendlich benachbarter Kurven 
der Schar durch eine nicht integrable Pfaffsche Gleichung dargestellt 
wird. Die Gleichungen dieser Kurvenschar bestimmen daher eine Be- 
riihrungstransformation des Raumes und es wird zugleich zwischen den 
Integralkurven der Mongeschen und den Integralkurven der Pfaffschen 
Gleichung ein Entsprechen hergestellt, bei dem zwei einander beriihrenden 
Kurven der einen Art zwei einander beriihrende Kurven der andern Art 
entsprechen, wihrend die Beziehung des Schneidens nicht erhalten bleibt. 
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Dagegen kann zwischen den Integralkurven von zwei nicht integrablen 
Pfaffschen Gleichungen ein Entsprechen dieser Art nicht hergestellt werden, 
sondern jedes Entsprechen zwischen den Integralkurven zweier solcher 
Gleichungen, bei dem Beriihrung erhalten bleibt, wird notwendig durch 
eine Punkttransformation des Raumes vermittelt. 

Wir haben erkannt, daB bei einem Gleichungensysteme: 


QL, Y 2, %,%»%)= 9, We, y,2,%,%,%) =O 
drei Fille wirklich eintreten kénnen: Eystens: die zwei zugehérigen Monge- 
schen Gleichungen sind beide nicht linear, zweitens: die eine ist nicht 
linear, die andere eine nicht integrable Pfaffsche Gleichung, drittens: beide 
sind integrable Pfaffsche Gleichungen. 

Ks eriibrigt noch zu bemerken, daB mit diesen drei Fillen simtliche 
Méglichkeiten erschépft sind. Ist niimlich eine der beiden Mongeschen 
Gleichungen, etwa die in 2, y, 2, linear und integrabel — der Fall der 
Nichtintegrabilitat ist ja schon erledigt — und ist u(x, y, 2) = const. ihr 
Integral, so kann man eine der beiden Gleichungen: Q, = 0, Q, = 0 durch 


eine von der Form: u(x, y, 2) — v(a,, y,, 2,) = 0 ersetzen, und die zweite 
Mongesche Gleichung hat daher augenscheinlich die Form: 
ou 


ae - da, + 5° dy, + 52 dz, =0, 


ist also ebenfalls integrabel. Zu den drei angegebeneu Fallen kann dem- 
nach wirklich kein anderer hinzukommen. 


§ 7. 
Gibt es Oskulationstransformationen der Kurven einer Ebene? 


Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen fiihren leicht zur Be- 
antwortung einer Frage, die ich schon im Jahre 1874 aufgeworfen habe 
(Math. Ann. Bd. 8, 5. 223 Anm.). Meine damals ausgesprochene Ver- 
mutung, da{} diese Frage mit Nein zu beantworten sei, hat Backlund, 
der sich unabhiingig von mir die Frage vorgelegt hatte, bald darauf be- 
stiitigt (Math. Ann. Bd. 9). 

Es handelt sich um die Frage, ob es solche Transformationen der 
ebenen Kurven gibt, bei denen erst Beriihrung zweiter Ordnung eine in- 
variante Beziehung ist. Eine solche Oskulationstransformation miiBte die 
Form haben: 

a = X(z,y,y¥,y9") 
i = Y@,y,y,9") 
vw = P(a,y,¥,¥) 
n= 2@,49,9") 


(18) 
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und miiBte Kurven im allgemeinen in Kurven verwandeln, priiziser gesagt, 
sie miiBte das System der beiden Pfaffschen Gleichungen: 


dy—ydx=0, dy'—y"dx=0 
invariant lassen, so daB also vermége (18) Gleichungen von der Form: 
dy, — y, da, = a(dy — y'dx) + B(dy’ — y dz) 
dy,'— y," dx, = y(dy — y’dx) + d(dy’— y"dz) 
bestiinden, wo «, B, y, d Funktionen von 2, y, y’, y” sind. 

Deuten wir x, y,y und 2, y,,¥,' als Punktkoordinaten in zwei ver- 
schiedenen Riiumen, so erscheinen alle Kurven der x, y-Ebene im Raume 
z,y,y als Integralkurven der Pfaffschen Gleichung: dy — y’dz = 0 und die 
Kurven der 2,, y,-Ebene im Raume 2,, y,, y,’ als Integralkurven der Pfaff- 
schen Gleichung: dy, — y,/dz,= 0. Die Gleichungen (18) vermitteln daher 
ein Entsprechen zwischen den Integralkurven der beiden nicht integrablen 
Pfaffschen Gleichungen: dy — y’dxa =O und dy, — y,'da,=0 und zwar 
derart, da® solchen Integralkurven, die einander beriihren, wieder einander 
beriihrende Integralkurven entsprechen. Wiirde nun dieses Entsprechen 
nicht durch eine Punkttransformation zwischen den beiden Riumen 2, y, y’ 
und 2, 4,,¥, vermittelt, so miiBten jedesmal gewissen co® Integralkurven 
der einen Pfaffschen Gleichung die Punkte des andern Raumes entsprechen. 
Da aber unsere beiden Pfaffschen Gleichungen nicht integrabel sind, so 
ist das ausgeschlossen, die Gleichungen (18) definieren daher eine Punkt- 
transformation zwischen den beiden Riumen z,y,y' und 2, ¥,, 4, das 
heiBt X, Y, P sind von y” frei und wir haben in (18) eine gewoéhnliche 
Beriihrungstransformation der Ebene. 

Es gibt also keine Oskulationstransformation der ebenen Kurven. 
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Fr. Scuur. 


Zur Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie. 
Von 


Friepricu Scour in Karlsruhe. 


Die Begriindung der Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie, die Herr 
Hilbert im 57. Bande dieser Annalen 8. 137ff. gegeben hat und zwar 
ohne Beniitzung des Raumes und eines Stetigkeitsaxioms, wird demjenigen 
Leser, welcher mit der projektiven Grundlegung der nichteuklidischen 
Geometrie weniger vertraut ist, etwas fremdartig erscheinen; nur der 
spitere Erfolg wird es ihm verstindlich machen, warum Herr Hilbert 
das Rechnen mit Enden gerade so und nicht anders definiert. Es mag 
daher nicht ohne Interesse sein, zu zeigen, wie die Hilbertsche Begriindung 
sich auch im engsten Anschlusse an die Begriindung der projektiven 
Geometrie durchfiihren lat, die man v. Staudt, Cayley und F. Klein 
verdankt. 

Hilbert ersetzt das euklidische Parallelenaxiom durch das folgende 
nichteuklidische: 

lst b eine beliebige Gerade und A ein nicht auf ihr gelegener Punkt, 
so gibt es stets durch A zwei Halbgerade a,, a,, die nicht ein und die- 
selbe Gerade ausmachen und die Gerade } nicht schneiden, wihrend jede 
in dem durch a,, a, gebildeten Winkelraum gelegene von A ausgehende 
Halbgerade die Gerade 6 schneidet.“ 

Nennt man dann a, resp. a, parallel zu den Halbgeraden b, resp. b,, 
in die irgend ein Punkt B die Gerade b teilt, so zwar, daB a, und J, 
sowohl als a, und b, je auf derselben Seite der Geraden AB liegen, so 
wird zunichst auf die bekannten Siitze iiber parallele Geraden der nicht- 
euklidischen Geometrie hingewiesen, und von allen Halbgeraden, die 
einander parallel sind, die Definition aufgestellt, daB sie dasselbe Ende 
bestimmen. Das nichteuklidische Parallelenaxiom sagt hiernach aus, dab 
jede Gerade zwei Enden besitzt, und daB jedes Ende mit einem eigent- 
lichen Punkte durch eine und nur eine Gerade verbunden werden kann. 
Nunmehr kommt alles darauf an, zu zeigen, daB auch irgend zwei Enden 
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eine eigentliche Gerade bestimmen. Der Beweis dieses Satzes kann nach 
Hilbert zuriickgefiihrt werden auf den anderen Satz: 

»Wenn irgend zwei Geraden a, b vorgelegt sind, die sich weder 
schneiden noch zueinander parallel sind, so gibt es stets eine Gerade, 
welche auf beiden zugleich senkrecht steht.“ 

Gerade in dem Beweise dieses Satzes ohne Beniitzung des Raumes 
oder eines Stetigkeitsaxioms liegt das wesentlich Neue in der Hilbert- 
schen Abhandlung. Ist aber mit seiner Hilfe die Existenz der Ver- 
bindungsgeraden irgend zweier Enden nachgewiesen, so befindet man sich 
wieder auf bekanntem und wohl vorbereitetem Boden. Man wird dann 
zuerst den Satz*) beweisen. 

Jedes Dreiend «By ist jedem andern Dreiend «' B’y' entweder kongruent 
oder symmetrisch. 

Zum Beweise dieses Satzes weisen wir zunachst darauf hin, daB zwei 
parallele Geraden Ao und Ba stets durch 
eine Spiegelung ineinander iibergefiihrt A 
werden kinnen. Da nimlich die Halbie- 
rungslinie des Winkels BAe (Fig. 1) 
die Ba trifft, so wird sie auch von der 
Halbierungslinie des Winkels ABe in 
einem Punkte C getroffen, der von AB 
ebenso weit absteht wie von Aa und 
Ba. Sind daher CP=CQ die Lote 
auf A« und Ba, so ist die Senkrechte 
von C auf PQ die gesuchte Achse der 
Spiegelung. 

Ist nunmehr a die Achse der 
Spiegelung, die Ba mit ya vertauscht, 
so geht bei ihr By in sich iiber, so daB 
a die Mitte A zwischen je zwei Punkten 
von By enthalten mu, die durch die 
Spiegelung vertauscht ewerden (Fig. 2). Ebenso werden die Achsen } 
resp. c der Spiegelungen, die «8 mit yf und «y mit By resp. vertauschen, 
die «y und «f resp. in je einem Punkte B und C resp. treffen, und es 
ist unmittelbar klar, daB durch die Spiegelungen an a,b,c resp. die 
Punkte der Paare B,C; C,A; A, B resp. vertauscht werden, wihrend 
A, B, C resp. fest bleiben. Die drei Achsen schneiden sich daher in dem 
Mittelpunkte M des gleichseitigen Dreiecks ABC und teilen den vollen 








Fig. 1. 





*) Vergl. hierzu Taurinus in Engel, Stickel, Die Theorie der Parallellinien. 
8. 278 und GauB’ Werke, Bd. VIII, 8. 221 und 226/7. 
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Winkel um WM in drei einander gleiche Teile. Hine solche Teilung kann 
aber vom Schenkel a aus nur auf eine Art geschehen. Denn wire auch 
XK (a, by) = << (by, Gy) = XK (, a) und etwa <x (a, bh) >< (a,b), so wire 
auch <C (a,¢)) >(a,¢), also << (Do, ¢)) < (b,c), folglich auch <c (a, by) < (a,b) 
gegen die Voraussetzung. 

Sind daher M’ a’ = a’, M’f’ = 0b’, M’y'=c' die entsprechenden Spiegel- 
achsen fiir irgend ein anderes Dreiend «’f’y’, und gehen a’, b’, c’ bei der 
Spiegelung, die M mit M’ vertauscht, in a,, b,, c, iiber, so miissen bei 
einer Spiegelung, die a, 
in a tiberfiihrt, 6, und ¢, 
entweder in b und ¢ oder 
in ¢ und BD resp. iiber- 
gehen, so da8 man in der 
Tat durch die Aufeinan- 
derfolge von héchstens 
drei Spiegelungen das 
Dreiend «’ By’ in das Drei- 
end «By verwandeln kann. 

Durch wieviel und 
was fiir Spiegelungen auch 
diese Uhberfiihrung des 
Dreiends «’f’y’ in das 
Dreiend «By auch ge- 
schehen mag, so muB doch 
jedem mit «’B’y’ verbundenen Punkte P’ stets ein und derselbe mit apy 
verbundene Punkt P entsprechen. Denn sonst wiire es méglich, durch eine 
Aufeinanderfolge von Spiegelungen zwar das Dreiend «fy, nicht aber 
zugleich jeden andern Punkt P in sich iiberzufiihren. Das ist aber aus- 
geschlossen, weil jedenfalls jeder Punkt einer der drei Seiten des Dreiends 
hierbei sich selbst entsprechen mu. Denn entspriiche einem Punkte Q 
von «8 der von ihm verschiedene Punkt Q,, so waren die Geraden Qy 
und Q,y parallel, obwohl << «Qy = << @Q,y ist.» Es miissen daher auch 
die Lote von irgend einem Punkte P auf die Seiten des Dreiends sich 
selbst entsprechen, also auch P selbst. 

Bei der Uberfiihrung von «’f’y’ in «By ist also auch jedem vierten 
Ende 06° eindeutig ein viertes Ende d zugewiesen. Nennen wir daher eine 
Reihe von Enden «fyd--- einer anderen Reihe von Enden «’f’y’d’--- 
projektiv oder: 


a 
7 








Fig. 2. 


apyd ee A a’ By’ of *y 
wenn die Enden der ersten Reihe durch eine Aufeinanderfolge von 
Spiegelungen in die entsprechenden Enden der zweiten Reihe iibergefiihrt 
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werden kénnen, so ist hiernach der Fundamentalsatz der Geometrie der 
Enden bewiesen. 

Eine Projektivitit zwischen zwei Reihen von Enden ist eindeutig be- 
stimmt, wenn drei Enden der einen Reihe drei Enden der anderen als 
entsprechend zugewiesen sind. 

Nunmehr kann das Rechnen mit Enden systematisch in bekannter 
Weise begriindet werden, z. B. so, wie ich es in meiner Abhandlung 
»Uber die Grundlagen der Geometrie“ (diese Annalen Bd. 55, p. 281 ff.) 
dargestellt habe, wobei man genau auf die von Hilbert angegebenen 
Regeln kommt. Nur ist zu bemerken, daB die Sitze iiber die von mir 
dort Prospektivitaten genannten Projektivititen auch leicht auf dem Gebilde 
der Enden selbst begriindet werden kénnen. 

Die einfachste Projektivitiét ist ja die Spiegelung selbst oder die In- 
volution, aus der die Beziehung (a@Byd) 7\ (Bady) folgt. Sie ist entweder 
die Spiegelung an einer Achse mit zwei sich selbst entsprechenden Ele- 
menten oder die Spiegelung an einem Zentrum ohne solche. Unter den 
Projektivititen, die aus zwei Spiegelungen entstehen, heben wir diejenigen 
hervor, fiir welche die spiegelnden Achsen ein Ende w gemein haben; 
wir wollen sie Schiebungen in Beziehung auf das Ende » nennen. Bei 
einer solchen Schiebung kann nur das Element sich selbst entsprechen. 
Denn wire ein zweites sich selbst entsprechendes Ende und ,’ sein 
Bild in der ersten Spiegelung, so miiBte umgekehrt das Bild von 7 in 
der zweiten Spiegelung sein, diese beiden Spiegelungen wiiren also, da sie 
auch @ fest lassen sollen, identisch, die Schiebung daher die Identitit. 
Die Schiebungen sind also Prospektivitiiten (cfr. a. a. O. p. 282), und es ist 
auch umgekehrt leicht zu sehen, daB jede Projektivitit mit nur einem 
sich selbst entsprechenden Elemente @ eine Schiebung ist. Ist nimlich 
eine solche Projektivitiit durch Zuordnung der Enden ma,e, zu den Enden 
@c,e, bestimmt, so entsteht sie durch Aufeinanderfolge der Spiegelungen, 
deren erste «, fest liBt und a mit a vertauscht und deren zweite a, 
mit «, sowie @ mit ’ vertauscht, wenn ’ das Bild von @ in der ersten 
Spiegelung ist. Da aber bei der Aufeinanderfolge dieser beiden Spiegelungen 
auch @’ fest bleiben wiirde, so mu8 w’ mit m zusammenfallen, und unsere 
Projektivitét mit dem einzigen sich selbst entsprechenden Elemente ist in 
der Tat eine Schiebung. Zugleich sieht man, daB a, das Spiegelbild von a, 
fiir die Achse wa, ist, daB also eine Schiebung in bezug auf das Ende @ 
bestimmt ist, falls einem Punkte «, der entsprechende a, zugeordnet ist. 
Daraus folgt, daB man die Schiebung auf mannigfaltige Art aus zwei 
Spiegelungen an Achsen durch @ zusammensetzen kann, und zwar so, daB 
die erste Achse eine beliebige Gerade durch o ist. Denn ist hierbei £, 
das Bild von a, so gibt es ja stets eine Spiegelung, die 6,@ mit a, ver- 
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tauscht. Ist daher 8, das Bild von a, in der ersten Spiegelung, so geht 
B, durch die Schiebung in fA, tiber, und wir erhalten den Satz: Ver- 
wandelt eine Schiebung die Enden wa,f, in wa,f6,, so gehen durch eine 
Spiegelung wa,8, in of,c, tiber. Endlich ergibt sich der Satz, daB die 
Aufeinanderfolge zweier Schiebungen in Beziehung auf das Ende @ eine 
ebensolche ist, aus der Bemerkung, daB man die beiden Schiebungen durch 
die Aufeinanderfolge von vier Spiegelungen ersetzen kann, von denen die 
zweite mit der dritten identisch ist. 

Aus diesen Siitzen kann genau wie a. a. O. das Rechnen mit Enden 
entwickelt werden, und man sieht leicht, wie hieraus die Hilbertschen 
Definitionen folgen. Fiir die Addition ist das ja evident. Was die Mul- 
tiplikation betrifft, so ist der von mir nach v. Staudt gegebenen Definition 
zufolge das Ende y gleich dem Produkte der Enden @ und f, wenn 
(00018) XK (coOay), d. h. wenn durch die Aufeinanderfolge von Spie- 
gelungen, bei denen die Gerade oo( in sich iibergeht, die Enden 1, #8 in 
«, 7, folglich auch die Strecke zwischen den FuSpunkten der Lote von 
1 und 6 auf die Gerade o00 in die entsprechende Strecke fiir die Lote 
von « und y tibergehen. Das ist aber genau die Hilbertsche Definition 
der Multiplikation. 

Will man von der projektiven Geometrie der Enden zur projektiven 
Geometrie der ganzen Ebene iibergehen, so kann man entweder mit Hilbert 
direkt durch die Enden Koordinaten einfiihren, in denen jede Gerade durch 
eine lineare Gleichung dargestellt ist, oder man kann zuerst die Projek- 
tivitéten zwischen einer Geraden und einem Strahlenbiischel durch die- 
jenigen auf dem Gebilde der Enden definieren und dann beweisen, dab 
jede Perspektivitiit eine Projektivitit ist. So kann man z.B. jedem Punkte P 
einer Geraden co() das Ende x zuordnen, das das Spiegelbild des Endes 1 
fiir die Senkrechte in P auf oo( ist, so daB, falls § und —& die Enden 
dieser Senkrechten sind, « = &* ist. Ebenso kann man jedem Strahle durch 
einen Punkt C das Spiegelbild y des Endes 0 in Beziehung auf den Strahl 
zuordnen, so daB, wenn » und 7 dessen Enden sind, 

2 nn 
I ata 
ist. Nunmehr definieren wir eine Projektivitit als zwischen der Punkt- 
reihe auf ooQ und dem Strahlenbiischel durch C bestehend, wenn eine 
solehe zwischen den Enden x und y besteht, oder wenn x und y einer 
bilinearen Gleichung geniigen. Dann ist leicht zu zeigen, dab die Per- 
spektivitat zwischen der Punktreihe und dem Strahlenbiischel auch eine Pro- 
jektivitat ist. Denn die Bedingungen, daB der Strahl 47 durch P resp. C 
geht, sprechen sich in den Gleichungen aus: 


=r und yy’ +a(y+7'/)+b=0, 
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weil jede Spiegelung an einem Punkte sich durch eine symmetrische 

bilineare Gleichung zwischen jedem Ende und seinem Spiegelbilde aus- 

driickt. Es besteht daher in der Tat zwischen x und y die Gleichung: 
sy + 2ax+ by=0. 

Hiermit ist die Grundlage fiir die projektive Geométrie der Ebene 
gegeben, wenn man zuvor noch die sogenannten idealen Punkte und Ge- 
raden eingefiihrt hat. Diese werden hier am einfachsten dadurch definiert, 
daB man sagt: Alle zu einer Geraden senkrechten Geraden treffen sich 
in einem idealen Punkte, und alle idealen Punkte, die so zu den Geraden 
durch einen eigentlichen Punkt gehéren, liegen auf einer idealen Geraden. 
Dann bestimmen zwei Punkte eine Gerade und zwei Geraden einen Punkt. 

Wie und inwieweit hieraus die Formeln der Metrik ohne ein Stetig- 
keitsaxiom abgeleitet werden kénnen, habe ich a. a. O. gezeigt. Es scheint 
mir daher nicht ganz verstiindlich, welche Ableitung Herr Hilbert im Auge 
hat, wenn er am Schlusse seiner Abhandlung sagt: ,Auch sind dann die 
bekannten Formeln der Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie ohne Schwie- 
rigkeit ableitbar.“ Denn alle mir sonst bekannten Formeln der nicht- 
euklidischen Trigonometrie — und nur diese kénnen doch gemeint sein — 
und auch ihre Ableitungen enthalten die Exponentialfunktion, kénnen also 
bei Vermeidung eines Stetigkeitsaxioms nicht in Betracht kommen. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB es nicht ganz zutrifit, 
wenn Herr Hilbert in der Einleitung zu seiner Abhandlung sagt, dab die 
friiheren Begriindungen der Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie wesentlich 
den Raum sowohl wie die Stetigkeit beniitzen. Die von mir in Bd. 51, 
5. 401 ff und ebenso die spiiter von Dehn in Bd. 53, S. 404 ff. dieser An- 
nalen gegebene Begriindung beniitzt zwar den Raum aber kein Stetigheits- 
axiom, dafiir aber auch nicht das von Hilbert vorausgesetzte nichteukli- 
dische Parallelenaxiom. Meine Begriindung fiihrte eben das von F. Klein 
aufgestellte Progamm, alle Sédtze abzuleiten, die von jeder Annahme iiber 
das Schneiden und Nicht-Schneiden der Geraden einer Ebene frei sind, 
zum ersten Male ohne ein Stetigkeitsaxiom durch; und daB hierbei der 
Raum entbehrlich sei, ist durch die Hilbertsche Abhandlung nicht dar- 
getan. In der Tat triigt das nichteuklidische Parallelenaxiom viel weiter 
sogar als das euklidische. Denn wiihrend weder bei meinen Voraus- 
setzungen noch bei Annahme des euklidischen Parallelenaxioms etwas 
iiber das Schneiden der Geraden mit Kreisen ausgesagt werden kann*), 
folgt aus dem nichteuklidischen Parallelenaxiome unmittelbar der Satz: 
Der Kreis schneidet jede Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkte kleiner 
ist als der Radius. Man braucht, um dies einzusehen, nur den Kreis 


*) Vergl. z. B. Veronese, Elementi di geometria p. 85. 
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durch eine zentrale Kollineation mit dem Mittelpunkte M des Kreises als 
Zentrum in das Gebilde der Enden zu verwandeln. Liegt dann der Fub- 
punkt F' des Lotes von M auf eine Gerade g auf dem Radius durch MF, 
so ist das Bild von F ein eigentlicher Punkt, also auch das Bild von g 
eine eigentliche Gerade. Folglich enthilt dies Bild von g zwei Enden, 
also auch g zwei Punkte des Kreises. Man sieht also, daB durch die 
Benutzung des Raumes keineswegs grifere Voraussetzungen gemacht 
werden als durch die Postulierung von je zwei Parallelen durch einen 
Punkt zu einer Geraden. 


Karlsruhe, im Marz 1904. 
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Zur Theorie der Maxima und Minima einfacher Integrale mit 
bestimmten Integrationsgrenzen. 


Von 


J. W. Linpeserc in Helsingfors. 


1. Es sei 0 ein Punkt auf einer Lagrange’schen Kurve C, die dem 
Problem das Integral 


(1) J F(a, y, y’) dx (y -9) 


zu einem Extremum zu machen, entspricht. Ferner sei 1 der zu 0 kon- 
jugierte Punkt auf C, 2 ein dritter Punkt dieser Kurve und C,, das zwischen 
den Punkten O und 2 fallende Stiick derselben. SchlieBlich werde an- 
genommen die Funktion F',,, = as (x, y, y’) habe auf C,,, inklusive die 
Grenzen, ein festes Vorzeichen ohne zu verschwinden. Wenn der Punkt 2 
zwischen 0 und 1 fillt, gibt dann bekanntlich der Bogen C,,, im Ver- 
gleich mit allen Kurven deren Endpunkte 0 und 2 sind, und die einer 
gewissen engeren Nachbarschaft desselben angehéren, ein Extremum des 
Integrals (1). Wenn der Punkt 2 mit 1 zusammenfillt, gibt derselbe im 
allgemeinen nicht mehr ein Extremum und wenn der Bogen Cy, tiber 1 
hinausreicht, so findet das Extremum niemals statt. Das Aufhéren des 
Extremums in diesem letzten Falle wurde zuerst von WeierstraB mit Hilfe 
der Theorie der zweiten Variation streng nachgewiesen, und ganz neulich 
hat Kneser*) einen neuen Beweis dafiir gegeben, der auch den Fall, wo 
der Punkt 2 mit 1 zusammenfiillt, erledigt. Der Beweis von Kneser ist 
sehr einfach, erfordert aber daB von dem Punkte 1 ein Zweig der En- 
veloppe der durch den Punkt 0 gehenden Schar von Lagrange’schen 
Kurven in der Richtung von 1 nach 0 ausgeht, und schlieBt somit den 
Fall aus, wo die Enveloppe in 1 einen Riickkehrpunkt hat und die beiden 
Zweige derselben die zu der Richtung von 1 nach O entgegengesetzte 


Richtung haben. 


*) Kneser, Zur Variationsrechnung. Mathematische Annalen Bd. 50. 


Mathematische Annalen. LIX. 21 
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Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist zu zeigen wie man durch 
Verfolgung des von Kneser eingeschlagenen Weges die Frage ob und 
wann das Extremum aufhért ohne die zweite Variation in Betracht zu 
nehmen vollstiindig lésen kann. Aus dieser Untersuchung wird auch her- 
vorgehen daB, obgleich ein Bogen von C der in 0 anfiingt und iiber 1 hin- 
ausreicht niemals ein Extremum ergibt, doch verschiedene lille vorkommen 
kénnen, wenn man auf die Méglichkeit Riicksicht nimmt, Punkte von C 
auBerhalb C,, mit 0 vermittels Kurven zu verbinden, die wirklich ein Ex- 
tremum ergeben. 

Die Voraussetzungen, die der Untersuchung zu Grunde liegen, sind 
folgende: 

1) Die Funktion F(z, y, y’) ist in der Umgebung jedes in Betracht 
kommenden Wertsystems von x, y und y’ eine eindeutige reguliire ana- 
lytische Funktion. 

2) Die Ableitung F’,,,(z, y, y’) hat auf jedem in Frage kommenden 
Bogen von C ein konstantes Vorzeichen ohne zu verschwinden. 

3) Jedes Stiick von C, das in Betracht genommen wird, definiert y 
als eine eindeutige Funktion von 2, deren Ableitung niemals unendlich wird. 

Da es sich hauptsiichlich um einen Beweis fiir das Aufhéren des 
Extremums handeln wird, und das starke Extremum niemals eintreten 
kann ohne daf das schwache vorliegt, so werden wir nur diese letzte Art 
von Extremum beriicksichtigen. SchlieBlich wollen wir, um die Rede- 
weise abzukiirzen, nur das Minimum in Betracht nehmen, und setzen also 
voraus, die Funktion F’,,,(x, y, y’) sei immer positiv. 

2. Es seien 2%, yy) und 2,, y, die Koordinaten der Punkte 0 und 1 
(% <2,), und y=y(a,4) die Gleichung der durch den Punkt 0 gehen- 
den Schar von Lagrange’schen Kurven. Hierbei nehmen wir an 4 sei so 
oy 


gewahlt, daB 4 =| 


Ae Mor A), und mit a, bézeichnen wir den Wert von 4 

der der Kurve C entspricht. Die Funktion y(«, 4) ist dann, auf Grund 

der iiber die Funktion F'(a, y, y’) und ihre zweite Ableitung nach y’ ge- 

machten Voraussetzungen, in der Umgebung jedes Wertsystems 2,<2<2,, 

A= A, eine regulire analytische Funktion ihrer Argumente und man hat 
Oy, oy, , 

O41 (oy 49) = 95 91 (%,, 49) = 0. 


° ‘ oy a ° 
Die Ableitung = (x, A,) behiilt ferner im Intervalle 7,<x#<2, dasselbe 
31 \*> 40 0 1 
Vorzeichen ohne zu verschwinden, und zwar wird sie, zufolge der iiber A 
? ? 5 


ai ‘ ‘ ' ‘i O74 , 

gemachten Voraussetzung, positiv. Hieraus folgt, daB die Gréfe © ” (a, Ag), 

a ; : a Choe 
die nicht Null sein kann*), negativ ist. 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung 24. 
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Es sei noch oa (x, 4) die erste Ableitung von y(a, 4) nach 4, die fiir 


x= x,, 4 =A, nicht verschwindet, und es werde gesetzt 


y (,, 49) = — L*. 


ae 1 ay i. 
p (2,, 49) = M; a (a, 49) = N; 2 ae 


x > (n—1)! Oa" 
Man hat dann 
y (a, 4) — y(2,, a9) = M(w — 2,) — L?(« — a) (A — Ay) 
a = (a —4)"+ Rie —a,,4—’), 


wo R,(a—a#,, 4—Aa,) eine nach Potenzen von «— 2, und 4 — A, fort- 
schreitende Reihe bedeutet, wo die Glieder, die nur # — a, oder nur 4 — A, 
enthalten, von héherem Grade als resp. der ersten und der n‘*" und die 
iibrigen Glieder von héherem Grade als der zweiten sind. Die Reihen- 


entwicklung von “y (x, 4) in der Umgebung von «=2,, 4=A, fiingt also 
mit den Gliedern — L?(a — a,) + N(A—4d,)"-' an, und die Gleichung 
oy (a, 4) = 0 gibt daher, nach # — 2, aufgeldst, das Resultat 


(3) 1 — a = pe (A— Ay)“ + By (A — dy), 


wo R,(4—A,) eine nach Potenzen von 4— A, fortschreitende Reihe be- 
deutet, die nur Glieder von héherer Ordnung als der » — 1” enthiilt. 
Diese Gleichung stellt, zusammen mit (2), die Enveloppe der Kurvenschar 
y= y(a, a) dar. Wenn wir fiir «— a, den Ausdruck (3) substituieren, 
nimmt (2) die einfachere Form 

7 ( 


(4) Y— 9, = zs (A — Ag)" + BA — A), 


wo R,(A — d,) dieselbe Bedeutung hat wie R,(4 — A,), und die Enveloppe 
wird somit auch durch die zwei Gleichungen (3) und (4) repriisentiert. 

Wir wenden uns zuniichst zu einer Untersuchung der Gestalt der 
Enveloppe und des Verlaufes der Kurven y = y(a,4) in der Umgebung 
des Punktes 1. Hierbei unterscheiden wir die folgenden vier Fiille: 


(a) n ist gerade, 
(b)  m ist ungerade und N positiv, 
(ec) n ist ungerade und N negativ, 


(d) m ist unendlich. 

Im Falle (a) kann man, da die GréBe N nach ihrer Definition von 
Null verschieden ist, aus den Gleichungen (3) und (4) unmittelbar schlieBen, 
daB die Enveloppe in 1 einen gewoéhnlichen Punkt hat. Um zu unter- 
suchen wie die Kurven der Schar y = y(a#,4) im Verhiiltnis zu der En- 
veloppe verlaufen, verfahren wir wie folgt. 


21" 
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Es sei 4’ ein Wert von 4 aus der Umgebung von 4, und mit 2’ 
werde die Abszisse des Punktes bezeichnet, wo die Kurve y = y(a, 4’) die 
Enveloppe beriihrt. Beachten wir, daB nach (3) 


, N , , 
- a L? (A ai Ay)"~* + Ry(a ai dy) 
und bilden wir mit Hilfe der Gleichung (2) die Differenz y(w’, 4’) — y(a’, Ay), 
so kommt 


(5) u(x’, 2’) — y (a, dp) = (2 —N) (@’ — a)" + BA’ — a), 


wo R,(4’ — 4.) eine nach Potenzen von 4’ — 4, fortschreitende Reihe be- 
deutet, die nur Glieder von hdherem Grade als der »*" enthilt. Die 
rechte Seite dieser Gleichung behilt nun fiir jedes 2’ aus der Umgebung 
von 4, ein konstantes Vorzeichen, das nur von dem Zeichen von N ab- 
hiingt. Wenn beobachtet wird, daB y(z’,4’) die Ordinate des Punktes der 
Enveloppe ist, deren Abszisse x’ ist, so folgt hieraus, daB die Kurve C 
in der Umgebung ihres Beriihrungspunktes mit der Enveloppe vollstindig 
entweder oberhalb oder unterhalb derselben fillt. Jedenfalls schneidet 
also die Kurve C die Enveloppe im Punkte 1 nicht. Was die zu C be- 
nachbarten Kurven der Schar y = y(a, A) betrifft, so verlaufen sie offenbar 
in der Umgebung ihrer Beriihrungspunkte mit der Enveloppe iihnlich wie 
die Kurve C. 

Es sei jetzt, immer unter der Voraussetzung (a), ¢ eine positive Kon- 
stante und 7’, die Gesamtheit der Bogen, die zu den Kurven der Schar 
y = y(a,4) gehoren, fiir welche | 4 — A,| < ¢, und die zwischen dem Punkte 
0 und den Beriihrungspunkten dieser Kurven mit der Enveloppe fallen. 
Wir wollen zeigen, daS diese Gesamtheit, wenn ¢ hinreichend klein ist, 
ein gewisses Gebiet der Ebene vollstiindig aber einfach bedeckt. 

Zuniichst kénnen wir offenbar zwei positive GréBen «¢ und ¢, so fest- 


stellen, daB die Ableitung 7 (z,4) im Gebiete |a4—a,i <&, |A—dy <& 
nur fiir «=a, 4 =a, und im Gebiete |w— #,'<¢,, |A—A,! <4 nur 
fiir Wertsysteme von « und 4, die der Gleichung (3) geniigen, Null wird. 
Da diese Ableitung eine in der Umgebung der Wertsysteme x <2 <4, 


4 =A, stetige Funktion ihrer Argumente ist und cy (2, 4g) im Intervalle 


Ly + & <“2£< a, — &, nicht Null wird, so ist es ferner méglich eine po- 
sitive GréBe «, so klein zu wihlen, da& die genannte Ableitung im Ge- 
biete a + & <a# <a, — 6, |4—dA,| << & nicht verschwindet. SchlieBlich 
ist, da die Voraussetzung (a) unserer Betrachtung zu Grunde liegt, die 


Existenz einer solchen positiven GréBe «, gesichert, daB die durch die 
Gleichung (3) definierte Funktion x von 4 im Intervalle |4—4,| <8, 
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entweder bestiindig zunehmend oder bestiindig abnehmend ist. Wenn nun 
é kleiner ist als die kleinste der GréBen «&, ¢,, & wnd ¢,, so geht in 
folgender Weise hervor, daB die Gesamtheit 7, ein gewisses Gebiet der 
Ebene genau einfach bedeckt. 

Es seien 2’ und 4” (4’< 4”) zwei Werte von 4 aus dem Intervalle 
\A—A,\<é und mit 2 und 2” mégen die Abszissen der Punkte be- 
zeichnet werden, wo die entsprechenden Kurven der Schar y = y(a,A) die 
Enveloppe beriihren. Aus den Feststellungen iiber ¢ folgt, daB die Kurven, 
fiir welche 1’ <1< 4", die Enveloppe in Punkten beriihren, deren Abszissen 
zwischen 2 und «” fallen, und weiter, daB, wenn & gréfer als x aber 


kleiner als x und 2” ist, die Ableitung s (&, 4) im Intervalle 1’<A< 2” 


wesentlich positiv ist. Die Werte der GréBen y(&, 4’) und y(&, 4”) kénnen 
daher nicht gleich sein, und also kénnen die Bogen der Schar 7, die zu 
den Werten 2’ und 4” von 4 gehéren, einander nicht schneiden. Da 2’ 
und 4” beliebige Werte von 4 aus dem Intervalle |4— A, <« sind, so 
folgt hieraus, daB keine zwei Bogen der Gesamtheit 7’, einander schneiden 
konnen. 

Insbesondere schneiden die Teile der Kurven y = y(a, 4+ ¢) und 
y = y(a, 4, — €), die zwischen dem Punkte 0 und den Beriihrungspunkten 
derselben mit der Enveloppe fallen, weder einander noch den Bogen C,,. 
Wir bezeichnen das Gebiet der Ebene, das von diesen Kurvenstiicken und 
der Enveloppe begrenzt wird, mit S,, und behaupten, da® durch jeden 
Punkt dieses Gebietes cin Bogen der Gesamtheit 7, geht. 

Wenn &, » ein Punkt dieses Gebietes ist, so schneidet die Gerade 
x=& die Begrenzung desselben in zwei Punkten, von denen der eine 
immer auf eine der begrenzenden Lagrange’schen Kurven fallt, der zweite 
entweder auf die andere Lagrange’sche Kurve oder auf die Enveloppe. 
Im ersten Falle sind die Ordinaten der Schnittpunkte y(&, 4, + ¢) und 
y(& 44 — €), und da » zwischen diesen beiden Werten liegt, so muB es, 
da die Funktion y(&, 2) im Intervalle | 4 — A,! << stetig ist, einen Wert 
von 4 in diesem Intervalle geben, fiir welchen y(&,2) =. Da die ent- 
sprechende Kurve y= y(2, 4) die Enveloppe in einem Punkte beriihrt, 
deren Abszisse gréBer als & ist, so liegt also der Punkt &, y auf der 
Strecke dieser Kurve, die zu der Gesamtheit 7, gehért. Im zweiten Falle 
sei 4’ der Wert von 4 der zu der Kurve der Schar y = y(a, 4) gehort, 
die die Enveloppe in ihrem Schnittpunkte mit der Geraden x = & beriihrt. 
Die GréBe 4’ liegt zwischen A, + ¢ und 2) —«¢ und es gibt, je nachdem 
der zweite Schnittpunkt zu der Kurve y=y(a,4,+¢) oder y=y(a,A,—é) 
gehért, entweder zwischen 2’ und 2) + ¢ oder zwischen 4’ und A, — é einen 
Wert von 4, fiir welchen y(&, 2) = y. Hieraus folgt, gleich wie oben, daB 
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auch in diesem Falle der betrachtete Punkt auf einem Bogen der Gesamt- 
heit 7, liegt, und unsere Behauptung ist hiermit bewiesen. 


Da nun keine zwei Bogen der Schar 7’, einander schneiden kénnen 
und durch jeden Punkt des Gebietes S, ein solcher Bogen geht, bedeckt 
diese Schar also vollstiindig aber einfach das genannte Gebiet. 

Nach dem vorigen wissen wir, daB die Kurve C die Enveloppe im 
Punkte 1 nicht schneidet. Sie tritt also nach der Beriihrung mit der- 


_—— selben wieder in das Gebiet S, ein 
a“ ye ‘ . oo . 
I appa | (Fig. 1), und wir kénnen somit be- 
; SS. haupten, daB jeder Punkt 2 von C, der 
ae Nf Pa ie ) . 
Py yo in der Nahe von 1 auBerhalb C,, liegt, 
Se nae y . . . 
Fig. 1 . mit 0 vermittels eines Bogens der Ge- 


samtheit 7’, verbunden werden kann. 
Man kann auch bemerken, da’ dieser Bogen sich unendlich nahe an C 
schlieBt, wenn der Punkt 2 gegen 1 riickt. 
Im Falle (b) folgt aus den Gleichungen (3) und (4), daB die Enve- 
loppe in 1 einen Riickkehrpunkt hat, wovon die beiden Zweige nach rechts 
ausgehen. Die Gleichung 


y(a, 2) —y (a, Ay) 
(6) 7 i Nv, n-1 vie pe lee 
~(A—Ag) | — L? (w@— a4) +5, (4— Ag)" + BR (Ay, 0 —2,)}, 


die unmittelbar aus (2) folgt und wo R,(a—a,, A— Ay) eine nach Potenzen 
von «— a, und 4 — 4, fortschreitende Reihe bedeutet, in welcher die von 
x — x, freien Glieder von héherem Grade als x und die iibrigen Glieder 
von héherem Grade als 1 sind, zeigt uns in diesem Falle zuniichst, dab 
die Schnittpunkte der Geraden « = 2, mit den Kurven y = y(a, 4), 4> A, 
oberhalb C liegen, wihrend die Schnittpunkte dieser Geraden mit der andern 
ee / me der Kurven y = y (x, A) sich unter- 
Pe a: A halb C befinden. Ferner folgt aus 6) daB 
i al aoe =<— eine Kurve der Schar y = y(a, 4), die einem 
SN Werte 4’ von A entspricht, der gréBer als 
=: \ Ay ist, die Enveloppe unterhalb C beriihrt. 
Sie schneidet also erst die Kurve C auBer- 
halb C,, und beriihrt nachher die Enveloppe (Fig. 2). Ebenso sieht man, 
daB, wenn 4’ <4), die entsprechende Kurve der Schar y = y(x, A) erst 
die Kurve C auBerhalb C,, schneidet und nachher die Enveloppe ober- 
halb C beriihrt. 
Bezeichnen wir jetzt mit 7, die Gesamtheit der Bogen, die zu den 
Kurven der Schar y = y(x, 4) fiir welche 4,<.1<4,+ 8 gehéren und 
vom Punkte 0 bis zu den Beriihrungspunkten dieser Kurven mit der Enve- 
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oe 


loppe gerechnet sind, so gelten offenbar fiir diese Gesamtheit, wenn « 
hinreichend klein ‘ist, alle im Falle (a) hinsichtlich der Gesamtheit 7, 
gemachten Schliisse. Ebenso gelten diese Schliisse fiir die Gesamtheit 
T_, die aus den Kurven y = y(a, 4) fiir welche 4, —-&<4< A, thnlich 
wie 7’, aus der andern Hilfte derselben hervorgeht. Die beiden Scharen 
T,, und T_, bedecken also gewisse Gebiete der Ebene genau einfach, und 
es geht durch jeden Punkt 2 von C, der in der Nihe von 1 auBerhalb 
Co, liegt, sowohl ein Bogen von 7',, als ein Bogen von T_,. 

Wenn der Fall (c) vorliegt, so hat die Enveloppe wie im vorigen 
Kalle in 1 einen Riickkehrpunkt, die beiden Zweige derselben gehen aber 
diesmal von diesem Punkte nach links aus. Um zu sehen, ob und wo 
die Kurven y = y(#, 4) die Kurve C schneiden, lésen wir die Gleichung 
y(x, A) — y(a, ay) =O nach «— a, auf und erhalten dabei, wegen der 
Gleichung (6), ein Resultat von der Form 


N 
&— t= 74 (4 — Ao)" '+ R,(a — A), 


wo R,(A — 4) nur Glieder in 4 — A, von héherem Grade als » — 1 ent- 
halt. Gehért nun 4 einer gewissen Umgebung von 4, so sind, da  un- 
gerade und N negativ ist, die zugehérigen Werte von « alle kleiner als 


a,. Die entsprechenden Kurven y= y(a, A) 


schneiden also die Kurve C auf der Strecke ieee Phin. a: 
1 (Fig. 3), und wir kénnen also be- — / nae a 
haupten, daB durch die Punkte von C, die og a oe ff ‘* * 
auBerhalb C,; in der Niihe von 1 liegen, a ae 
keine Kurven der Schar y = y(a, A) fiir te Fie. 3. 


welche |4 — A,| klein ist gehen. 

Im Falle (d) schlieBlich gehen aile Kurven der Schar y = y(z, 2) 
durch den Punkt 1. Die Punkte aus der Umgebung von 1, die auf C 
liegen, kénnen also nicht mit 0 vermittels andern Kurven der betrachteten 
Schar als der Kurve C verbunden werden. 

3. Es sei jetzt ¢ ein Bogen einer Kurve der Schar y = y(a, 4), der 
in seiner ganzen Ausdehnung zwischen 0 und dem Beriibrungspunkte dieser 
Kurve mit der Enveloppe fillt, und mit 7’ werde eine Schar von Bogen 
der Kurven y = y(a, 2) bezeichnet, die ein das Kurvenstiick enthaltendes 
Gebiet S der Ebene genau einfach bedeckt. Ferner sei é eine im Gebiete 
S verlaufende regulire Kurve mit denselben Endpunkten wie ¢ und p(2,y) 
die Funktion von x und y, die in jedem Punkte von S mit der Ableitung 
des durch denselben gehenden Bogens der Schar 7’ iibereinstimmt. Wenn 
I und J. die Werte des Integrals (1) tiber respektive c und ¢ erstreckt 
bedeuten, so hat man dann*) 


*) Siehe z. B. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung 20. 
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od , al , C F 
( 7) L-I= {| F(x,y,y ) —F (x,y, p (x,y) — (y — p(x,y)) oy (x,y, p(a,y)) | dar 


,_ Oy 
(y = 5%); 


wo das Integral iiber die Kurve @ zu erstrecken ist. 

Wenn nun der Fall (a) vorliegt und 7, die Bogengesamtheit ist, die 
fiir die Bestimmung der Funktion p(a,y) zu Grunde liegt, so gilt also 
diese Gleichung zuniichst, wenn ¢ ein Stiick von C,, ist, das keinen der 
Endpunkte 0 und 1 enthiilt, und @ eine reguliire Kurve mit denselben 
Endpunkten bedeutet, die vollstindig im Innern des Gebietes S, liegt. 
Die genannte Gleichung gilt aber noch, wie man ohne Schwierigkeit durch 
einen Grenziibergang einsicht, wenn man als ¢ den Bogen (C,, selbst 
nimmt und als é die Kurve, die von 0 bis zu einem Punkte 3 der Enveloppe 
mit dem diese Punkte verbindenden Bogen der Gesamtheit 7',, und von 
3 bis 1 mit der Enveloppe selbst zusammenfiillt. Die Tangente der Kurve 
é fallt aber dann in jedem Punkte mit der Tangente des durch denselben 
gehenden Bogens der Gesamtheit 7, zusammen, und die Grobe y’ erhilt 
also in jedem Punkte von é denselben Wert wie p(z, y). Hieraus folgt, 
daB der Integrand der Gleichung (7) in jedem Punkte verschwindet, und 
es kommt also 


e 


I—1=0. 


Nun ist zu bemerken, daB die Enveloppe in der Umgebung von 1 keine 
Lagrange’sche Kurve ist; denn durch einen Punkt kénnen nicht zwei 
Lagrange’sche Kurven mit derselben Tangente gehen, wenn die Ableitung 
F’,,(2,¥,y') fiir den von dem Punkte und der Tangente definierten Wert- 
system von a, y und y’ von Null verschieden ist. Es gibt also in jeder 
beliebigen noch so eng festgestellten Nachbarschaft des Bogens 3 1 der 
Enveloppe die Punkte 3 und 1 verbindende Kurven, die dem Integrale (1) 
kleinere Werte erteilen als dieser Bogen. Hieraus folgt unmittelbar, dab 
es auch in jeder Nachbarschaft des Bogens C,, Kurven gibt, die das In- 
tegral (1) kleiner machen als dieser, und hiermit ist bewiesen, daB das 
Stiick C,, von C im Falle (a) kein Minimum geben kann. 

Kin Stiick Cy, von C, das iiber 1 hinausreicht, ergibt also auch nicht 
ein Minimum. 

Im § 2 wurde erwihnt, daB jeder Punkt 2 von C, der in der Nihe 
von 1 auBerhalb Cy, liegt, mit 0 vermittels eines Bogens der Gesamtheit 
T, verbunden werden kann, und da sich dieser Bogen, den wir mit Cy» 
bezeichnen wollen, unendlich nahe an C schlieBt, wenn der Punkt 2 gegen 
| riickt. Da nun die Ableitung F’,,,(a,y,y’) fiir jedes, durch ein Element 
des Bogens C,, definierte Wertsystem von xz, y und y’, positiv ist, so 
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kann man also, indem man den Punkt 2 hinreichend nahe an 1 nimmt, 
bewirken, daB diese Ableitung auch fiir alle durch den Bogen Cy, defi- 
nierte Wertsysteme dieser GréBen positiv wird. Wenn dies der Fall ist, 
so gibt Cy, im Vergleich mit allen Kurven einer gewissen Nachbarschaft 
ein Minimum des Integrals (1), denn der Endpunkt dieses Bogens liegt 
vor dem zum Anfangspunkte konjugierten Punkte der entsprechenden 
Lagrange’schen Kurve. 

Man kann bemerken, daB, wenn 2 hinreichend nahe an 1 liegt, auch 
die Kurve C,, zu den Kurven gehért, im Vergleich mit welchen das Mi- 
nimum stattfindet. Die Gleichung (7) gilt nimlich noch, wenn man Cy» 
als ¢ und C), als € nimmt. Im Intervalle von 0 bis 1 stimmen dann die 
Werte von y’ und p(a,y) tiberein, und der Integrand der Gleichung (7) 
verschwindet daher in jedem Punkte dieses Intervalles. Von 1 bis 2 
werden dagegen die Werte von y’ und p(x,y) verschieden, denn die Bogen 
der Gesamtheit 7, schneiden die Kurve C unter nicht verschwindendem 
Winkel. Beachtet man, daB dieser Winkel in 1 Null ist und sich beim 
Fortgange lings C stetig veriindert, so kann hieraus geschlossen werden, 
daB, wenn 2 hinreichend nahe an 1 liegt, die genannten Werte zu dem 
Bereiche gehéren, wo der Integrand der Gleichung (7), zufolge der iiber 
F’,y(%%y') gemachten Voraussetzung, positiv verbleibt ohne zu _ver- 
schwinden. Man erhilt also J.— J,>0, und hiermit ist die gemachte 
Behauptung bewiesen. : 

Im Falle (b) ergibt das Stiick C,, von C noch ein Minimum. Die 
Gleichung (7) gilt niimlich dann noch, wenn man als ¢ das Stiick C,, 
von C nimmt und als é eine beliebige Kurve aus der Nachbarschaft von 
Cy;, wnd der Integrand dieser Gleichung kann nicht lings einer solchen 
Kurve identisch verschwinden. Wenn der Bogen (,, iiber 1 hinausreicht, 
kann man in folgender Weise zeigen, dai das Minimum nicht mehr statt- 
tindet. 

Es werde angenommen, daB der Punkt 2 so nahe an 1 liegt, daB der- 
selbe mit 0 vermittels eines der Gesumtheit 7',, zugehérigen Bogens Co 
verbunden werden kann. Ist die Funktion p(«,y) so bestimmt, daB sie 
der Bogenschar 7',, entspricht, so kénnen wir dieses Bogenstiick als c 
und das Stiick C,, von C als € nehmen. Der Integrand der Gleichung (7) 
wird dann Null auf der Strecke von 0 bis 1. Wenn 2 hinreichend nahe 
an 1 liegt, wird derselbe aber von 1 bis 2 positiv und von Null ver- 
schieden, denn die Bogen der Schar 7',, kénnen nicht die Kurve C in 
ihren Schnittpunkten mit derselben beriihren. Der Bogen Cy, gibt also 
dem Integrale (1) einen kleineren Wert als der Bogen C,,. 

Hiermit ist aber noch nicht bewiesen, daB der Bogen C,, nicht ein 
Minimum ergeben kann, sondern wir miissen noch zeigen, daB es auch in 
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beliebiger Nihe derselben Kurven gibt, die das Integral (1) kleiner machen 
als dieser Bogen. 

Wenn 3 ein Punkt von C bedeutet, der sich zwischen 1 und 2 be- 
findet, folgt unmittelbar aus dem obigen, daB das Kurvenstiick, das aus 
dem die Punkte 0 und 3 verbindenden Bogen der Gesamtheit 7’, , und 
des Stiickes 3 2 von C zusammengesetzt ist, das Integral (1) kleiner macht 
als der Bogen C,,. Indem man den Punkt 3 hinreichend nahe an 1 
nimmt, kann man aber bewirken, da& das genannte Kurvenstiick einer be- 
liebig eng festgestellten Nachbarschaft der Kurve Q,, angehért. Es gibt 
also in jeder solchen Nachbarschaft Kurven mit denselben Endpunkten 
wie C,, die dem Integrale (1) kleinere Werte ergeben als dieser Bogen, 
und hiermit ist bewiesen, daB derselbe nicht ein Minimum ergibt. 

Da es auch einen der Gesamtheit 7_, zugehérigen Bogen gibt, der durch 
2 geht, so kann in dem vorliegenden Falle jeder Punkt von C, der in der 
Nihe von 1 auBerhalb C,, fillt, vermittels zweier Bogen mit 0 verbunden 
werden, die beide im Vergleich mit den Kurven gewisser Nachbarschaften 
derselben Minima ergeben, und diese Bogen schlieBen sich beide unend- 
lich nahe an C, wenn der Punkt 2 gegen 1 riickt. 

Im Falle (c) kann man, wie im Falle (a) zeigen, daB der Bogen C,, 
und also auch ein Bogen C,,, der iiber 1 hinausreicht, nicht mehr ein Mini- 
mum ergibt. Wie schon im vorigen § bemerkt wurde, ist in diesem Falle 
auch keine in der Nahe von C fallende Kurve der Schar y = y(a,A) vor- 
handen, die durch einen Punkt 2 von C, der auberhalb C,, in der Nihe 
von | liegt, geht. Da keine andere als eine Lagrange’sche Kurve ein 
Minimum ergeben kann, folgt hieraus, daB es in diesem Fale keinen in 
der Nahe von C fallenden Bogen gibt, der einen solchen Punkt mit 0 
verbindet und ein Minimum des Integrals (1) ergibt. 

Wenn schlieBlich der Fall (d) vorliegt, geben offenbar auf Grund der 
Gleichung (7), die Teile von den Kurven der Schar y = y(#, 4), die zwischen 
die Punkte 0 und 1 fallen, dem Integrale (1) alle denselben Wert, und 
der Bogen C,, gibt also kein Minimum. Es gibt aber diesmal keine die 
Punkte © und 1 verbindende Kurven, die dem Integrale kleinere Werte 
erteilen als C,,. Liegt der Punkt 2 auf C auBerhalb C,,, so gibt es auch 
solche benachbarte Kurven, die das Integral (1) kleiner machen als C,.. 
Kine Kurve, die von 0 bis 1 mit einer zu C benachbarten Kurve der 
Schar y = y(#,4) zusammenfallt und von 1 bis 2 lings C liuft, erteilt 
nimlich dem Integrale (1) denselben Wert wie C,,, und da diese Kurve 
in 1 einen Eckpunkt hat, so gibt es in der Nachbarschaft derselben Kurven, 
die dem Integrale (1) noch kleinere Werte erteilen. 

Indem wir uns der Bedeutung von » und N erinnern, kénnen wir 
jetzt in folgender Weise die erhaltenen Resultate zusammenfassen: 
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Wenn der Bogen Cy, iiber 1 hinausreicht, so gibt derselbe niemals ein 
Extremum. Der Bogen C,, selbst gibt im allgemeinen auch nicht ein Extre- 
mum; wenn aber n ungerade und a (a, 49) positiv ist, so findet hiervon 
eine Ausnahme statt, indem das Extremum noch besteht. 

Ist n gerade, so kann jeder Punkt 2 von C, der in der Nahe von 1 
auBerhalb C,, liegt, mit 0 vermittels einer aber nur einer Lagrange’schen 
Kurve verbunden werden, die in der Nahe von Cy, verliuft und die im 
Vergleich mit allen Kurven einer gewissen Nachbarschaft derselben, zu welcher 
auch der Bogen Cy, gehirt, ein Extremum ergibt. In dem Falle wo n ungerade 


, i , oy i : a 
ist, gibt es zwei solche Bogen, wenn aye (hs 4.) positiv, aber keinen cinzigen, 


wenn diese Grope negativ ist. Ist n unendlich, so gibt es auch keinen 
Bogen dieser Art. 
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Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale 
mit bestimmten Integrationsgrenzen. 


Von 


J. W. Linpesere in Helsingfors. 


Vergleicht man miteinander die Theoricn des relativen und des ab- 
soluten Extremums, so findet man, daB zwischen denselben eine groBe 
Analogie besteht. So sind die Kriterien des schwachen Extremums ein- 
ander volistiindig iiquivalent, und dic Methoden diese Kriterien abzuleiten 
sind sehr ahnlich. Andrerseits ist aber die Theorie des relativen Ex- 
tremums in einigen Punkten noch nicht so weit gefiihrt wie die des ab- 
soluten, und insbesondere sind die Siitze zur niheren Bestimmung der 
Art des Extremums in der ersten sehr wenig befriedigend. 

Im folgenden wird versucht diesem Mangel abzuhelfen, indem ein 
allgemeiner Satz bewiesen wird, wonach die Art des Extremums bei dem 
einfachsten Problem des relativen Extremems ebenso einfach wie bei dem 
Problem des absoluten Extremums bestimmt werden kann. 

Um unsere Aufgabe genau formulieren zu kénnen, erinnern wir zu 
nichst an die Hauptpunkte der erwaihnten Theorien. 

1. Es sei F(x, y, y’) eine regulire analytische Funktion ihrer Ar 
gumente und y = y(x) die Gleichung einer Lagrangeschen Kurve C, die 
dem Problem das Integral 


, ’ , , d 
(1) J F(x, y, y dx (y = 2) 


zu einem absoluten Extremum zu machen entspricht. Ferner sei ¢ ein 
regulirer Bogen von C, der keine mit der y-Achse parallele Tangente 
zulaBt und der mit einem Felde umgeben werden kann. Weiter be- 
zeichnen wir mit p(w, y) die Funktion von # und y, die in jedem Punkte 
des Feldes mit der Ableitung der durch denselben gehenden Lagrange- 
schen Kurve iibereinstimmt, und schlieBlich werde eine Funktion FP der 
vier Argumente x, y, y', p durch die Gleichung a 
E(a, y, ¥, p) =F (a, y, y) — F(a, y, p) —(¥—p) oy (x, Y, P) 

definiert. 
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Wenn nun © irgend eine im Felde verlaufende reguliire Kurve mit 
denselben Endpunkten wie ¢ ist, so hat man*) 


(2) J F(a, y, ¥)dx — {F(e, y, ¥)da = f EC, ¥,Y', pCa, y)) dx, 


wobei die Integrale iiber die respektiven Kurven c’ und ¢ zu erstrecken sind. 
Indem wir uns auf den Fall des Minimums beschriinken, fiihren wir 
jetzt die folgenden Voraussetzungen ein: 
aie = oF , os as . 
Die Ableitung oy’ (a, y, ¥) ist, wenn a,y, und ay, (a, <a.) die 
Endpunkte von ¢ sind, fiir 7, <2 <a,, y=y(a), y =y' (x) positiv, ohne 
za verschwinden, 
Die Funktion E(x, y, y’, p) ist im Bereiche 
@ Cel, y=y(%), |y —¥ (z)|<o, P=y (2), 
WO Q) cine gewisse positive Zahl bedeutet, positiv und verschwindet nur 
fiir y = y' (2). 
Auf Grund der ersten dieser Voraussetzungen ist es miglich, die 
sas a ——" . . or P 
positive GréBe ¢, so klein festzustellen, daB die Ableitung by’? (x, y, y') 
in dem Bereiche 2, <a <a, |y—-y(a) <8, yo —y (a) <a, positiv 
und nicht Null ist; da 
’ (y —p)? oF , ie 
Ka, y, ¥ p) = =. =. ay? (4, y¥, p+ ay’ —p)), (O<at<1) 
bleibt auch die Funktion E(x, y, y’, p) im Bereiche 
2Y, 9,12 
La LM, ly—y(x)| <a, |y¥ —y' (x)! <a, |p—y' (a)| <e, 
positiv und verschwindet nur fiir y’ =p. Ferner sei bemerkt, da® nach 
der zweiten Voraussetzung die Funktion (a, y, y’, p) im Bereiche 
€, <a, y=9@), &Sl¥ —Y¥@)) Se, p=y (2) 
positiv ist, ohne zu verschwinden. Da sie in bezug auf alle ihre Argu- 
mente stetig ist, kann man also die positive GréBe « so klein bestimmen, 
daB diese Eigenschaft noch im Bereiche 
, Te , a 
® Lela, y—y@|<& 4f¥—-I@| So, P—¥@)) <& 
besteht. Die GréBe «, muB offenbar kleiner als ¢, sein und man kam 
2 I 
somit behaupten, da® die Funktion KH (a, y, y’,p) im ganzen Bereiche 
f , ’ , , 1 
& SHS Hy, y— 9¥(@)) <a, |\¥ —¥@)!<e, P—y¥@)|<& 
positiv bleibt und nur fiir y’ = p Null wird. 
Wegen der Stetigkeit von p(z, y) ist es noch méglich, ¢, so klein 
za wihlen, daB |p(a,y) — y'(x)| <& fiir 4, <x <a, |y—y(a)| <é. 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung. 
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Wenn « die kleinere der GréBen ¢, und «, bedeutet, wird also die Funk- 
tion E(x, y, y’, p(x, y)) im Bereiche 

C&S 4, |y—y(a)|<e, |¥ —y(@)| < ey 
positiv und verschwindet nur fiir y = p(a, y). 

Es bezeichne jetzt 7, die Gesamtheit aller die Endpunkte von ¢ 
verbindenden reguliiren Kurven y= Y(«), die im Intervalle sS2<h 
den Ungleichungen 

¥(x) —y(*)|<e,|¥@—-y@)\<¢ 
geniigen. Ist @<e und gehért die Kurve ¢ der Gesamtheit 7,,., so 
wird nach dem Obigen die Funktion E'(z, y, y’, p(w, y)) in jedem Punkte 
von ¢€ positiv. Da ferner die Ableitung der Kurve ¢ nicht in jedem 
Punkte derselben mit der Funktion p(x, y) iibereinstimmen kann, kann 
der Integrand der rechten Seite von (2) nicht in jedem Punkte derselben 
verschwinden und diese Gleichung gibt uns also 


F [ F(a, y, y)ax — ‘ /] ‘F(a, y, yd >0. 


Wir kénnen somit den folgenden Satz aussprechen: me 

Wenn sich der Bogen ¢ mit einem Felde umgeben liipt und oat (x, 4, y') 
im Bereiche 

%<5t<a, y=y@), ¥=y¥ (2) 
ein festes Vorzeichen besitzt, ohne zu verschwinden, und E(x, y, y’, p) im 
Bereiche 
% Stl %, y=y(@), |\¥ —¥@)|<e, P=¥ 

dasselbe Vorzeichen behiilt und nur fiir y/ = y' (a) verschwindet, so kann 
man stets @ so klein bestimmen, dap die Kurve ec im Vergleich mit allen 
Kurven der Gesamtheit T,,, absolutes Extremum des Integrals (1) ergibt. 

2. Wir werden jetzt sehen, daB der Ausdehnung des obigen Satzes 
zu dem einfachsten Problem des relativen Extremums besondere Schwierig- 
keiten entgegenstehen. 

Indem wir mit G(x, y, y) eine reguliire Funktion der Argumente 
x,y, y bezeichnen, so sei 


(3) {G (x, y, y)da 
das Integral, das fiir alle in Frage kommenden Kurven einen konstanten 
Wert behalten soll. Wenn 4 ein willkiirlicher Parameter ist und 

P(x, y, ¥) — 4G (a, 9, ¥) = H(z, 9, y’, A) 
gesetzt wird, ist die Lagrangesche Gleichung des Problems 
oH d¢H =, 
(4) dy — dz dy ~ 
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Es sei y = y(x) die Gleichung einer Integralkurve C von (4) und ¢ 
ein Stiick dieser Kurve, das iiberall reguliir verliuft und keine mit der 
y-Achse parallele Tangente hat. Die Koordinaten der Endpunkte 1 und 2 
von ¢ seien #,y, und a ,y,, und mit ay. mébgen die Koordinaten eines 
zu 1 benachbarten Punktes 0 von C bezeichnet werden, der so liegt, daB 
%y <a,. Ferner sei y = y(x, uw, 4) die Gleichung der durch den Punkt 0 
gehenden Schar von Integralkurven der Gleichung (4) und es werde an- 
genommen, daB die Kurve ( aus dieser Gleichung fiir u =u, 4=A, 
hervorgeht. ‘SchlieBlich sei m die Funktion von a, w und 4, die fir 
jedes Wertsystem der Argumente mit dem Werte des Integrals (3) vom 
Punkte 0 lings der Kurve y= y(x, uw, 4) bis zu dem Punkte mit der 
Abszisse # erstreckt iibereinstimmt. 

Wir fiihren jetzt die folgenden Voraussetzungen ein: 


OO) sig ee ue eo fe 
Diu, 4) ist fiir 4, <a Cay, w= Wy, A=Ay 


a) Die Funktionaldeterminante 
nicht Null. 

= : 0° H , . m 

1) Die Ableitung py? Or WV) A) ist fiir 


L<e@ca,y=y(2), vy =y (a), A4=A, 
positiv und von Null verschieden. 

¢) Die Funktion 
E(x, 4, y, p, 4) = H(a, y, y', 4) — H(a, y, p, a) -- (y’ — p) at (x, Y, p, A) 
bleibt im Bereiche: 

fe <%, y=y(2), |\¥ —Y(2)| So, P= y' (2), A= dy 
iiberall posit und verschwindet nur fiir y! = y' (a). 

Dies sind die Annahmen, die bei dem Problem des relativen Mini- 
mums den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen entsprechen. 

Es sei nun ¢ eine Kurve mit denselben Endpunkten wie c¢, die 
iiberall reguliir verliiuft und keine mit der y-Achse parallele Tangente 
zuliBt, und es werden von dieser Kurve die folgenden Annahmen gemacht: 

a’) Sie gibt dem Integrale (3) denselben Wert wie der Bogen c. 

1’) Durch jeden Punkt 3 von ¢ geht eine soleche Kurve der Schar 
y=y(a, w, A), daB das Integral (3) denselben Wert erhalt, wenn es 
liber das Stiick O3 dieser Kurve oder iiber die Kurve, die aus dem 
Bogen 01 von C und 13 von ¢ zusammengesetzt ist, erstreckt wird. 

ce’) Die Werte von w und A, die zu der durch den Punkt 3 gehenden 
oben definierten Kurve der Schar y= y(a,u, 4) gehéren, bilden zu- 
sammen mit der Abszisse 2 von 3 fiir jede Lage dieses Punktes ein 
solches Wertsystem von w, A und z, fiir welches die Funktionaldetermi- 


nante oy, @) 


D(u,4) nicht verschwindet. 
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Wir bezeichnen mit A(x) und w(a) die zwei Funktionen von z, die 
fiir jedes 2 mit den Werten der Parameter 4 und u, die zu der durch 
den entsprechenden Punkt 3 gehenden oben erwihnten Kurve der Schar 
y = y(a, w, A) gehdren, iibereinstimmen. Ferner definieren wir die Funk- 


tion p(x) durch die Gleichung p(a) = oY (a, u(x), A(v)). Alsdann hat 
man*) 


(5) J Fi(a,y,y)dx —f F(a, y,y)da -f E(a2, y, y', p(@), A(a))da, 


welche Gleichung fiir das Problem des relativen Extremums von grund- 
legender Bedeutung ist. Sie ist der Gleichung (2) sehr ihnlich; ein 
wesentlicher Unterschied besteht aber darin, daB in der Gleichung (5) 
zwei Funktionen p(w) und A(#) vorkommen, die von der Gestalt des 
Bogens ¢ abhiingen. 

Da die Funktionen 4(z) und p(x) und also die ganze Gleichung (5) 
nur unter der Voraussetzung (b’) einen Sinn haben, wollen wir zuniichst 
diese Voraussetzung etwas niiher in Betracht nehmen. 

Es seien 2,y, die Koordinaten des Punktes 3, J,, der Wert des 
Integrals (3) iiber die Kurve erstreckt, die aus dem Stiicke 01 von C 
und 13 von ¢ zusammengesetzt ist, und 0 der gréBte Wert, den irgend 
eine der GréBen | y, — y(a,); und | J), — @(a, uo, Ay)! im Intervalle 
£, <a; <a, annimmt. Wenn 0 hinreichend klein ist, kann man zutfolge 
der Voraussetzung (a) die Gleichungen 

¥3= 9 (#3, U, a) 

Ths = @ (a, u, 4) 
fiir jedes «, im Intervalle 2, <a, <a, nach w und 4 auflisen und hier- 
aus folgt unmittelbar, daB, wenn o@ und Q’ hinreichend klein sind, die 
Voraussetzung (b’) fiir alle Kurven der Gesamtheit 7’, ,, erfiillt ist. Etwas 


oo 
Niheres iiber die Werte, die hierbei 9 und 9’ erteilt werden kénnen, 
scheint es aber sehr schwer zu sein zu entscheiden, und aus diesem 
Grunde ist die Gleichung (5) nicht unmittelbar zur Ableitung von Kri- 
terien iiber die Art des Extremums geeignet. 

Das schwache Minimum liBt sich aber ohne Schwierigkeit auf Grund 
unserer Voraussetzungen nachweisen. 

Zufolge der Voraussetzung (b) kénnen wir erstens eine positive 


a2 
GréBe « so feststellen, dab oo (x, y, y’, 4) im Bereiche 


&Oe< a4, |y—y(@)| <e, |yw —¥ @)| <e, |A-Al<e 
positiv bleibt, ohne zu verschwinden, und da 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung. 
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E(a, y,¥, p, a) =>” FA ay, pt oy —p,%), (O<#<1) 
behilt auch die Funktion EZ im Bereiche 
<< 2y, 'y¥—y(z)|\<e, ly’ —y (x) |<e, |p—y'(a)|\<e, |A—A\<e 
dasselbe Vorzeichen und verschwindet nur fiir y’ = p. 

Nach dem Vorigen ist nun, wenn g und Qo’ hinreichend klein sind, 
die Voraussetzung (b’) fiir jede Kurve der Gesamtheit 7’, erfiillt, und 
es ist offenbar méglich, @ und 9’ noch so klein zu bestimmen, daB auch 
die Voraussetzung (c’) fiir diese Kurven erfillt ist und daB, wenn die 
Funktionen A(x) und p(a#) einer solchen Kurve entsprechen, die Un- 
gleichungen 

|A(x) Agi <e, |p(x)—y(a)|<e 
im Intervalle 2,<2#< a, bestehen. Die Funktion E(a, y, y’, p(x), A(x) 
kann dann auf einer solchen Kurve nicht negativ werden, und da sie 
lings einer Kurve, die die Voraussetzung (a’) erfillt, nicht identisch ver- 
schwinden kann, gibt uns die Gleichung (5) fiir diese letzten Kurven 


SF, Y, y)dx —f F(a, y, y)dxz>0, 


und hiermit ist gezeigt, daB ¢ wirklich so genanntes schwaches relatives 
Minimum ergibt. 

Es sei noch bemerkt, daB, wenn sich auch die Voraussetzung (b’) 
unter sehr allgemeinen Bedingungen als erfiillt nachweisen lieBe, uns doch 
bei der Ausnutzung der Voraussetzung (c) zu niherer Bestimmung der Art 
des Extremums neue Schwierigkeiten entgegentreten wiirden. Wenn 9’ 
irgend einen festen Wert hat, kiénnen wir nimlich nicht durch Ver- 
kleinerung nur von og bewirken, daB die zu den Kurven der Gesamtheit 
T,, gehérigen Funktionen A(x) und p(z) von 4, resp. y’(x) beliebig 
wenig verschieden sind, und es scheint also, als ob die Voraussetzung (c) 
fiir kein bestimmtes 9’ hinreichend sei, um die Unveriinderlichkeit des 
Vorzeichens von dem Integrande der Gleichung (5) lings den Kurven 
einer entsprechenden Kurvengesamtheit allgemein zu sichern. 

Im folgenden wollen wir zeigen, wie diese Schwierigkeiten sich um- 
gehen lassen, und zuniichst wollen wir den Grundgedanken, der den Aus- 
gangspunkt dieser Arbeit bildet, kurz andeuten. 

3. Soll das Integral 


(6) f ‘H(2, 9, y', dg) da 


zu einem absoluten Minimum gemacht werden, so ist die Lagrangesche 
Gleichung des Problems 


oH F d oH , 
Oy (x, ¥,Y>; Ay) — a- ay Y¥,Y; 4) = 9, 
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und dieselbe wird offenbar von der Kurve C befriedigt. Es sei c’ eine 
die Endpunkte von ¢ verbindende reguliire Kurve, die dem Integrale (6) 
einen gréBeren Wert als ¢ gibt. Man hat dann, zufolge der Definition 
von H(z, y, y’, 4), 


| Fde— [Fax —a(fG@ax— fGadz)>0, 


und wenn der Bogen c’ noch die Eigenschaft hat, dem Integrale (3) den- 
selben Wert wie ¢ zu geben, erhilt man also 


| Fdc— [Fax>0. 


Es werde jetzt angenommen, da der Bogen ¢ sich mit einem Felde 
im Sinne des obigen Problems umgeben lift. Auf Grund der Voraus- 
setzungen (b) und (c) folgt dann aus dem Satze des Paragraphen 1, dab, 
wenn @ hinreichend klein ist, ¢ sicher im Vergleich mit den Kurven der 
Gesamtheit 7,,. absolutes Minimum des Integrals (6) ergibt. Dann gibt 
aber nach dem Obigen jede Kurve dieser Gesamtheit, die die Voraus- 
setzung (a’) erfiillt, dem Integrale (1) einen griBeren Wert als c, und 
hieraus folgt unmittelbar, daB der dem Satze des Paragraphen 1 analoge 
Satz bei dem Problem des relativen Extremums wenigstens in dem Falle 
richtig ist, wo sich der betrachtete Bogen mit einem Felde, das dem 
oben angegebenen Problem des absoluten Extremums entspricht, um- 
geben laBt. 

Indem wir annehmen, daB diese Bedingung nicht erfiillt ist, setzen 
wir jetzt fernerhin voraus, c’ sei eine die Endpunkte von ¢ verbindende 
reguliire Kurve, und bezeichnen mit §,7,, 12, ---, §&,4, die Koordinaten 
einer Reihe von Punkten, die auf ¢’ so liegen, daB §&<&,,, und von 
denen §,y, und & 7, mit den Punkten 1 und 2 zusammenfallen. Ferner 
wollen wir annehmen, daB es einen solchen Wert 4’ von A gibt, dab 
jede zwei aufeinander folgende Punkte dieser Reihe vermittels Integral- 
kurven der Gleichung (4) verbunden werden kénnen, die dem Werte 2’ 
von A entsprechen, und daB die aus diesen Bogen zusammengesetzte, die 
Endpunkte von ¢ verbindende Kurve ¢” dem Integrale (3) denselben Wert 
gibt wie ¢. SchlieBlich mégen die Stiicke von ec’ und ec”, die zwischen 
den Punkten &; und &;,,;,, fallen, mit ¢ und ¢;” bezeichnet werden. 

Obgleich nun ¢ nicht mit einem Felde im Sinne des Problems, das 
Integral (6) zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben werden 
kann, ist es jedoch méglich, daB die einzelnen Bogen ¢,;” sich mit Feldern 
im Sinne des Problems, das Integral 


J H(«, 9, ¥, Waa 
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za einem absoluten Minimum zu machen, umgeben lassen. Wir wollen 
annehmen, da dies der Fall ist und dab, mit Anwendung der Gleichung (2), 
sich zeigen liBt: 


J H(«, y,y,Aa dx — fH(e, y,y,a)dx>0 (i =1,2,---,n—1). 


Summieren wir von ¢=1 bis i=”—1, erhalten wir, mit Beachtung 
der Definition von H(z, y, y’, 4’), 


a—1 . n—1 —_ a 
S fra: —~> [Fax -- (> fous -S fear) > 0; 
i=1 oy i= ¢j” sand @y ae 


wenn ¢ die Voraussetzung (a’) erfiillt, so folgt hieraus, wegen unserer 
Annahme, daB dies auch mit ¢” der Fall ist, 


[Fax — [Fax > 0. 


Nun ist es nach § 2 stets méglich, g@ und 9’ so klein zu bestimmen, 
daB ¢ im Vergleich mit den Kurven der Gesamtheit 7’, relatives Mini- 
mum des Integrals (1) ergibt. Wenn auch c’ nicht dieser Gesamtheit 
angehért, ist es offenbar méglich, daB c” eine Kurve derselben ist, und 
wenn dies der Fall ist, hat man 


{Fax — [Fax >0 
und folglich auch ; ; 
[Fae — [Fax >0. 


Es 6ffnet sich also hier ein neuer Weg, die Kurve c mit benach- 
barten Kurven hinsichtlich der Werte, die sie dem Integrale (1) erteilen, 
zu vergleichen. Im folgenden wird gezeigt, wie sich der oben angedeutete 
Gedanke streng durchfiihren liBt und uns zu der Ausdehnung des Satzes 
des § 1 auf das Problem des relativen Extremums fiihrt. 

Zuniichst werden wir eine Reihe von Hilfssiitzen beweisen, die wir 
fiir unseres Hauptproblem brauchen. 

4. Da die Gleichung (4) von der zweiten Ordnung ist, wird das 
allgemeine Integral derselben auBer von 4, das schon in der Gleichung 
vorkommt, noch von zwei willkiirlichen Parametern abhiingen. Wir wollen 
zunichst eine Schar von Integralkurven in Betracht ziehen, die auBer von 4 
nur von einem Parameter x abhiingt. Es sei y= g(a, 4, x) die Gleichung 
einer solchen Schar, aus welcher C fiir 4=4,, x = x, hervorgeht, und 
von der Funktion g(x, 4, x) werde angenommen, da sie in der Umgebung 
jedes Wertsystems 2, <4 <a,, A= A), x = x regulir ist. 
22* 
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Wenn man die Funktion g(x, 4, x) und ihre Ableitung nach z anstatt 
y und y’ in die Gleichung (4) einfiihrt und die so erhaltene Identitat 
nach x differenziert, ergibt sich, daB die Ableitung 5 (a, ao, %) einer 
linearen Differentialgleichung 
(7) u” + p(x)u’ + q(x)u = 0 (w = “= a) 
geniigt, wo p(x) und q(x) zufolge der Voraussetzung (b) im Intervalle 
“, <4 <a, regulire analytische Funkticnen sind, die nur von der Glei- 
chung y = y(~) von C und von den Funktionen F(z, y, y’) und G(a, y, y’) 
abhiingen, aber keineswegs von der Art, wie der Parameter x in der 
Funktion g(a, 4, x) eingeht. 

Wir wollen einige Sitze hinsichtlich der Integrale von (7) ableiten. 

Wenn € ein Wert von « in dem Intervalle 2,< «<a, ist und a 
eine gewisse positive Zahl bedeutet, so sei u,(2) das Integral von (7), das 
den Bedingungen w,(£) =a, u,'(§) = 0 geniigt. Da u, eine nebst ihren 
Ableitungen stetige Funktion von x sein muf, kénnen wir erstens einen 
solchen Intervall |a—§&|< 1, abgrenzen, daB in demselben |u,| < 2a, 
|u,’|< 2a. Aus (7) folgt dann, wenn M der griBte Wert ist, den irgend 
eine der Funktionen | p(x)| und | q(x)| im Intervalle 2, << « <a, annimmt, 
daB im Intervalle |4—£§|</, die Ungleichung |u,”|<4aM besteht, 
und hieraus folgt weiter 


8) |\u,|<4aM |x —§&| 
( \u, | <a+ 2aM(a — &)* 
fiir dieselben Werte von x. Wenn aber /, die kleinere der GréBen 1 


1 
2M 
|a—&| <l, kleiner als 2a. Wir werden sehen, daB dies auch mit den 
linken Seiten der Fall sein muB. 

Wenn x vom Werte & ausgehend stetig bis zu dem Werte & + /, 
wichst, gelten nach dem Obigen die Ungleichungen (8) sicher, solange 
|u,|< 2a und |u,’|< 2a. Andrerseits kann keine der Funktionen | 1, | 
und |«,’| den Wert 2a im Intervalle § << «<& +1, erreichen, ohne daB 
diese Ungleichungen schon vordem aufgehirt haben zu gelten. Die ge- 
nannten Ungleichungen miissen also in dem ganzen in Frage stehenden 
Intervalle bestehen, und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der oben 
gemachten Behauptung.*) 


und bedeutet, so sind die rechten Seiten dieser Ungleichungen fiir 





*) Ernst Lindeldf bedient sich in einer Abhandlung ,,Demonstration de quelques 
théorémes sur les équations différentielles (Journal de Mathématiques 1900) einer 
analogen SchluBweise. 
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Im Intervalle |x —&|<J, hat man nun somit |u,”|<4aM und 
daraus folgt, da w,’(€) = 0, 


u, >a — 2aM(a — €)*. 


Beachtet man die Bedeutung von /,, so kann man hieraus den Schlu8 
ziehen, daB wu, im Intervalle |* — &| <1, nicht Null wird. Da /, in keiner 
Weise von & abhiingt, kann man also den folgenden Satz aussprechen: 

Hilfssatz 1. Es lapt sich eine nur von p(x) und q(x) abhingige 
positive Grofe | derart bestimmen, dap, wenn u(x) irgend ein Integral 
von (7) ist und die Ableitung w(x) fiir einen Wert — von x aus dem 
Intervalle x,< 4% <2_, fiir welchen w(x) nicht verschwindet, Null wird, 
die Funktion w(x) im Intervalle |x —&| <1 von Null verschieden 
sein mup. 

Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich noch: 

Hilfssatz 2. Hat ein Integral u(x) von (7) in zwei Punkten &, und &, 
(&, < &) dasselbe Vorzeichen, ohne zu verschwinden, und ist & — &, <1, so 
kann das Integral u(x) im Intervalle §, <2 < & nicht Null werden. 

In der Tat, wenn das Integral w(x) im Intervalle &, < # < &, ver- 
schwinden wiirde, miiBte dasselbe in diesem Intervalle ein Maximum oder 
Minimum besitzen und die Ableitung der Funktion u(x) miiBte also auch 
in demselben Null werden. Wenn nun w(x) in einem Punkte verschwin- 
den wiirde, wo auch u(x) Null ist, miiBte offenbar u(x) identisch ver- 
schwinden, und wenn das Verschwinden von w(x) in einem Punkte statt- 
finden wiirde, wo u(x) einen endlichen Wert hat, miiBte w(7) nach dem 
Hilfssatze 1 in dem betrachteten Intervalle von Null verschieden bleiben. 
Da diese beiden Konsequenzen unseren Annahmen widersprechen, folgt 
hieraus die Richtigkeit des Satzes 2. 

Es seien jetzt & ein Wert von «x zwischen 2, und x, und 


j= ye (2, Vv, Uy, A) 
das allgemeine Integral von (4), wo v und mw so gewahit sind, daB 
— ye(&, vu, 4), 
OY”, 
= = (&, Vv, Ut, A). 
Ox 
Wenn », #) und A, die Werte der Parameter sind, die der Kurve C 
entsprechen, so ist, wegen der Voraussetzung (b), die Funktion y,(2, v, w, 4) 
in der Umgebung jedes Wertsystems 2, << 7< 2%, v= %, U = Uy, A= Ay 


eine regulire analytische Funktion ihrer Argumente und aus der gemachten 
Annahme iiber die Parameter v und wu folgt: 
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oy, Oy, 

av (é, Yo, Uo» Ao) = 1, ayane’ Vo, Uo» Ay) — 0, 
oy, ey, 

Bu (6 VY, Uo» Ay) = 0, sede Yo» Uo» Ay) =1, 


oy; ory, 
Oa (é, Vy, Mo» Ag) = 0, a1axe? Yq, Uy Ag) = 0. 


Oo”, 
Wenden wir den Satz 1 auf die Ableitungen Hy (%s Yo» Ho» Ap) und 


¥; - ? ee ’ 
au” Vo, ly» Ag) an, so erhalten wir, mit Beriicksichtigung dieser letzten 
Gleichungen, ohne Schwierigkeit den folgenden Satz: 


oy 
Hilfssatz 3. Die Ableitung = (a, Vo, Mor Ao) est im Intervalle 


; oO”, 

2—&| <1 positiv, ohne zu verschwinden, und die Ableitung P =(%, Vy, Uo Ao) 
ist Null fiir «= &, negativ im Intervalle §—lL<xu<£€ und positiv im 
Intervalle &< 4 <& +1. 

SchlieBlich wollen wir, indem wir zur Abkiirzung die Ableitungen 
cy oy ' 
au ( Voy Mo» Ag) und apa, Yo» Hy, 4) mit y,(%) und y,(x) bezeichnen, 
einen Satz hinsichtlich des Quotienten beweisen. 

Die Funktion y,(«) geniigt nicht der linearen Differentialgleichung (7), 
sondern man hat, wenn r(x) die Funktion von x bedeutet, die durch Ein- 
fiihrung von y(x), y(x) und A, anstatt y, y und 4 in dem Ausdrucke 

ee d oy ae 


dy ~ da dy) * ay? 


entsteht, ‘i 
v1 + p(2)- ", + q(x)y, + r(x) = 0. 
dx* dx ili \ 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit y,(~) und subtrahieren aus der so 
entstandenen Gleichung die Gleichung 
(ey, dy | 
nla) (4x! + p(z)4* + q(x)¥,) = 0, 

erhalten wir, wenn y,,y, — y,y, = w gesetzt wird, 

lw 

i +pwt+ry, =9, 
und hieraus folgt, da w() = 0, 


zx , xz 
— fo(z)dx [rplxaz 
w=—es -f r(a)y,(x)es dz 


e 
* 


s 
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Ks sei jetzt 1, eine positive GréBe, die kleiner als 7 ist, und es werde 
angenommen, daB der Ausdruck 


(9) dy dzoy 
fiir alle durch die Elemente des Stiickes von c, das zwischen die Geraden 
x= und x=£+/, fallt, definierte Wertsysteme von x, y und y’ das- 
selbe Vorzeichen behalt und nur méglicherweise in den Endpunkten des 
Stiickes verschwindet. Da nach dem Satze 3 y,(x) in dem Intervalle 
—&<a<£-+1, positiv und von Null verschieden ist, folgt aus der obigen 
Gleichung, wenn noch die Voraussetzung (b) beachtet wird, daB w und 
der Ausdruck (9) in demselben entgegengesetzte Vorzeichen haben. Nun 
ist. aber 
d Y, w 
dx 4 Y,, ~ Y, bd 
Die Ableitung des Quotienten 2 wird also positiv oder negativ, je 


nachdem der Ausdruck (9) negativ oder positiv ist, und wir erhalten somit 
den folgenden Satz: 


Hilfssatz 4. Wenn der Ausdruck (9) auf der Strecke von c zwischen 
die Geraden « =€& und x =£& +1, (1, <1) dasselbe Vorzeichen behiilt und 
nur mo — in den Endpunkten des Stiickes verschwindet, so ist der 


Quotie nt » in dem Intervalle §< «a <&+1, bestindig zunehmend oder 


y, (@) 
Y,, (2) 
bestandig : je nachdem der genannte Ausdruck in demselben negativ 
oder positiv ist. 

5. Es seien jetzt 2,y, und & 7, zwei Punkte von c, die so liegen, 
daB, wenn J die Konstante des Satzes 1 ist, die Ungleichungen a, > &,, 
So — & <1 bestehen. Alsdann behaupten wir, daB, wenn die Punkte w’y’ 
und £y gewissen Umgebungen der Punkte x,y, und £4, angehéren und 
2’ ein beliebiger Wert von A aus einem gewissen, den Wert A, enthalten- 
dem Intervalle ist, die Punkte zy’ und & vermittels einer Integralkurve 
von (4), die dem Wert 2’ entspricht, verbunden werden kénnen. 

In der Tat, wenn y = y; (x, v,u, 4) das allgemeine Integral von (4) 
ist, wo vy und uw so gewahlt sind, daB 


OU, 
lees Ye, (Eo VU, 4), a y (&, V,U, a), 


hat man, zufolge dieser Annahme betreffend der Parameter, 


oy ' oy 
oe (Eo, Yo» My, 4) = 1, Gur (bo: Vo, Uo» Ay) = 0. 
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Ferner ist, auf Grund des Satzes 3, 
ey 
y (Xo, Vo, Uo» Ao) + 0 
und also wird 


™» 


| y oy 

| é, é, i 

| Je (Eo, Yor Ho» Ao)» ry (Eo, Yor Ho» 49) | 

| t + 0. 
oy, oy, ‘| 

aa (tor Voy Mo, Ao), 3 (Xqy Moy Mos Ap) | 


Die Gleichungen 
y= Ye,(X', v,u,a), 
= z,(E, v, Mu, d) 
kénnen somit in der Umgebung des Wertsystems y’ = y,, x’ = 2), 4 = %o, 
—=£&, 4=A, nach v und w aufgelést werden, und hieraus folgt un- 
mittelbar die Richtigkeit der oben gemachten Behauptung. 

Fiihren wir die durch die obigen Gleichungen definierten Funktionen 
vy und w in y; (a, v,u, 4) ein, so entsteht eine Funktion der sechs Argu- 
mente x, x, y,&, 4 und A, die wir mit #(x, 2’, y’,&, 4,4) bezeichnen 
wollen. Diese Funktion ist offenbar regulir in der Umgebung jedes 
Wertsystems 

a Lela, y =y(x), n=y(), ow —E <lA=A, 
und die Gleichung 
y = O(a, Zz, y, g, "> A) 
stellt die durch die Punkte xy’ und &y gehende Integralkurve der Glei- 
chung (4) mit der isoperimetrischen Konstante 4 dar. 

6. Wir wollen jetzt das Integral (3) langs einer Lagrangeschen Kurve 

mit der isoperimetrischen Konstante 4 vom Punkte z’y’ bis zu dem Punkte 


&» derselben erstreckt in Betracht nehmen. Indem wir dieses Integral, 
das offenbar eine in der Umgebung jedes Wertsystems 


\a —&|<l, y=y(v), n= y(—), A= A 
regulare Funktion von «’, y’, , 4 und A ist, mit O(z’, y’, &, n, A) bezeichnen, 
soll der folgende Satz bewiesen werden: 
Hilfssatz 5. Wenn xyy. und & x, solche Punkte von c sind, daB 

Ly > & und x4—& <1, und der Ausdruck (9) auf der Strecke von c 
zwischen den Geraden x = & und «x = x, dasselbe Vorzeichen behalt und 
nur médglicherweise in den Endpunkten des Stiickes Null wird, so ist die 
Ableitung 

he) 

Fl (205 Yor 0» No» Ao) 
positiv und nicht Null. 
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Wir setzen zur Abkiirzung 


4 


OM, Ou, 
Gu M%» toy 4g) = Y,(%), Ia (©, Yo, Moy Ag) = y,(2), 
und weiter, indem wir die Funktion « = (A) durch die Gleichung 
Ye,(Xos Voy ty A) = Yo 
Ye,(%; Vo) yA), a) koe g(@, a). 
Die Gleichung y = g(a, A) stellt dann die Integralkurven von (4) dar, 
die durch die Punkte x,y, und & gehen, und man hat somit 


definieren, 


O(%, Yo» bo, No» a) = [G(, g@, 4), g(x, A))dx, 


woraus folgt, wenn man nach A differenziert und rechts partiell integriert, 


To 


As) eG d @G\é 
(10) rl (Xs Yor Sos No» 40) - {5 - da oy ~) 3 f dx 
wobei auf der rechten Seite 4 = 4, zu setzen ist. Wir wollen das Vor- 


zeichen der Ableitung oe (w, Ay) naher untersuchen. 
Aus der Definition von g(x, A) folgt 
\ (407, \, 2 
$8 (a By) = Yult) Gy (On) + 9u(2) = Yul2) (FE a) + 5) 
Der erste Faktor rechts ist nach dem Satze 3 im Intervalle & < « < a 


positiv und das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes hangt also vom sweiten 
Faktor ab. Da nach der Definition von (A) 





dp, 2 (%o) 
7 (4) = — YC)” 
. : " . . ¥, (@) 
so ist dieser Faktor fiir «=, Null. Da ferner das zweite Glied a 
fe 


nach dem Satze 4 in dem Intervalle &,< «<2, bestiandig zunehmend oder 
bestandig abnehmend ist, je nachdem der Ausdruck (9) in demselben negativ 
oder positiv ist, so folgt hieraus, daB der in Frage stehende Faktor und 


somit die Ableitung M (x, Aj) in demselben Intervalle positiv oder negativ 


ist, je nachdem der Ausdruck (9) positiv oder negativ ist. Der Integrand 
der Gleichung (10) ist also bei unseren Voraussetzungen immer positiv 
und das ganze Integral also positiv und nicht Null. Hiermit ist der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

7. Wir fiihren jetzt die Voraussetzung ein, daB der Ausdruck (9) auf 
der Kurve ¢ nicht iiberall verschwindet. Derselbe kann dann offenbar nur 
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eine endliche Anzahl von Nullstellen auf c besitzen; es sei a,b,, a,b,,---,a,,, 
eine Reihe von Punkten dieses Bogens, unter welchen sich alle Nullpunkte 
von (9) befinden und von welchen a,b, und a,b, mit den respektiven 
Punkten 1 und 2 zusammenfallen, und es werde angenommen, daB die 
Abszissen a, den Ungleichungen 
G,<G;41, Gy -4 <1 (¢=1,2,---,n—1) 

geniigen. 

Wenn 2 von A, und y, ¥5,°-*; Y%,—; Von den respektiven Werten 
b,, b,,---,b,_, wenig verschieden sind, kénnen nach § 5 und zufolge 
unserer Voraussetzungen betreffend die Punkte a,b; jede zwei aufeinander 
folgende Punkte der Reihe a,b,, a %, ++; 4,~1Y,-1> % 9, Vermittels 
Integralkurven von (4) mit der isoperimetrischen Konstante 2 verbunden 
werden; wir betrachten das Integral (3) iiber die aus diesen Kurven 
zusammengesetzte die Punkte 1 und 2 verbindende Kurve erstreckt. 
Dieses Integral wird offenbar eine in der Umgebung des Wertsystems 
b., bs,---,b,_4, 49 regulare Funktion der Argumente y,, y3,---,y,_, und 
A sein und wenn diese Funktion mit ®(y,, y5,-+-,¥,~1, 4) bezeichnet 
wird, hat man 


n—i 


A) a0, 
Da (b,, bs, 7° bs, Ay) _ aa (a,, b,, G44, 55 45, Ay). 


i=] 


Da zufolge unserer Annahme iiber die Punkte a,b, der Ausdruck (9) 
zwischen jeden zweier solcher Punkte ein festes Vorzeichen behilt, ohne 
zu verschwinden, so ist nach dem Satze 5 

00 : 

aa (Gj, D5, A415 0:41, 49) > (i= 1,2,--,n—1) 


und also wird auch 

a) 

ai (b, bs, el -_— Ao) = 0. 
Dies zeigt uns aber, daB die Gleichung 


D(Yo, Yss °° "> Yn—12 4) = D(Oy, Ds, - » +, B,_3, Aq) 

in der Umgebung des Wertsystems y, =b,, ys = 05, ---, Yn: = 9,_4 
nach 4 aufgelést werden kann, d. h. daB, wenn irgend eine Punktreihe 
Mz Yo» U3 Y55°**>%,_1Y,—, aus der Umgebung der Reihe a,b,, a,b,,---,4,_15,_, 
gegeben ist, es méglich ist, 2 so zu bestimmen, daB das Integral (3) lings 
der aus den entsprechenden Lagrangeschen Kurven zusammengesetzten 
Kurve erstreckt, denselben Wert erhalt, wie wenn es iiber ¢ erstreckt 
wird. Wenn wir mit S, den Fliachenstreifen bezeichnen, der von den 
Kurven y= y(z) +h und y=y(x)—h und den Geraden x= 2, und 
“z= x, begrenzt ist, kénnen wir also den folgenden Satz aussprechen: 





- ha TH 


~ 
On 


=>. & 
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Hilfssatz 6. Es laépt sich eine positive Gripe h, so feststellen, da, 
wenn h<h,, zu jeder Punktrethe a,b,, @gYo, +++) Gy —1Yn—19 %q¥, innerhalb 
S, ein solcher Wert 2’ von 2 gehirt, daB jede zwei aufeinander folgende 
Punkte dieser Rethe vermittels regulirer Integralkurven von (4) mit der 
isoperimetrischen Konstante 2’ verbunden werden kinnen und daB die aus 
dieser Kurven zusammengesetzte, die Endpunkte von c verbindende Kurve 
dem Integrale (3) denselben Wert wie ¢ gibt. 

Wir bezeichnen mit 7, die Gesamtheit aller die Punkte 1 und 2 
verbindenden,- aus Integralkurven von (4) zusammengesetzten Kurven, die 
in der oben angegebenen Weise Punktreihen a, y,, 3%) - ++) G—1Yp—1 
innerhalb S, entsprechen. Ferner sei 4, die obere Grenze der zu diesen 
Kurven gehérigen Werten von | 4’ —A,'. 

Die GréBe 4, verschwindet offenbar gleichzeitig mit h, und da die 
Kurven 7), von Stiicken der Kurven y = #(2, 4,, Yj) 415 Yiz1» 4) (§ 5) 
zusammengesetzt sind, wo |y,—;| << h, !y;,;—9:4,|<h und |A—A)!<A,, 
so kénnen wir hieraus und aus der Regularitit der Funktion 

OL, My Yin Ug ay Yigrs Y 
in der Umgebung der Wertsysteme 
A, 0G, K=O, Har =Ga1, A= 
noch auf das Bestehen des folgenden Satzes schlieBen: 

Hilfssatz 7. Wenn die positiven GriBen @ und @’ noch so klein fest- 
gestellt worden sind, kann doch stets durch hinreichende Verkleinerung von h 
bewirkt werden, dap alle Kurven T,, der Gesamtheit T,,, angehoren. 

8. Wir wollen jetzt noch untersuchen, inwiefern sich die Stiicke der 
Kurven 7’, mit Feldern umgeben lassen, die dem Problem das Integral 


(11) fH, yy, Dae, 


wo A die zu der betrachteten Kurve gehérige isoperimetrische Konstante 
ist, zu einem absoluten Minimum zu machen entsprechen. Wir haben 
also das zwischen den Geraden x = a, und x= a,,, fallende Stiick einer 
Kurve y = (2, 4, Yi) 4:41) Vii» 4) zu untersuchen unter der Annahme, 
daB |y;—b,| <b, \¥i41— Dina! <b, |A— Ay] <A. 

Wenn wir 


O(a, a, ¥,+%, 419 Vina t%, 2) = P(4, Vis Y; $i» #) a) 
setzen, stellt offenbar die Gleichung y = (2, y,, ¥;,1, %, 4), wenn darin 
nur x als variabel angenommen wird, eine Schar von Integralkurven der 
Gleichung (4) dar, woraus die Kurve y = #(2, @;, Y;, G41) Yiga) 4) fiir 
x =Q hervorgeht. Ferner kann man unmittelbar aus der Definition von 
@ schlieBen 


C7] 7] 
M3 (x, bj, Dias 0, A) = ae (42> bi, Diss 0,9) =1. 
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Hieraus folgt weiter, nach dem Satze 2, daB die Ableitung 


a 
=e (x, b;, b.41, 0, Ag) 


im Intervalle z;<a<2;,, gréBer als Null bleibt und da p(z, y,, y;,,, %, 4) 
in der Umgebung der Wertsysteme x; < 2 < 2,,,, 9; =) Yi4. = 94.1; 
A=A, in bezug auf ihre simtlichen Argumente regular ist, ist es also 


méglich, eine positive GréBe ¢ so klein zu wihlen, daB die Ungleichung 


«= 0, 


(©, is Yig1y % 4) > O im Bereiche 


Ce ie aE lH —Ol<e, [Har —Barl<e, [el<e, |A—Al<e 
besteht. 


Mit m bezeichnen wir das Minimum von 2° (2, y,, Yi41>%, 4) in diesem 
ou * 


: ; : ‘ la | @ eq | 
Bereiche und mit M das Maximum der Summe *. + Pog + aT 
Si 1" E44 nit 








in demselben. Ist ¢, eine positive GréBe << und geniigen y,, y,,, und 4 
den Bedingungen 


a“ 


\ &y 





< 


Yi — 9) <a, [Har — Digs! <a, [A—dy 
hat man 

P(X, Vir Yin1y 9, 4) — p(x, bj, B41, 9, do)| < Me, 
fiir x,<x2<a;,,. Andrerseits ist aber, wenn ¢ = ¢ — ¢,, fiir dieselben 
Wertsysteme von y;,, y,,, und A 

P (Ly Vir Yigrs > 4) — PUL, Vis Yig1» 9, 4) > me, 
une 
P(Xs Vis Vinrs — fay 4) — Py Yin Yiga 9, 4) << — me. 

Bestimmen wir nun ¢, so, daB me, > Me, und setzen wir me, — Me, =4, 
wird also sicher 

P(X Vir Yirrr 2, 4) — P(x, 5, b,, 1,9, 49) > 4, 
fa P(%@, Yi, Year» — €a, 4) — p(x, b,, b,,,,9, Ay) <— é 

r 
HUSH, |H—-9) <a, [Higa — Big! <a, [A—Ag| <a. 
Dies besagt aber, daB die Kurven der Schar y = (x, y;, 9; ,,, %, 4), 

die den Werten von x zwischen —é, und +¢, entsprechen, das Gebiet, 
das von den Kurven y= y(x) +0 und y=y(x)—0 und den Geraden 
=x, und s=2;,,, begrenzt ist, vollstindig ausfiillen. Da sie eine 
Gesamtheit von Lagrangeschen Kurven mit derselben isoperimetrischen 
Konstante 4 sind, und die Ableitung oe (a, Vir Vina» *%, 4) fiir |x| <a, 
nicht verschwindet, so bilden diese Kurven in dem genannten Gebiete ein 
Feld im Sinne des Problems, das Integral (11) zu einem absoluten Mini- 
mum zu machen, das die Kurve y = 9 (z, y,, y;,;,0, 4) umgibt. Nehmen 
wir nun / kleiner als 6 und «, und noch so, daB auch 4, < ¢,, kann also 
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das zwischen den Geraden x = 2, und # = #,,, fallende Stiick jeder Kurve 
der Gesamtheit 7, mit einem solchen Felde umgeben werden, da der 
Teil von S,, der zwischen diese Geraden fiallt, vollstindig bedeckt wird. 
Wir kénnen also den folgenden Satz aussprechen: 

Hilfssatz 8. Es ldépt sich eine solche positive GriéBe h, bestimmen, 
dap, wenn h <h,, jedes einzelne Stiick einer Kurve der Gesamtheit T, mit 
der isoperimetrischen Konstante 4 mit einem Felde im Sinne des Problems, 
das Integral (11) zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben werden 
kann, und daB dieses Feld den Teil des Fliichenstreifens S, zwischen den 
Geraden x= 2, und x= &;,, vollstiindig ausfiillt. 

9. Indem wir unter fh, und h, die Konstante der Siitze 6 und 8 
verstehen, sei jetzt angenommen, dab h <h, und kh, ist und es sei ¢’ eine 
die Endpunkte von ¢ verbindende Kurve, die in ihrer ganzen Ausdehnung 
im Inneren von S, verliiuft und dem Integrale (3) denselben Wert wie 
e gibt. Nach dem Satze 6 gibt es sicher eine Kurve ¢’ der Gesamtheit 
T,, die durch die Schnittpunkte von ¢c’ mit den Geraden 


T= Ag, T= Ag,°°', T= Ay 
geht; es seien 4’, Ys’, --+, Yx_, die Ordinaten dieser Schnittpunkte. Ferner 
seien ¢; und ¢,” die Teile von ¢ und c’, die zwischen den Geraden x =a, 
und «= a,,, fallen, und 4’ der Wert von 4, der der Kurve ¢” entspricht. 
Die Kurvenschar y = (2, y;, Yi41, %, 4’) bildet dann ein das Kurven- 
stiick ¢,° umgebendes Feld im Sinne des Problems, das Integral 

J ‘A(x, y, ¥, #) dx 
zu einem absoluten Minimum zu machen, und dieses Feld bedeckt, zu- 
folge unserer obigen Annahme iiber die GréBe von h und nach dem 
Satze 8, vollstiindig aen Teil von S,, der zwischen den Geraden x = g;, 
und «= a;,, fallt. Wenn p,(2, y) die Funktion von x und y bedeutet, 
die in jedem Punkte eines solchen Gebietes mit der Ableitung der durch 
denselben gehenden Kurve des zugehérigen Feldes iibereinstimmt, hat 
man nach Paragraph 1 


f Hix, 9, ¥,%)— J H@, », y, Xda = JE (a, au, De @, Wy ¥) dex 


(§¢=1,2,---,n—1), 
wo die Funktion E die im Paragraph 2 definierte Funktion von 2, y, y’, p 
und 4 bedeutet. Wenn man die Summe beiderseits von ¢=1 bis ‘=n—1 
bildet und beachtet, daB ¢ und c” dem Integrale (3) denselben Wert 
erteilen, erhailt man hieraus 


(12) SF, Y, v)de— f F(a, Y, y)dx— E(a, YY, De(e,y), A )da. 
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In der rechten Seite dieser Gleichung sind nun noch 2’ und p,(2, y) 
GréBen, die von der Gestalt der Kurve c’ abhiingen. Diese Abhiingigkeit 
hat aber jetzt nicht mehr denselben Charakter, wie die Abhiingigkeit der 
Funktionen A(x) und p(x) von e¢ in der Gleichung (5), sondern wir 
kénnen jetzt auf Grund der erhaltenen Gleichung Schliisse machen, die 
denen des Paragraphen 1 analog sind. 

Zuniichst sei folgendes hinsichtlich der Funktion E (a, y, y’, p, 4) 
bemerkt. 

Aus der Voraussetzung (b) folgt erstens, wie schon im Paragraph 2 
gezeigt wurde, daB, wenn ¢, eine hinreichend kleine positive Konstante 
ist, die Funktion E (a, y, y’, p, 4) im Bereiche 
@,<2<%, |y—y(x)|<4&, |y—y'(@)|<4&, |p—y(@) <4, [A—dy| <a, 
positiv bleibt und nur fiir y’ =p verschwindet. Andrerseits wird diese 
Funktion zufolge der Voraussetzung (c) fiir 

t,<a<a, y=y(2), a<|y—y¥(@)|<e, p=y (x), 4= 
positiv, ohne zu verschwinden, und da sie in der Umgebung dieser Wert- 
systeme stetig ist, so kann man eine solche positive Konstante «, finden, 
daB sie noch im Bereiche 


a <a<ay, | y—y()| <4, &<|y¥—y'(®) |<e0, P—y'(#) | <t2, | Ad |< 
positiv wird, ohne zu verschwinden. Wenn «, < «, und «, wird also die 
Funktion E(a, y, y, p, 4) im ganzen Bereiche 
€,<4<ay, |y—y(@)| <4, |¥—¥'(@) |<, |p—¥' (2) (<8, |A—Ag|<és 
positiv und verschwindet nur fiir p= y’. 
Nun ist es offenbar, da | 4° — 4,| <4, und die Funktion 
gy (2, Yir Yizrr * A) 
fiir jedes ¢ in der Umgebung der Wertsysteme 
4<2< Leis Y= b;, ae i Disa» x=0, A=A, 
regular ist, méglich, 7, so klein zu bestimmen, daB, wenn h < y, und ¢’ 
im Inneren von S, verliiuft, erstens | 2’ — 4,|< «, und zweitens in jedem 
Punkte von ¢ die Ungleichung |p, (x, y) — y'(x)|< 8 besteht. Wenn 
@ <4, und ¢, und ¢ der Gesamtheit 7 ve’ Mgehdrt, wird also 
E(@, y, ¥'; Be @, W, ¥’) 
in jedem Punkte von c’ positiv und die Gleichung (12) gibt uns folglich 


JE, Y; y) dx —f F(a, Y; y)dx = 0, 
wobei die Gleichheit nur dann besteht, wenn c’ und c” zusammenfallen. 
Ferner sei nun noch daran erinnert, daB nach Paragraph 2 ¢ sicher 
schwaches relatives Minimum des Integrals (1) ergibt. Bedenken wir, 
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daB es nach dem Satze 7 stets méglich ist, durch hinreichende Ver- 
kleinerung von hk zu bewirken, daB alle Kurven der Gesamtheit 7), einer 
noch so beschriinkten Kurvengesamtheit 7, p angehdren, so ist es also 
miglich, eine solche positive Zahl y, zu finden, daB, wenn h < yg, alle 
Kurven 7, zu den Kurven gehéren, im Vergleich mit welchen das 
Minimum besteht. Ist h< 4. und verliiuft c in dem Gebiete S,, hat 
man folglich 


f ‘F(a, y, yaa —f ‘F(a, 9, ¥,)dx > 0, 


wobei wieder die Gleichheit nur dann besteht, wenn ¢” mit ¢ zusammen- 

fallt. Wenn 0 < %,, 7 und ¢,, hat man also fiir jede Kurve c’ der Ge- 
° J 

samtheit 77, 


{F(e, 9, y)d« —f F(a, y,y)dx > 0, 


und wir gelangen somit schlieBlich, indem wir von dem Ausnahmefalle wo 
der Ausdruck (9) auf ¢ identisch verschwindet absehen, zu dem folgen- 
den Satze: 

O(y, @) 
O(u, 4) 
%LtL%, w=, A—A 


Wenn die Funktionaldeterminante fiir jedes Wertsystem 


A2 
und die Ableitung aa (x, y, y’, A) fiir alle Wertsysteme 


%<St<%, y=y@), Y=y@, 4=% 
von Null verschieden sind und die Funktion E(a, y, y’, p, 4) im Bereiche 
@,<i<%, y=y(a), |y¥—y¥(@)|<o, p=y(@), 4=4 
dasselbe Vorzeichen behilt und nur dann verschwindet, wenn y’ = y (x), so 
kann stets @ so klein gewihlt werden, daB die Kurve c im Vergleich mit 
den Kurven der Gesamtheit T, os relatives Extremum des Integrals (1) ergibt. 
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A characteristic property of isothermal systems of curves. 


By 
Epwarp Kasner of New York. 


In connection with a given simply infinite system of curves, either 
in the plane or in space, we may consider the doubly infinite system 
composed of all the isogonal trajectories of the given system. The question 
then suggests itself: When will this doubly infinite system be linear, that 
is, expressible by an equation of the first degree in the two parameters 
involved? The answer brings to light a new characteristic property of 
isothermal systems: 

The co* isogonal trajectories constitute a linear (two-parameter) system 
when, and only when, the given system is isothermal 

We note in the first place that all the properties considered are 
invariant under conformal transformation. Hence in the discussion it will 
be sufficient to consider systems in the plane. For, any system in space, 
as well as the isogonal trajectories, determines a surface, and every surface 
may be represented conformally on the plane. 

The proof of the first part of the theorem is simple. Any isothermal 
system may be conformally transformed into a system of parallel straight 
lines. The isogonal trajectories of the given system are thus converted 
into the isogonal trajectories of the parallel lines, that is, into the totality 
of straight lines. Remembering that a linear system may be defined as 
one which is equivalent, under the group of all point-transformations, to 
the totality of straight lines, it follows that the isogonal trajectories of 
the isothermal system form a linear system. It is easy to confirm this 
analytically. Let the isothermal system, in terms of its thermometric 
parameter be 

(x, y) = const., 
so that ® is an harmonic function. Then if ¥(z,y) is the conjugate 
harmonic function, the isogonal trajectories are 


® + const. ¥ = const. 





— iO Cl 
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We pass now to the second part of the theorem, whose proof is 
not so evident. If the differential equation of the given system is 
(1) y¥=f(@,9), 
then that of the isogonal trajectories is 

» At¥I)G+Yh) 
f-—aa 
where the subscripts denote partial differentiation. The discussion is 
simplified by putting 
f = tan F; 

the equation of the given system is then 
(2) y = tan F, 
and that of the trajectories is 
(3) y= (t+y") F.t+yF,). 

We make use now of a fundamental theorem due to S. Lie and 
R. Liouville*): The differential equation of any linear two-parameter 
system of curves, 

f,(«, y) + const. f(x, y) + const. f3(x, y) = 0, 
is of the form 
y = Ay? + By? + Cy’ + D, 
where A, B, C, D are functions of xz, y fulfilling the conditions: 
, 1 8a 1 2 
— D(AC+A,) =0, 
” 2 

(4") —(AC+4), + (AD+5B,—5C,), + BAD +5 B,—5C,) 
— A(BD—D,) = 0; 
these conditions are also sufficient. 

Applying the conditions to (3), we obtain, for the determination 


of F’, two partial differential equations of the third order, which may 
be written 


(5’) A+ 2F,A =0, 
(5”) 4, —2F,4A=0, 
where 

A=F,,+ F 


The discussion of these equation may be carried out without difficulty. 


*) J. éc. polyt., cah. 57 (1887), p. 219. Liouville does not refer to Lie, but the 
latter, according to Vessiot’s report in the Encykl. der Math. (IIA 4b, p. 287), con- 
sidered the same question in the Norw. Arch. for 1883. 
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Differentiating the first with respect to y and the second with respect 
to x and subtracting the results, we have 
FA, + FA, + 4? = 0. 

Eliminating A, and A, from this equation by means of (5’) and (5”), it 
follows that A*’—0O. Hence the equations (5’), (5”) can be satisfied 
simultaneously only by A = 0, that is, by 

F,, + F,, = 9. 
From this it follows, according to a theorem of Lie*), that the given 
system (1) must be isothermal. This completes the proof of the theorem 
stated at the beginning. 

Incidentally, the previous discussion suggests the answer to a question 
which is of interest in itself. The conditions (4’), (4”) above determine 
the differential equations of the second order which are equivalent, under 
the group of all point-transformations, to y” = 0. We inquire now under 
what conditions a differential equation is conformally equivalent to y” = 0. 
It is necessary and sufficient that the equation should represent the iso- 
gonal trajectories of an isothermal system, that is, it must be of the 
form (3) and in addition F’ must be an harmonic function. This result 
may be restated as follows: 

The necessary and sufficient condition in order that a differential equation 
of the second order shall be equivalent, under the infinite group of conformal 
transformations, to the equation y” =O, is that it be of the form 

y" = Ay’*+ By? + Cy’ + D, 
where the coefficients are functions of x, y such that 
A=C, B=D, A;—B,=0, A,+ B,=0. 
An equation of this type may be integrated by means of three 


quadratures. First determine the function F' as the integral of the exact 
differential 
Ady + Bdz; 
then integrate the equation 
y' = tan (F+a), 
which for every value of the constant a represents an isothermal system, 
by Lie’s method**) involving two quadratures. 


New York, December 1903. 
*) Lie-Scheffers, Differentialgleichungen, p. 157. 


**) Lie-Scheffers, ibid. There is however a simpler method, namely the intro 
duction of minimal coordinates, which involves but one quadrature. 
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Les séries de factorielles et les opérations fondamentales. 
Par 


Niets Nievsen 4 Copenhague. 


Dans son graud Mémoire sur les intégrales eulériennes Binet*) a re- 
marqué en passant que les séries de factorielles, soumises aux opérations 
fondamentales du calcul aux différences finies, nous conduiront a des 
résultats tres simples. En effet, on pourra dire, nous le verrons plus bas 
dans le § 5, que les séries de factorielles sont, de ce point de vue, 
formellement les séries de puissances négatives entiéres du calcul aux 
différences finies; mais cette analogie n’est pas générale, comme le montre 
clairement le § 6 du Mémoire que voici. 

Binet fait remarquer aussi que les séries de factorielles, soumises 
aux deux opérations fondamentales de l’Analyse, savoir la différentiation 
et Vintégration, nous ne conduiront pas a des résultats simples. En effet, 
Binet n’a possédé aucun moyen général pour une étude approfondie de 
telles questions parce qu’il n’a connu aucune théorie générale des séries 
de factorielles. 

Dans des publications récentes**) j’ai donné les fondements d’une 
telle théorie générale et je me suis propossé d’étudier dans le Mémoire 
que voici les opérations fondamentales effectuées sur une série de fac- 
torielles. 

Généralement on pourra dire que les deux opérations fondamentales 
susdites de l’Analyse sont des opérations naturelles pour une série de 
puissances, ce qui n’a pas lieu pour les deux opérations fondamentales 
correspondantes du calcul aux différences finies. En effet, dans une 
Note***) récente j’ai démontré que l’intégration finie d’une série de puissances 
ne peut pas étre effectuée généralement terme a terme dans le sens ordi- 


*) Journal de I’Keole polytechnique, cahier 27, p. 126; 1839. 
-**) Comptes rendus 30 décember 1901; 20 janvier 1902. Annales de 1’Ecole 
Normale (3) t. 19, p. 409—453; 1902, 
*“**) Mathematische Annalen, t. 59, p. 103; 1904. 
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naire de ce mot. Voila certainement la raison du fait que l’Analyse a 
dominé entiérement pendant le siécle passé, tandis que le calcul aux 
différences finies n’a fait aucun progrés considérable dans la méme époque, 
ce qui est trés regrettable, parce que la définition naturelle et systématique 
de plusieurs fonctions fondamentales est impossible sans appliquer des 
équations aux différences finies. Nous nous bornerons a citer ici la 
fonction gamma, les fonctions sphériques et cylindriques. 

Inversement, les deux opérations fondamentales du calcul aux diffé- 
rences finies sont des opérations naturelles pour une série de factorielles 
tandis que les opérations correspondantes de l’Analyse sont beaucoup 
plus difficiles; mais ces deux derniéres opérations peuvent étre effectuées 
généralement terme a terme et les fonctions ainsi obtenues sont dévelop- 
pables dans une série de factorielles aussi. 


§ 1. 
Les fonctions développables en série de factorielles. 


Dans mes recherches générales sur les séries de factorielles de cette 
forme 


NO sb, 
(1) 2(2) = 2 set -@+s)’ 


s=0 





od les coefficients b, sont indépendants de z, j'ai démontré qu’une fonc- 
tion, développable dans une telle série, doit satisfaire 4 ces conditions 
nécessaires et suffisantes a la fois:*) 

1° La fonction Q(x) doit se présenter sous forme d’une certaine inté- 


grale définie, savoir: 
1 
(2) Q(x) =f p(te-*at, 
0 


od la fontion g(t), la fonction génératrice de Q(x), est holomorphe aux 
environs du point ¢= 1; de plus, le rayon de convergence de la série de 
puissances correspondante 
(3) Pr. ee 
nib, — (—1)"9(1) 

od les coefficients b, doivent étre les mémes qui figurent dans (1), est 
égal a lunité au moins. 

2° Le point t=O peut étre point singulier de g(t) mais tel que 
g(t) a, pour ¢= + 0, des dérivées d’un ordre quelconque, et de plus, soit 


*) Annales de l'Ecole Normale (3) t. 19, p. 419; 1902. 
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p)(#) la premiere de ces dérivées, p designant un positif entier fini, qui 
est infinie pour ¢=+0, il doit étre possible de déterminer un nombre 
réel 4, qui ne surpasse pas une certaine limite, tel que 


. 0 
(4) Jim |#+7- gO)|—= { 


selon que R(x) 21. Nous désignons toujours ce nombre 4 comme le premier 
nombre caractéristique de g(t). 

Cela posé, on peut démontrer*) qu'il est possible de déterminer un 
positif entier N si grand que, dans tout Vintervalle 0 << ¢< 1, nous aurons 
pour »> N 
(5) te. gP(Q| SF 

F@+n+)|>SF 


selon que R(x) 2A, tandis que « et L dtrignent deux quantités positives 
aussi petite weedeat aussi grande qu’on le veut. 

Dans le cas particulier, ot la fonction g(1—#) n’a pas sur la cir- 
conférence du cercle |¢/= 1 d'autres points singuliers outre ¢= 1, les 
inégalités (5) sont vraies pour ¢ = 1 encore. 

Supposons que ¢=0 soit point ordinaire de g(t), nous pouvons 
dans (4) et (5) admettre 4 = — p, od p désigne un positif entier fini mais 
aussi grand qu’on le veut. | 

Considérons maintenant le cas général, oh gp(1—?) a d'autres points 
singuliers, outre ¢= 1, situés sur la circonférence susdite, il doit étre 
possible de déterminer un autre nombre réel 4’ qui ne surpasse pas une 
certaine limite et tel que, avec les mémes désignations que dans (5) 








(5>i8) | g”)(1) < . 


refn+i|> 2K’ 


selon que R(x) 22’; ce nombre 4’ est désigné comme le second nombre 
caractéristique de g(t). 

Quant a la convergence de la série de factorielles (1), elle présente 
des propriétés trés singuliéres, nous le verrons plus bas. Généralement 
nous définissons le champ de convergence de la série (1) comme la partie 
du plan des x, ov cette autre série infinie 


Qa) _ 8!b, 
T(@) Sater Fe+s+i) 


est convergente. On voit en vérité que cette série nouvelle et la série Q(x) 
elle-méme seront en méme temps convergentes ou divergentes a l'exception 


*) Annales de I’'Ecole Normale (3) t. 19, p. 421; 1902. 
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dans les points isolés 0, —1, —2, —3,--- situés peut-étre dans le 
champ susdit. 

Cela posé, nous avons démontré cette proposition intéressante con- 
cernant la convergence de Q(z): 

La série Q(x) est divergente dans les points isolés 0, —1,—2,—3,--- 
situés dans son champ de convergence; mais, designons par « une quantité 
positive aussi petite quon le veut, la série Q(x—@), o% @ désigne un des 
points susdits, sera convergente, pourvu que |x—a@|> «. 

C’est-a-dire que la limite du champ de convergence de Q(x) n’est pas 
déterminée nécessairement par le premier point singulier de la fonction. 

Il est trés facile de démontrer cette autre proposition aussi: 

Supposons finis tous les termes de Q(x), la série Q(x’) sera absolument 
convergente, pourvu que R(a’ —x)> 1. 

En effet, posons 


— 1-2-3---(n—1)- : -—") 
r,@= x(a -+1)---(«@+n—1)’ lim r, (2) =V(2), 
nous aurons immédiatement, en posant x = & + in, w = & + in, 
| w(v-+1)---(@+n—1) |_ |F,(@)| ee 
(6) | ao’ (a +-1)--- (a + n—1) ~ 17, (a) “fs , 


et voila la démonstration de la proposition susdite. 

Comme corrollaire de notre proposition ainsi démontrée nous avons 
cette autre: 

Supposons développable en série de la forme (1) une fonction donnee, 
un tel développement ne peut étre effectué que dune seule manieére. 

En effet, si dans l’identité 


8s=@ s=@ 


s!b, “*. sib’ 
(«) genes --(@+8) => x(x+1)--+(a+s) 
s=0 


s=0 


les deux séries de factorielles sont convergentes toutes les deux pour 7 = a, 
ces deux série sont certainement absolument convergentes dans tout le 
demi-plan défini par linégalité R(x) > R(w)+ 1. Cela posé, mul- 
tiplions par x les deux membres de (@), puis mettons R(x) = + co, ce 
qui est permis, nous aurons ), = ),, et ainsi de suite. 

Combinons encore les formules (1), (5"*) et (6), nous trouvons cette 
autre proposition due a M. Pincherle:*) 

La série de factorielles Q(x) est certainement absolument convergente 
dans le demi-plan défini par Vinégalité R(x) > 4 +1. 


*) Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei, février 1902. 
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§ 2. 


Champ de convergence d’une série de factorielles. 


Déterminons maintenant, avec plus de détails que dans mon premier 
Mémoire, le champ de convergence d'une série de factorielles de la forme (1). 
A cet égard nous avons & prendre comme point de départ la formule (2); 
nous aurons en intégrant par parties 


- : q- s!b. 
(4) 2(z) -> a(a+1)---(@+s) + R,(«), 


s=0 


ol nous avons posé pour abreger 
1 


n+1 
wn) R, (x) 7 mee ae :(a-+-n) fomrnqerrrat 
0 

La formule (7) n'est démontrée que dans le cas, ot nous avons sup- 
posé a la fois R(x) > 0 et R(x) >A, il est vrai; mais, prenons comme 
point de départ la formule (1), nous verrons que le terme de reste R, (x) 
s’exprime toujours a l'aide de (7"%°). 

Cela posé, appliquons les formules (4), (5) et (5"*), nous aurons 
immédiatement cette valeur limite 
(8) lim | R,(#)| = 0, 

n=@ 
pourvu que nous ayons a la fois R(#) >A et R(x) >A’, ce qui donnera, 
en vertu de la proposition de M. Pincherle, cette inégalité 
(9) a<a' ti, 
tandis que nous avons démontré ce théoreme général: 

La limite du champ de convergence d'une serie de factorielles est une 
ligne droite perpendiculaire @ Vaxe des nombres reels; cest la méme chose 
avec la limite du champ de convergence absolue de la série susdite. 

Ce résultat a été indiqué sans démonstration par M. Jensen dans 
son excellent Mémoire sur la fonction gamma.*) De plus, nous aurons 
cette autre proposition intéressante: 

La distance des deux lignes paralléles susdites ne peut jamais étre plus 
grande que Vunité. La convergence dune série de factorielles est towours 
uniforme et la somme d'une telle série est une fonction analytique de x, méme 
dans la bande susdite, ot la convergence n'est pas absolue. 

Discutons maintenant tous les cas différents dépendants de la grandeur 
des deux nombres caractéristiques 4 et 2’: 





*) Nyt Tidsskrift for Matematik t. IIB; 1891. 
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1° Le rayon de convergence de la série de puissances obtenue pour 
p(1—t) est plus grand que Vunité, le champ de convergence de Q(x) est 
tout le plan des x. 
Considérons par exemple la fonction 
1 x 1 1 1 
6@) ——+D,8(5,5)—-5-stitap— 


nous aurons cette expression intégrale 


(10) pe) = f fat, 


ce qui donnera la série de factorielles: 


is NO s! 1 
al 6) — > seta ets FF 
s=0 


résultat qui peut étre démontré aisément d’un point de vue élémen- 
taire*) aussi. 

2° 24’ >A; la série Q(x) est convergente, pourvu que R(x) > a’ et non 
absolument convergente dans la bande 14’ < R(x) < a’ +1. 

Prenons comme premier exemple la fonction 





1 
le 2 A _ 1 1 
(11) A) -(—3 “g' ate spite spat 
0 


nous aurons 


&s=@ 


is mee (—1)*s! 
(11° ) B, (x) - > aatn— ets’ R(x) > 0. 


s=0 





Comme second exemple considérons la fonction 


1 


1 
So or 
x t aie 
6(5) - [Fe a. frat, 
° ° 
nous aurons cette série de factorielles 


. 2s+1 
s=e g!sin + bd 


(12) B(5) — B(2) => ze+1)- ~ Gye Re)>0. 








3° A’ = A—x, 01 O<x<1; Q(x) est convergente, pourvu que R(x) > A, 
et non absolument convergente dans la bande 1< R(x) <A+1—x. 


*) Rivista trimestral di Matematicas (sous_ presse). 
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4° 2 =A—1; Q(x) est toujours absolument convergente, pourvu que 
R(x) >A. 

Poson’ comme premier exemple g(t) = ¢-”, nous aurons cette formule 
élémentaire, due a Stirling: 





1 1, So(o+1)---(o+s—1) 
(8) See St Sern et’ Be)> REO). 
s+1 


Pour obtenir un exemple plus général désignons par y(t) une fonction 
génératrice qui satisfait aux conditions énumérées dans le § 1 et qui est 
de plus holomorphe aux environs du point ¢=0, puis mettons 


(14) Q(x) = f w(t)t-*- #-Aat, 


nous aurons 
1 
Q(2)— 2 — f (o—poyt-e. tat, 
0 


ce qui donnera pour la nouvelle fonction génératrice 
p(t) = (¥O—gO)t-° 


le premier nombre caractéristique égal 4 R(w)—1; c’est-a-dire que la 
série de factorielles obtenue pour la fonction (14) est convergente et cela 
toujours absolument, pourvu que Ri(«—@)> 0. 
En nous s’appuyant sur nos résultats précédents, nous déduirons 
immédiatement une proposition intéressante concernant la série de Taylor. 
Supposons en effet que dans cette série de puissances, dont le rayon 
de convergence est égal a r > 1, 


f(X) = dy + a,x + ayx* + aga’ + --- 


les coefficients a, satisfassent a cette condition 


\n-*-a,,| pour n> N, 


g 
> E’ 
selon que a@2A’. De plus, supposons que f(x) ait sur la circonférence 
du cercle |#| =r des points singuliers 

%=rds, gmrels, 2 = re'%, 


tels que dans ces points les dérivées f(x), f(x), ---, f(x) prises au 
rayon passant par le point x, existent et supposons que parmi ces déri- 
vées f»)(x) soit la premiére qui deviendra infinie mais de sorte que 








Niets Nrevsen. 
lim | 9°+?n f—)((r — gye@n)| mf? 
e=+0 is \ oo 

selon que «2 4,, nous aurons cette proposition: 


Les nombres i, et i ainsi définies satisfont tous a la condition 
a f 41. 


§ 3. 
Addition et multiplication de deux séries de factorielles. 
Considérons maintenant ces deux séries de factorielles 


s=@ 
' 
s!b, 


Q(x) -> ze+i) +s)? R(x) >A, 


s=0 


wo s!¢, , 
2, (a) -> a(e+1)---(a-+s)? Ra) >N, 
s=0 


ou bien, comme intégrales définies, 


(15) 


1 1 
(15”*) Q(x) — f p(t)t=- tat, Q, (x) =f y(t)t*- dt, 
0 0 


tandis que nous désignons par 4 et 4’ respectivement par 4, et A,’ les 
deux classes de nombres caractéristiques des fonctions génératrices g(t) 
et w(t). 

Cela posé, on effectuera immédiatement l’addition et la soustraction 
des deux séries de factorielles Q(x) et Q2,(x), tandis que la multiplication 
de ces deux séries est beaucoup plus difficile. Or, en m’appuyant sur les 
résultats précédents, j'ai démontré récemment ce théoreme général:*) 

Le produit Q(x) - Q,(a) est toujours développable en série de factorielles 
qui est convergente, pourvu que nous ayons a la fois 

Riz) >0, Riw)>A, Ra) >A, 
conditions qui sont toujours suffisantes et généralement neécessaires aussi. 

Mais naturellement |’expression générale des coefficients de la série 
de factorielles ainsi obtenue, a l'aide des coefficients donnés b, et ¢,, 
deviendra tres compliquée. Posons 

s=@ 


f s! A, 
” 22) Ae) — Disern eH 


s=1 


nous aurons généralement 


*) Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei, 17 janvier 1904 
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(166) A, = >) 0-981 4 Brine 
s=0 


ot nous avons posé pour abréger 
p=r 
=" r+p 
B= >'( : i 
p=0 
Quant a la fonction génératrice du produit Q(x) - Q,(x), nous aurons 
cette expression élégante 


(17) Q(x) A(x) =f X(t Mat, 
0 


ot nous avons posé pour abréger 


1 1 
(178) X(t) = fo (<) ; A dea - fo (=) . ¥© da, 
t ‘ 


formule qui nous fournit un moyen pratique pour former la série de 
factorielles (16), dont nous avons déterminé en avant le champ de con- 
vergence. 

Considérons comme premier exemple la fonction B(x) introduite dans la 
formule (10), nous aurons, en vertu de (17"*), cette formule particuliére 


1 
(18) (Bia)? = { See T 9 Sees Net. sas, 
0 





que j'ai démontrée récemment par un calcul direct*) aussi; nous trouvons 
ici cette série de factorielles: 


s=@ 
°* 1 


(19) (Gay =— D sett wane? BO>°, 


s=1 


qui est toujours absolument convergente. 
Considérons encore la fonction £,(x) introduite dans (11), nous aurons 





1 
(20) (B, (x)? = ] —aS—-S—_ a -t?-1dt, 
% 
ce qui donnera cette série de factorielles 
> ~ stb, 
(21) (B,(@))* — Duets ete? R@)>29, 


*) Annali di Matematica (3), t. 9, p. 203; 1903, 
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od nous avons posé pour abréger 


s=n 


bis hm 1 3 
(21 ) n = $- gt—e+! 


Or, nous avons évidemment 


|b, |<2- > aati <2- >; sori tay: TF hn 5a 


s=r+i1 


ce qui donnera cette valeur ween 
|bal <ae + G3 
a0 r+1’ 

n—1 ] : : , 
choisissons maintenant r = > »*=—z, Selon que » est pair ou impair, 
nous aurons ces deux nombres caractéristiques de la fonction génératrice 
correspondante: 1=0, A’=—1; c’est-a-dire que la série de factorielles 
(21) est toujours absolument convergente dans son champ de convergence. 

Nous aurons enfin cette autre formule 


log (2—# 1 1+2%)—1 2—1 t 
(22) B(x) B, (a) - fi et 0g Se° . ge- 1dt, 


ce qui donnera ce développement en série de factorielles 
s=@ 10, 

(23) B(2) 8, (2) = > saxntere R@) >, 
s=1 

ot nous avons posé pour abréger 


(23%) , = > mi (1-1-3) 


c'est-a-dire que la série de factorielles (23) est toujours absolument con- 
vergente dans son champ de convergence. 

Comme une autre application de notre théorie de la multiplication 
de deux séries de factorielles, posons dans (16) c, = 1, c, = 0 pour s>1, 
nous aurons particuliérement 


Q(a) =<, 


d’ou, en vertu de (16), cette formule remarquable 
ST GAD +O +---+5,) 
oe 2) = & @E e+) FEN 
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qui est certainement valable, pourvu que nous ayons 4 la fois 


(24bi8) R(x) >0, R(x) >A. 
Nous aurons par exemple 
( paren s+1 


s! 2 sin? —" mn 


B (5) -0¢)= 2 (@+1) @+2)---(@+s+1)’ 


s=o@ 


(25) «) = 7 os 
aii Mt +N E+--@+etl) tt? 














_ NO (2s)! _ 
0) — > epnety-eFety’ 
#=0 


séries particuliéres qui sont absolument convergentes toutes les trois, pourvu 
, que R(x) > 0. 

La série nouvelle ainsi obtenue pour A(x) est une conséquence de 
cette équation aux différences finies 


1 
B(c) — + — p(w +1); 
en effet, mettons dans (10) «+1 au lieu de z, puis dans (13) o=1 
et «+1 au lieu de z, nous retrouvons la série susdite; de plus, la série 
obtenue pour #,(x) est une conséquence immédiate de (11°). 


Considérons encore, 4 cause du résultat remarquable, cette autre 
série déduite directement de (11) 





(26) 1-(@—1)A,(@-1) - S LSPS, R@>1, 
s=0 


nous aurons immédiatement 


s=@ 


. si(1—2+4+38—--.-+4+(—1)*(s+1 

(2) 1—(@—-1)6(e-1) = Sas every), 
R(x) > 0; 

: cest-2-dire que la série nouvelle (26) est convergente encore dans la 

, bande 0 << R(x) <1, od la série (26) elle-méme et divergente. 

Cela posé, les exemples que nous venons de traiter montrent claire- 
ment la vérité de cette proposition, trés singulitre, ce me semble: 

Il peut arriver que la série de factorielles obtenue pour le produit 
Q(x) - Q,(x) deviendra absolument convergente dans la bande du plan des x, 
ou un ou deux des facteurs susdits ne sont représentés que par une série 
non absolument convergente. De plus, il peut arriver que la série susdite 
deviendra convergente hors du champ commun de convergence des deux facteurs. 
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§ 4. 
Différentiation et intégration d’une série de factorielles. 


Une série de factorielles peut étre différentiée et intégrée terme 4 
terme dans tout son champ de convergence, parce qu'elle est toujours 
uniformément convergente, ce qui a lieu aussi pour les deux nouvelles 
séries ainsi obtenues. Ici nous avons a chercher les développements en 
séries de factorielles de Q(x) et de J Q(x) dx. 


Considérons d’abord la dérivée Q@)(2), nous aurons, en vertu de (2), 
1 
(27) QN(2) = fv) dt, v(t) — p(t) log t, 
9 


de sorte que la nouvelle fonction génératrices y(t) a généralement dans 
¢=0 un point critique; le nombre caractéristique correspondant 4, deviendra 
égal au plus grand des deux nombres 0 et 4. 


Quant au second nombre caractéristique 2,’ de w(t), nous aurons 
d’abord 
b 


(—1)" y(1) = — n! Bana, Ons by ‘ 
bai (1) = — 0! (= — + +--+ =), 221; 





n 


car nous avons généralement b, = (—1)*g(1). Désignons maintenant 
par r un positif entier qui deviendra infiniment grand avec » mais telque 


; r 
lim (=) = 0, 
n=o \n" 


2 +, “a: . . 
od é désigne une quantite positive aussi petite qu’on le veut, nous aurons 
une identité de cette forme 


1 n) (11 Kn'*® fl 1 ' _ 
gle i tt st tee 


ot K et K’ désignent deux quantités positives finies; c’est-i-dire que 4,’ 
doit étre égal au plus grand des deux nombres —1 et 4’, de sorte que 
nous avons démontré ce théoreéme général: 

La dérivée d’une série de factorielles Q(x) est développable en série de 
factorielles comme suit: 





- b,_4 b,_¢ by 
(28) QO (a) = -> Ske wae 


s=1 


série qui est convergente dans la partie du champ de convergence de Q(x) 
qui est située ad droite de Vaxe des nombres purement imaginaires. 
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Les coefficients de la série (28) deviendront assez compliqués méme 
pour les simples fonctions que nous avons introduites dans les deux pera- 
graphes précédents. 

Quant a lintégrale indéfinie de Q(#), nous avons immédiatement 


1 
(29) | Q(x) da — by log x + K = z(t) t*-1dt, 
0 


ot K désigne une constante arbitraire, tandis que nous avons posé pour 
abréger 
‘QQbis \_ ¥H)—91)_ o®—9(l) 1-t 
(29"") z(t) = = logt 1—¢ logit’ 
ce qui montre que y(t) a dans ¢= 0 un point singulier, dont le nombre 
caractéristique 4” est généralement égal au plus grand des deux nombres 
0 et a. 

Pour déterminer le second nombre caractéristique 4,” de y(t) nous 
aurons évidemment 


(—1)"g(1) = (Dix —O),.0— 2! >! 2s (Ds (Gotz). 


s=0 





Cela posé, une formule bien connue*) donnera 





t=" (—1)'(") gn 
(«) Dr (eG=s),ne7 aT cnt) say" 
pase ( 8 ) 
od les coefficients C; sont les nombres de Stirling, savoir les nombres 
positifs entiers définis 4 l’aide de cette identité 
(30) 2(a+1)---(a+p—1) = Core + Char-'+...4 Char-"+---4+ Cp-ta. 
Désignons maintenant par P,, l’expression figurant au second membre 
de (a), nous verrons qu'il est possible de déterminer un nombre positif 


fini K tel que ; 
q |P,|<(n—1)! K, 
ce qui donnera immédiatement cette autre mégalité 
s=n-1 b 
(1)|< K’nt S! 23, 
s=0 


oi K’ désigne un nouveau nombre positif fini, de sorte que le second 
ee ” a. , 

nombre caractéristique 4,” est généralement égal au plus grand des deux 

nombres — 1 et 4’; c’est-a-dire que nous avons démontré cet autre théoréme 

général: 


*) Voir par exemple Schlimilch: Compendium, t. II, p, 15; 1879. 
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La fonction Jf 2@) dx — b, log x est développable en série de factorielles 
comme suit 


. 3 81(b, P, +b, P,_ +--+), 
(31) [r@ac— log = > ( os “Eta + fo) 





série qui est convergente dans la partie du champ de convergence de la série 
Q(x) qui est située a droite de Vaxe des nombres purement imaginaires. 

On voit que les expressions générales des coefficients de la série (31) 
sont trés compliquées; mais, aprés avoir démontré la possibilité du 
développement en série de factorielles de la fonction susdite, nous avons 
a étudier dans le § 7 ce probleme d’un autre point de vue. 


§ 5. 
Différentiation et intégration finie de Q(z). 


Remarquons que 2(2 + 1) est absolument convergente dans tout le 
champ de convergence de Q(x), nous aurons immédiatement ce théoreéme 
—“-* 

La différence AQ(x) = Q(a+1) — Q(x) dune série de factorielles est 
développable en série de factorielles comme suit: 


s=@ 


(s+ 1)!b, 
(32) AQ(¢)=— Diaepn ee tatiy 
s=0 


série qui a le méme champ de convergence que Q(x). 
Supposons ensuite 





Q(a) = fo e-*at, 


nous aurons immédiatement 
1 
(32%) AQ(x) = f p(t) (t—1) #- "at 
0 


Quant a l’opération inverse A-'Q(x), nous aurons immédiatement, 
en vertu de (32), cette formule 


2 by s=@ s!b,44 
& '(@-2)--> ate 
0 


s= 





od la nouvelle série de factorielles est convergente dans tout le champ de 
convergence de Q(z). 
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Or, lopération A~' effectuée sur une somme finie étant distributive, 
nous aurons | 


b 
A-* (Q(x) — 3) = A-1Q(x) — 4,44, 


Ss 


ou la derniére intégration finie nous conduira a la fonction ¥(x) de Gauss, 
savoir la fonction 


(33) W(x) = D, log F(#) =— C+ > (Gaa-sa)> 
s=0 


ot C désigne la constante d’ Euler. 
Cela posé, nous avons démontré cet autre théoréme général: 
Pour Vintegrale finie de Q(x), nous obtenons cette expression 





)-@FH 
ow la nouvelle série de factorielles a le méme champ de convergence que 
Q(x), tandis que J(a) désigne une fonction arbitraire de x assujettie seule- 
ment a satisfaire a cette condition de périodicité J(x+1) = J(x). 

Quant 4 la représentation intégrale de A~'Q(x), nous aurons tout 


d’abord 


1 
Q(z) 22 = f (po — paye-tat, 
0 


sx @ 1b 
(34) A-!Q(2) = b)¥(2) + >) 5G 7 ees + I(x), . 
s=0 


— ~ ae 


ce qui donnera, en vertu de (32”*) et (34), 
1 
1) — g(t) - 
A-!Q(x) = (1) ¥ (2) +f 9) — 2) t?-'dt + J(x); 
0 . 
de plus, nous aurons évidement 


. 1 
1—f- 
¥ (a) a Cc = J - nit ig dt, 
0 


dot finalement 
1 


(34) A-19(2) = f MSOF ae + F,(0, 
0 
ou J,(x) désigne une nouvelle fonction arbitraire périodique de z. 
On voit que l’analogie entre les formules (32) et (34) et les résultats 
analogues obtenus en différentiant ou en intégrant une série de puis- 
sances négatives entiéres est perfaite. Dans ces circonstances il est digne 
d@étre remarqué que j'ai démontré récemment*) qu'une série de factorielle: 





*) Annales de l'Ecole Normal (3), t. 21, p. 453; 1904. 
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(35) 
ot la 


chons 
rielles 


(36) 


( 36>*) 


peut étre transformée a une série de puissances négatives entiéres, série 
qui est ou convergente ou asymptotique d’aprés la définition de M. Poin- 
caré*) dans tous les points trés éloignés du demi-plan situé a droite 
de l’axe des nombres purement imaginaires. 


Comme application de nos formules générales nous avons a consi- 
dérer cette équation linéaire aux différences finies: 


des fonctions données développables en séries de factorielles; nous cher- 


A cet égard mettons 


nous avons a chercher la fonction génératrice inconnue (tf), telle que 


est intégrale particuliére de (35). 
Cela posé, nous aurons, en vertu des formules générales (14), 


od nous avons posé pour abréger 


*) Acta mathematica, t. 8, p. 297; 1886. 


Niets Nretsen. 


§ 6. 


Sur les équations linéaires aux différences finies. 


s=n2 


Ps a(x) f(a -+n—s) = g(x), 


s=0 


fonction g(x) au second membre et les coefficients a,(x) désignent 


une intégrale particuliére de (35) développable en série de facto- 
aussi. 


ca 


=o 


; s! b, 
g(x) -{ p(t) dt = DH a(e+1)-:-(a@+8) 
0 ’ 


s=0 


1 
a,(x) =f v,()f-'dt, s=0,1,2,3,---,n, 
0 
2 
f(a) = f o(t)e-rat 
0 


a,(x)f(a-+n—s) = {Xe ‘dt, 


X= fv(L)o@e- de, 
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ce qui montrera, en vertu de (35), qu'il s’agit de déterminer (f) a l'aide 
de cette identité intégrale: 


(37) [¥@, 0) 0(@) da = (6, 


od nous avons posé pour abréger 
s=n t 
(37%) ¥(t, ¢) = >" y, (£) ee 
F s=0 


On voit que la détermination générale de ®(¢) est en tous cas tres 
difficile; certainement une telle détermination n’est pas toujours possible. 
De plus, supposons déterminée la fonction (¢), il faut qu'elle satisfasse 
encore aux conditions énumérées dans le commencement du § 1. C’est-a- 
dire que les séries de factorielles sont de ce point de vue beaucoup plus 
compliquées que les séries convergentes de puissances négatives entiéres. 

Considérons particulitrement le cas plus simple, od les coefficients 
de notre équation linéaire sont des constantes, savoir l’équation 


(38) > a f(e+n—s) = 90); 
s=0 
od g(x) est une fonction donnée définie 4 l'aide des expressions (36), 
nous aurons ici pour la fonction génératrice (¢) cette expression 
é = 22 
od nous avons posé pour abréger 
(39%) F(t) = agt® + at—*+---+a,t-?+---+a,_,t+ 4,. 

Cela posé, il est évident que la fonction O(#) figurant au premier 
membre de (39) peut étre transformée & une somme de termes de cette 
forme 

ket 


(t—a)r’ 





oa k désigne une constante finie, tandis que r est un positif entier égal a 
n au plus, ce qui donnera immédiatement 


s=p 


yp! r —_ b —8 
(40%) (- 1)P§“)(1) = " = 4 > | sl ‘) . ai = ue 








Supposons maintenant |1—a|>1, nous verrons que la fonction 
§(1—#), déduite de (40), est holomorphe 4 l’intérieur du cercle |¢| = 1; 
c’est-a-dire que nous avons demontré ce théoreme nouveau, je le crois: 
24* 





’ 
; 
| 
1 
| 
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La condition nécessaire et suffisante pour que Véquation (38) a une 
intégrale particuliére développable en série de factorielles est que Véquation 
algébrique (39°) n’a aucune de ses racines situées a Vintérieur du cercle 
+ y? = 22. 

De plus, la formule (40°) donnera immédiatement: 

Si toutes les racines de (39"*) sont situées hors du cercle susdit, la 
série de factorielles obtenues pour f(x) a le méme champ de convergence que 
g(a), sinon, il faut admettre encore R(x) >r—1, ot xr désigne le plus 
grand ordre de multiplicité des racines de (39”*). 

Les coefficients, tres compliqués du reste, de la série de factorielles 
obtenue pour f(x) se déterminent a l'aide de (40"*) et des formules 
analogues. De plus, nous savons a intégrer, a l'aide des fonctions ex- 
ponentielles, ’équation homogene obtenue de (38) en y mettant g(#) =0; 
c’est-a-dire que nous connaissons, sous les conditions susdites, l’intégrale 
complete de notre équation non homogéne. 

Supposons généralement que F’(¢) n’ait aucune racine située entre 0 
et 1 outre les zéros de g(t), il est évident qu’une intégrale particuliére 
de (38) se présente sous cette forme 


1 


eo * (t) ry 
0 


il est digne d’étre remarqué aussi que les intégrales particulitres de 
Péquation homogéne qui correspond a (38) ne sont jamais développables 
en séries de factorielles. 

Considérons par exemple cette équation du premier ordre 


hs 
(41) f(a +1) =9(x) + + f(a), 
ou w est une constante par rapport a x, nous aurons 
(0) = Gai PO, 
ce qui exige pour cette condition 
—_ | 1 
(41"); lan a|S1, R@ S53 


cette condition remplie, nous trouvons cette série de factorielles 


s=@ 


(42) fe) — Sepa era (ara bt (S25) batt (GY) 


8= 
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et cette représentation intégrale 
1 


(42%) a) = f Pq: 9 Fat, 
0 
intégrale qui satisfait toujours a (41), pourvu qu'elle ait un sens. 


— ‘ 1 
Dans le cas beaucoup plus particulier encore, ot g(*) = z nous 


aurons pour l’équation correspondante 
; 1 1 
(43) fe+l)=- 5+, :f@) 


une intégrale particuliere de cette forme 


1 
is — o z— sy ~ ~ - 
(43%) pey= foe tm 2 aati ers (ei) 
% s=0 


— 1 
Supposons particulierement = —1, @=-—, nous retrouvons les 


séries de factorielles développées dans le § 2, formules (10™*) et (11), 
pour les fonctions B(x) et 8, (2). 

Enfin, remarquons en passant que le résultat (42) peut étre obtenu 
directement de (41) sans introduire des intégrales définies, mais en appli- 
quant simplement la formule générale (24) pour le développement de f(x) 
et g(x) en séries de factorielles de l’argument x + 1. 





§ 7. 


Recherches nouvelles sur les fonctions = -Q(x), QY(x) et { Q(x) dz. 


Pour simplifier la formule (31) concernant |’intégration indéfinie d’une 
série de factorielles nous avons a étudier d'un autre point de vue la 


fonction 
1 





s=o@ 1D, 
Q(x) = J p(t)i-*dt= > setn ets’ 
e a=0 
0 


ce qui nous conduira a des résultats nouveaux trés singuliéres. 
A cet égard mettons dans l’intégrale susdite ¢ = e-*, nous aurons 


(44) Q(x) = (fe) e~**dz, f(2)=(e-’), 


ou, ce qui revient au méme: 
(440) p(t) = f(—log 2), 
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d’od, en vertu d'une formule bien connue*), 


(c) (—1)"g(1) => C8 -(F°-") 205 


od les coefficients C) désignent les nombres de Stirling définis a Taide 
de Videntité (30). 

On voit que f(z) doit étre holomorphe aux environs du point z=0, 
posons 


s=@ 


(6) fe) = >) &- 2, 


s=0 
nous aurons b, = a, et généralement, en vertu de (a), 


s=n-1 


(45) nt b, =>) Cray, 
s=0 


ce qui donnera pour la série de factorielles obtenue pour Q(x) cette 
nouvelle expression 


s=@ 0° c} Le os Cc! 1 
(45>) Q(x) os “s 4+ Zz a, &, + @,_1%, + + a, = 
s=1 





x(@-+1)---(#+s) 


Substituons maintenant dans l’intégrale définie figurant au second 
membre de (44) la série de puissances (8), puis, supposons convergente 
la série ainsi obtenue en intégrant terme a terme, nous aurons pour Q(z) 
ce développement en série de puissances négatives entiéres 


* Qa) B+ HERR... 


Si, au contraire, la série figurant au second membre de (46) est 
divergente, nous aurons cette série asymptotique 





7 a a, G,~1 
(46°*) Se~24+34+-->+ —, 
valable, comme je l’ai fait voir récemment**) dans tous les points trés 
éloignés du demi-plan situé 4 droite de l’axe des nombres purement 
imaginaires; la signe ~ désigne une égalité asymptotique d’aprés la 
définition de M. Poincaré***), 

Revenons maintenant 4 la formule élémentaire (13), différentions 


*) Voir par exemple Schlimilch: Compendium, t. II, p. 12; 1879. 
**) Annales de l’Ecole Normale (8), t. 21, p. 458; 1904. 
***) Acta Mathematica, t. 8, p. 297; 1886. 
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n+ 1 fois par rapport a «, puis mettons « = 0, nous aurons ce dévelop- 
pement en série de factorielles: 


1 = * 
(47) e- Dein eqian B@)>0. 


s=n 





Cela posé, supposons convergente la série de puissances négatives entiéres 
(46), pourvu que |x| >A, puis développons, a l'aide de (47), tous les 
termes de cette série, nous aurons une série 4 double entrée, dont toutes 
les séries horizontales et verticales sont absolument convergentes, pourvu 
que R(x) >A, ce qui donnera, en vertu de (45™*), précisément la série 
de factorielles données pour Q(x). De plus, supposons divergente la série 
asymptotique (46°"), puis appliquons sur les termes de cette série 
formellement la méme méthode, nous retrouvons encore la série de factorielles 
connue pour (a); c’est-a-dire que nous avons démontré la légitimité de 
cette opération avec une série divergente: 

Supposons développable en série de factorielles la fonction Q(x) et 
formons la serie de puissances négatives (46), puis appliquons a tous les 
termes de cette série Vopération (47), nous obtenons la série de factorielles 
de Q(x), soit que la série (46) est convergente, soit qu'elle est divergente. 

Appliquons maintenant cette méthode aux trois fonctions 


722), Wa), [QA@ de, 


pour lesquelles nous avons démontré l’existence de la série de factorielles 
susdite dont nous avons déterminé le champ de convergence aussi. 

Eu premier lieu mettons dans (47) » + 1 au lieu de , puis multi- 
plions par « la formule nouvelle, nous aurons 


s=@ 


1 gere-s 
a“ (w-+1) (w+ 2)---(@@-+s8—1)’ 
s=n+l 





R(x) > 0, 


puis appliquons cette formule de la méme maniére que (46), nous aurons 
cette autre forme de la série (24) 





4, 08 + 1 Oh + seep agCr,y 
(48) Q(2) = DS -Sanety ere 
s=0 


formule qui est trés remarquable en comparaison avec (45°). 

Dans son grand Mémoire sur les intégrales eulériennes Binet*) a 
développé ou indiqué au moins les deux systémes des séries de factorielles 
qui correspondent 4 (45>*) et (48) pour ces deux fonctions 


*) Journal de I’Kcole polytechnique, cahier 27, pp. 231, 234, 258, 339; 1839. 
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@,(x) = log x — ¥(2), 
w(x) = log F(x) — («— >) log x + x — log Y2z, 


ot ¥(x) désigne la fonction de Gauss définie par la formule (33). Dans 
son excellent Mémoire sur la fonction gamma M. Jensen*) a développé 
les quatre séries susdites en appliquant la méthode que nous venons 
dindiquer, tandis que j’ai déduit récemment**) les mémes formules 4 l'aide 
de la série élémentaire (13) de Stirling, méthode qui détermine com- 
plétement les champs de convergence des séries susdites, ce qui est im- 
possible par la méthode précédente. x 

Quant 4 la dérivée Q(x), nous aurons la série de factorielles corre- 
spondante en mettant simplement dans (45°*) — na,_, au lieu de a,, ce 
qui donnera généralement 
(49) Q(z) = — Sites oF O~o.28 + sth. i. = Sil 

x(a+ 1) (a+ 2)--- (a+) 


sa? 


De la méme maniére nous obtenous la série de factorielles de 


5 a 
fra) dx —a,log« en mettant dans (45°) ~r7 au lieu de a,, ce 
qui donnera 

a 


sao Sst1 G04 Ms O14 ...4 G9. g-1 
a s+i ° e = 
(50) a, log x - [2 (x2) da = = + > ee ee ee 
. s=1 


L’analogie entre les quatre formules (45°*), (48), (49) et (50) est 
frappante; mais il doit étre remarqué expressément que la méthode 
nouvelle que nous venons d’appliquer est impossible comme méthode 
indépendante, car: 

1° La méthode n’est appliquable qu’aux fonctions développables en 
série de puissances négatives de la forme (46), propriété qui n’est point 
de tout nécessaire; par exemple la fonction B(x) figurant dans la formule 
(10"*) est développable en série de factorielles convergente dans toute 
Vétendue du plan des x; mais cette fonction n’est pas développable en 
série convergente de la forme (46). 

2° Dans le cas particulier, oh Q(x) est développable en série de 
puissances de la forme (46), la méthode susdite ne détermine pas générale- 
ment le champ complet de convergence de la série de factorielles ainsi 
obtenue. 


Copenhague, le 27 janvier 1904. 


*) Nyt Tidsskrift for Mathematik, t. II B; 1891. 
**) Archiv der Math. u. Ph. (3) t. 6, p. 223—281; Annali di Mathematica (3) 
t. 9, p. 287—245; 1903. 
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Zur geometrischen Deutung der Charakteristiken einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei Verdnderlichen. 


Von 
C. CaraTHtopory in Géttingen. 


§ 1. 


Dualistische Betrachtungen, wie sie in der Geometrie iiblich sind, 
fiihren zu einer sehr elementaren Begriindung der Theorie der Charakte- 
ristiken fiir die Differentialgleichung 


0 7) 
(1) F(a, y, 2; P,g =9; a P iy =o 


Mit 5S. Lie kann man diese Gleichung als ein vierdimensionales Ge- 
bilde von Fldchenelementen ansehen, wenn man unter Flichenelement einen 
Punkt und eine durch ihn gehende Ebene versteht. Die eindimensionalen 
Elementvereine der Differentialgleichung wollen wir dann in Elementkegel, 
Elementplankurven und Elementstreifen einteilen, die folgendermaBen defi- 
niert sind: 

1. Der Elementkegel im Punkte wyz ist der Inbegriff aller Flichen- 
elemente von (1), die durch diesen Punkt gehen. 

Die Erzeugenden der Elementkegel geniigen bekanntlich den Glei- 
chungen 
(2) xX—«x Y-—y Z—2z 


F, F, pF, 7 qF, 





wo X, Y, Z laufende Koordinaten bedeuten. 
2. Die Elementplankurve in der Ebene 


2=pxt+qyte 
ist der Inbegriff samtlicher Flaichenelemente von (1) welche in dieser 
Ebene liegen; hierbei bedeuten p, g, c konstante Parameter. 


Die Projektion dieser Kurve auf die X Y Ebene und die ihrer Tangente 
im Punkte x, y lauten: 
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F(a, y,¢+ px +ay; p,q) =9, 
(3) (F,+ pF) (X—«) + (F,+4F,) (Y¥—y) = 9. 

3. Als LElementstreifen wollen wir alle iibrigen eindimensionalen 
Elementvereine der Differentialgleichung (1) bezeichnen. 

Sie bestehen aus einer Kurve c¢, 

c=x(t), y=y(t), 2=a2(t) 
und einer abwickelbaren Flaiche durch diese Kurve, welche von den 
Ebenen 
(4) Z — a(t) = p(t) (X—-2¢)) + q(t) (Y—y) 
umhiillt wird; p und q werden als Funktionen von ¢ durch die Gleichungen 
F(z, Y, 2; DP, q) = 0, 
(5) “=p @)+ ay 
bestimmt. 

In jedem Flachenelement des Streifens gibt es vier ausgezeichnete 
Richtungen, namlich: die Tangente ¢, der Kurve c¢, des Streifens und die 
Erzeugendee, seinerabwickelbaren 
Flaiche;dieTangentet, der Element- 
plankurve c,, und die Erzeugende 
e, des Elementkegels i im betrach- 
teten Flachenelemente (Fig. 1). 

Die Projektion dieser Rich- 
tungen auf die X Y Ebene lauten 











folgendermaBen: 

a) Fiir ¢, 
san dx, _ dy, 
(8) a) y(t) 

b) Fiir ¢, wegen (3) 
(7) (F, + pF, dz, 


Fig. 1. 


+ (F, + 4F,) dy, = 0. 
c) Fir e, erhailt man durch Differentiation von (4) nach ¢ mit Be- 
riicksichtigung von (5) 


(8) p(t) da, + q(t) dy, = 0. 
d) Fiir e, wegen (2) 
dz, dy, 
(9) pe 3 


AuBerdem haben wir, weil die Gleichung (1) lings des ganzen Streifens gilt 


Fat Fy+Fe+Fy'+Fq'=0 
emnm O e Te eeT ee 


(10) (F,+pF) a’ + (F,+qF)y + Fp + Fg =0. 
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Wenn nun e, und e, zusammenfallen, d. h. die Gleichung 


a, __ 4% 
dz, da, 
gilt, so mu nach (8), (9) 
Fip + F,q =9 
sein. Dieses in (10) eingesetzt liefert 
(F,+p Fx + (Fy +a Fy =0 
und diese letzte Gleichung besagt nichts anderes, als daB 
dy _ 4% 
dx, dx,’ 
also daB die Richtungen ¢, und ¢, auch zusammenfallen. 
Hieraus folgt unmittelbar folgender Satz: 
Fiillt in einem Fliichenelement eines Elementstreifens die Erzeugende e, 
der abwickelbaren Fliche des Streifens zusammen mit der Erzeugenden e, 
des Elementkegels in diesem Fldchenelemente, so fallen auch die Tangente t, 
der Kurve des Streifens und die Tangente t, der Elementplankurve im be- 
trachteten F'lichenelemente zusammen; und umgekehrt. 


§ 2. 

Mongesche Kurven nennt man bekanntlich solche Kurven, deren Tan- 
genten in jedem Punkte mit einer der Erzeugenden des Elementkegels 
in diesem Punkte zusammenfallen. 

Als Mongesche abwickelbare Fléchen wollen 
wir dementsprechend solche abwickelbaren Flichen 
bezeichnen, deren Erzeugende e in jeder Tangen- 
tialebene mit einer der Tangenten ¢, der Ele- 
mentplankurve c, in dieser Ebene zusammenfallt 
(Fig. 2). 

Ist eine beliebige Flache 2 im Raume vor- 
gelegt, so bestimmt in jedem Punkte P von 2 
der Schnitt des Elementkegels in diesem Punkte 
mit der Tangentialebene der Flache mindestens 
eine (reelle oder imaginiire) Richtung e,. Diese 
simtlichen Richtungen kénnen in einer einfachen Schar von Mongeschen 
Kurven y, vereinigt werden, welche auf der Flache 2 liegen. 

Ahbnlich kann man durch diesen Punkt mindestens eine Tangente ¢, 
an die Elementplankurve legen, welche in der Tangentialebene von 2 
in P liegt. 

Die zu diesen Richtungen ¢, konjugierten Richtungen kénnen abermals 











Fig. 2. 











C. Caratatopory. 


380 


zu einer Schar von Kurven y, vereinigt werden. Ist 2 selbst keine ab- 
wickelbare Fiche, so sind die abwickelbaren Flachen, welche die Flache 5 
langs einer Kurve y, umhiillen, Mongesche Fliachen. 

Es sei jetzt © eine Integralfliche der Gleichung (1) und y, eine 
Kurve, welche der Schar von Mongeschen Kurven auf dieser Flaiche kon- 
jugiert ist. Dann fallen fiir den Elementstreifen lings y, die Richtungen 
e, und e, zusammen und infolge des oben bewiesenen Satzes beriihrt y, 
in jedem ihrer Punkte die Elementplankurve in der Tangentialebene dieses 
Punktes. 

Mit anderen Worten: Es sind die Richtungen e, und t, der Erzeugenden 
des Elementkegels und der Tangente der Elementplankurve in jedem Flichen- 
elemente einer Integralfliche konjugiert, und es fallen die Kurvenscharen y, 
und y, zusammen. 

Man nennt bekanntlich charakteristische Streifen der Differential- 
gleichung (1) Elementstreifen, welche eine der Mongeschen Kurven einer 
Integralfliche enthalten. 

Wir haben also folgende Eigenschaft der charakteristischen Streifen 
erkannt: 

Die charakteristischen Streifen einer Gleichung F(a, y, 2; p,q) = 9 sind 
Elementstreifen, welche die Eigenschaft haben, zu gleicher Zeit aus einer 
Mongeschen Kurve und einer Mongeschen abwickelbaren Fliche zu bestehen. 

Es miissen also fiir diese Streifen wegen der obigen Definition die 
Richtungen ¢, mit e¢,, 4, mit e, zusammenfallen; und es gelten die Glei- 
chungen 

v(t) y(t) y(t) ‘(t) 
- BR wy pR~ Btak 7" 


oder wegen (10) 
(12) U(F.+ pF) F,+ (Fy +¢F) Fi A+e) = 9. 


Verschwindet der erste Faktor dieser Gleichung nicht, so muB (A+) = 0 
sein, und wir haben, indem wir die Gleichung (5) noch hinzuziehen, 


(13) ee yO _ Z(t) - p(t) _ q (t) ’ 
y OY «OPE teF, —G.t9%) —7, 42%) 





Dieses sind aber die gewéhnlichen Gleichungen der Charakteristiken. 
Im allgemeinen Falle, wo 


(F,+pF,) F,+ (F,+¢F, F, +9, 


ist also der bewiesene Satz hinreichend, um die Charakteristiken zu 
definieren. 
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g 3. 


Im Falle wo dieser Ausdruck identisch verschwindet, gehért die 
Differentialgleichung (1) einem nichtlinearen Strahlenkomplex an*). Die 
Elementkegel der Differentialgleichung fallen mit den Elementkegeln des 
Komplexes zusammen, wiahrend die Elementkurven der Differentialglei- 
chung nichts anderes als die ebenen Komplexkurven sind. Fiir jeden 
Elementstreifen welcher eine Mongesche Kurve enthilt, fallen die vier 
Richtungen ¢,, 4, ¢,, @ zusammen, und die abwickelbare Fliche eines 
solchen Streifens, welche hier die Kurve des Streifens als Riickkehrkante 
besitzt, ist ¢mmer eine Mongesche abwickelbare Fliche. 

Unsere Uberlegungen reichen nicht mehr aus, um die Charakteristiken 
zu definieren, und man miiBte die Gleichung (A+u)=0O durch einen 
Grenziibergang gewinnen. 


§ 4. 

Wir haben gesehen, daB fiir jede Integralfliiche der Differentialglei- 
chung (1) die zwei ausgezeichneten Richtungen f,,e, der Tangente der 
Elementplankurve und der Erzeugenden des Elementkegels in jedem 
Flichenelemente konjugiert sind. Man kann nach der Gesamtheit der 
Flachen fragen, die durch diese Eigenschaft definiert sind. Durch leichte 
Rechnungen findet man dann, daB es Integralflichen einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung der Form 


O*z o*z » Oe 
(14) A zat Bag, t+ Can =? 


sein miissen. A, B, C sind Funktionen von 2, y, z, p, q. 

Die Gleichung (1) ist ein intermediires Integral der Gleichung (14); 
und die charakteristischen Streifen von (14) enthalten abermals eine 
Mongesche Kurve und eine Mongesche abwickelbare Fliche von (1), aber 
es brauchen keine Elementstreifen von (1) zu sein. 

Nimmt man z. B. fiir (1) die Gleichung 

1+p?+q?=0, 
so findet man als Integralfliichen von (14) 

a) entweder solche, fiir welche die Minimalkurven Asymptotenkurven 
sind. Die Kugel ist die einzige reelle Flache dieser Art, 

b) oder solche, fiir welche die Minimalkurven konjugiert sind. Diese 
Eigenschaft fiihrt aber auf Minimalflaichen. 

Ebenfalls kénnte man nach solchen Flichen fragen, welche durch die 
Eigenschaft definiert sind, daB die Richtungen ¢,, e, aufeinander senkrecht 


*) Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransformationen p. 640. 
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stehen, oder zusammenfallen. Dieses fiihrt auf Differentialgleichungen 
erster Ordnung 
(x, y, 2; p,q) = 9, ¥ (x,y, 23 p,q) = 9. 

Die gemeinsamen Integralfliichen dieser letzten Gleichungen mit der 
Gleichung (1), wenn solche existieren, liefern solche Integralflichen von 
(1), fiir welche die Charakteristiken Asymptotenkurven oder Kriimmungs- 
linien sind, das hei®t auf Fragen, die von Lie behandelt worden sind. 









Gottingen, Februar 1904. 


Nachtragliche Bemerkung des Verfassers: 


Statt Elementkurve wird man besser sagen Elementplankurve. 
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Sulla integrazione della equazione di Hamilton-Jacobi 
per separazione di variabili. 


Di 
T. Levi-Crvita a Padova. 
(Estratto da una lettera al Sig. Prof. P. Stickel, a Kiel.] 


In questi giorni ho avuto occasione di rivedere le Sue belle ricerche*) 
sulla integrazione della equazione di Hamilton-Jacobi 


A(p,, Poy ++) Py} Ly) Tay***s @,) =h 
aw dw . : : , iene 
(pr, =F) P= Ge 3% costante arbitraria) per separazione di variabili. 
Ho notato che si possono facilmente assegnare (sotto forma esplicita 
di equazioni a derivate parziali rapporto agli argomenti p ed 2) le con- 
dizioni necessarie e sufficienti, cui deve soddisfare una H affinche la 
equazione 


H=h 


ammetta un integrale completo della forma 


p i W, 
(W, funzione della sola z;,). 

Da queste condizioni scaturiscono alcune conseguenze di indole generale, 
che mi sembrano abbastanza interessanti, per quanto il dedurre da esse 
la completa risoluzione del problema apparisca ancora laborioso, e non 
vi sia nemmeno — oserei affermare — grande speranza di trovare tipi 
essenzialmente nuovi, oltre quelli da Lei scoperti. 

Conumque penso di non farle cosa sgradita comunicandole quel 
poco, che io ho fatto in argomento, e come si possa tra altro ricavarne 
una discussione elegante per il caso di due variabili, gid trattato dal 


*) Habilitationsschrift, Halle 1891; od anche Mathem. Annalen, Bd. XLI, 
S. 646—549. 
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Prof. Morera*) e da Lei**) in modo esauriente, ma forse non altrettanto 
semplice. 
Ecco dunque le mie osservazioni. 


1. La ipotesi che W sia della forma > equivale a 
1 


dp; — 
(1) dz, ~ 0 (i2j).*) 
D’altra parte, derivando la equazione H=h rispetto ad una generica 
x, e notando che H dipende da z; direttamente, e pel tramite delle p, si ha 
0H , NI aH 27; 


sat 


Oa, sop, 02,» 
i 


e, per conseguenza, avuto riguardo alle (1), 
0H , 0H op, a® 
Oa, ' Op, 0a, 


Ora, nei casi, che veramente corrispondono ad una equazione di Hamilton- 


a 


F on... , . a 
Jacobi, nessuna Fp, Pud essere identicamente nulla, e pecid queste equa- 
P; 





zioni equivalgono a 


Op; Ou, 
(2) a" 
Op; 


Le (1) e (2) definiscono cosi tutte le derivate delle p. Perché poi effet- 
tivamente esistano delle funzioni p, aventi quelle derivale (e allora, in 
virti. delle (1), esiste anche la W), dovranno essere soddisfatte le con- 
dizioni di integrabilita, le quali, come tosto apparisce, si riducono a 





oH 
ad | 02, _—- 
dz, oH | ~° (624); 
Op; 
’ , us pe Me, Sd 
ossia, sviluppando il simbolo operativo dz, in 5 + da, Bp,’ e tenendo 





*) Atti della R. Accademia di Torino, Vol. XVI, 1881. 
**) Mathem. Annalen, Bd. XXXV. 
***) Si intende che agli indici 7, 7, e cosi a quelli, che compariranno in seguito, 
si devono attribuire tutti i valori da 1 ad m, compatibili colle eventuali restrizioni, 
esplicitamente dichiarate. 
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@HOH OH OHOH ®#H _dHOH #H 
Op; Op; OM, 0x, Op, Ox, Ox,0p, Ox, Op, Op,Ox,; 


(3) 


OHCH @H eT 
+ 5, ta, tnd ”° (¢2J). 

Essendo definite tutte le derivate delle p, rimangono arbitrari al pid 
i loro valori iniziali. Questi valori iniziali debbono effettivamente restare 
arbitrari quando si tratti, come noi supponiamo, di un integrale completo W 
della equazione di Hamilton-Jacobi (in cui — non lo si dimentichi — la 
costante h del secondo membro é@ a priori arbitraria e deve intendersi 
determinata in base ai valori iniziali). 

Siccome poi, per la completa arbitrarieta dei valori iniziali delle p, 
@ necessario e basta che le condizioni di integrabilita (3) sieno soddisfatte 
identicamente, rispetto a tutte le 2” lettere p ed x, possiamo senz’ altro 
concludere: 


La equazione di Hamilton-Jacobi 
H=h 
(dove @ sottointeso che H contiene esplicitamente tutte le p) é integrabile 
per separazione di variabili allora, e allora soltanto, che la funzione caratteristica 


— n(n—1 i , 
H soddisfa alle { a equazioni di second’ ordine (3). 





2. Supponiamo che H corrisponda ad un problema dinamico a legami 
indipendenti dal tempo e sia, colle solite notazioni, 


nu 
1 - ; , 
(4) T _— 9 rs a, ,%, a, 


la forza viva del sistema, U il potenziale delle forze attive. 
Essendo a”*) i coefficienti della forma reciproca a 7, ove si ponga 


. is 

(5) K= ry » a a”) Dp, Dy, 
, 1 

avremo 

6) H-K-U; 

inoltre, come @ ben noto, 

, 1 OK 

(7) = = Op,’ 

oK oT 
(8) ae 


nel primo membro delle (8) risguardandosi le « e le p, nel secondo le x 
e le x come variabili indipendenti. 
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Cid posto, introduciamo per H il suo valore K —U nei primi membri 
delle (3), e notiamo che essi con cid comprendono una parte di quarto 
grado nelle p, una di secondo, e una di grado zero. 

Dacché si tratta di identita, i coefficienti di questi polinomi devono 
tutti annullarsi. Limitandoci per ora ad esprimere che si annullano 
separatamente i termini di diverso grado, le (3) si scindono nei tre gruppi: 








() OK OK oK o@0K¢GK @®K cKOK OK 
Op; Op, 0x,0x, Op, Ox; Ox,0p; Ox, Op; Op,0x, 
OK OK GK 
42K 0K @K _o 
Ox, Ox; Op,Op; 
ID) @K0K @U cK @K 0U OK @K GU 
\ Op; Op, Ox,0", Op, 0x,0p; Ox; Cp; Ox,Cp, Ox, 
ee eee oh oe le, 
Cp;Op; | Ox; Ox; Gx, Ox;| 
sr eK oU ou ., 0U 6U wea 
I) -° a oe nee sal > 
( . Cp,Op; OX; Ox; ” Ox; Ox; 0 ((2)). 


Le (1) differiscono dalle (3) soltanto perché vi compare K invece di H. 
Di qua la proposizione: 

Se un problema dinamico di funzione caratteristica H = K —U é 
integrabile per separazione di variabili, la stessa proprieta compete alla 
equazione K =h, che ne definisce le geodetiche. 

Le (11) e (IIL) costituiscono condizioni addizionali (involgenti ad un 
tempo la K e la U), sotto cui la separazione di variabili seguita ad 
“essere possibile anche per forze non nulle. Le (III) in particolare risultano 
identicamente soddisfatte nei casi da Lei studiati. 


3. Liosservazione, testé fatta, mostra che, per classificare i problemi 
dinamici, che comportano separazione di variabili, conviene: 
1° caratterizzare quei sistemi materiali, 0, se si vuole, quei 


n 
ds* = > a,,dx,dax,, per cui la forma K verifica le (1). 
rs 
1 
2° esaminare, per ciascuno di questi sistemi, quali forze 


possono essergli applicate, a norma delle (Il), (III). Questa 
seconda parte riescirebbe certo agevole, quando fosse risoluta 
la prima, tanto pid che si potrebbe usufruire il notevole risultato, 
concernente la espressione analitica del potenziale U, da Lei 
stabilito*) senza alcuna ipotesi preventiva sulla natura del 
sistema. 

Limitiamoci dunque, come @ naturale, al caso delle geodetiche. 


*) Habilitationsschrift, S.8; Math. Annalen, Bd. XLII, S. 548. 
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Le condizioni esplicite nei coefficienti a”*) di K si avrebbero dalle (I), 
sviluppando materialmente ed eguagliando a zero i singoli coefficienti. 
Ma si puo indicare un criterio atto a semplificare i calcoli. 


4. Fissiamo un generico indice i e poniamo 





OK @K ;;) 0K 
6,,= — =— = + aD. 
Op; Op,0x, Ox; 
ek . i os — 
Badando che isos non @ che a’), si vede che le » — 1 equazioni (I) 
iP; 
relative al fissato indice ¢ (e agli m — 1 9 diversi da 7) si possono scrivere 





OK (eK @K OK OK 1+ ine —0 
ap; \op, 59,05, ~ on; 0x;0p, | ja, = %: 


ae Aa ” 


Ora a @ una forma omogenea di primo grado nelle p, c= e 6;,; lo 
sono di secondo. O l’una o laltra di esse deve essere divisibile per os 


Per esplicitare le condizioni di divisibilita, giova immaginare intro- 
dotte, al posto delle p, le x’, che, a norma delle (7), sono loro combina- 


BGs a . : , CK 
zioni lineari. Si ha precisamente =” x;, e, per le (8), 
’ 


_ oe oz ->.,! 8 eg 
Ox; -_ rs Ox, 


Ne viene che le condizioni di divisibilita di = er a sono 
Ox; P CP; 
éa,, < 
(9) — = 0 (r,s Z i). 


Esprimendo anche le 6,,; per le 2’, si ha 


n 


vom Man 
ie anil a) 27 _ gun Ot 
” . Oxj Cx; Ox,’ 


1 


donde come condizioni di divisibilita per z;: 


Ga 
al‘) —T* = Q, 
Ox 


7 


(10) " da, ox, (48S uyr, sey). 


J 


Ca.. 
Zz a” oe t+ gn an 
6x, 2 Ox 


- 





25* 
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Per ogni valore di i sono soddisfatte le (9), ovvero le (10). Queste 
ultime danno luogo a lor volta a sottocasi distinti secondo le ipotesi, che 
si fanno sulle ortogonalita (sull’ annullarsi o meno delle varie a”). 

Tenendo conto delle (9), o rispettivamente delle (10), per tutti i 
valori di 7, i primi membri delle (1) risultano divisibili per — a 

. Yay 
riducono cosi a polinomi di secondo grado nelle p (0, se si vuole, nelle 2’). 
Esprimendo che i singoli coefficienti si annullano, si traggono le ulteriori 
condizioni, che sono di secondo ordine nelle a. 

Malgrado queste relative semplificazioni, se non si trova qualche 
artificio sintetico, bisognerebbe passare in rassegna tutte le eventualita 
a priori possibili, supponendo, per un certo numero di valori di /, soddis- 
fatte le (9), e, per i rimanenti valori, le (10), coi sottocasi accennati. 

Per n = 2 si va in fondo bene, come era facilmente prevedibile, dati 
i precedenti. Ma gia per »=3 bisognerebbe sobbarcarsi ad una di- 
scussione minuta, che io non ho cercato di approfondire. 

Per » qualunque, quando si prestabilisca il caso, anzi addirittura il 
sottocaso (ue ho provato qualecuno a titolo di esperimento), i caleoli sono 
semplici; ma debbo pur aggiungere che in questi esperimenti io non ho 
incontrato alcun tipo veramente interessante. 


” , — ‘ P cK ee 
5. Come esempio prenderd il caso, in cui tutte le jg, Sono divisibili 
P . OK 
per le corrispondenti Op, 
é 


Introducendo le a,,, (simboli di Christoffel di prima specie) defi- 
nite da 





Ca... Ca... Ga., 
(11) 9a, = + at — =” 
— Ox; Ox; 02,’ 


risulta subito dalle (9) 
(9’) a;,,,=9 (i2)). 


Infatti, se nessuno dei due indici i ed j @ eguale ad v, si annullano 
tutti i termini del secondo membro delle (11); se invece @ per es. j = 7, 


e quindi 7 Zr, allora at si elide con si e resta ait, che @ zero in 
virti: delle (9). 

Come le (9°) sono conseguenza delle (9), cosi reciprocamente lo sono 
le (9) delle (9’). Si ha infatti per identita 
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—" er oa, , —— . 
quindi le (9°) danno ——~- = 0, ogniqualvolta sia i diverso cosi da r che 
da s. 
Ricordando ancora che i simboli di Christoffel di seconda specie sono 


definiti da 
fe 5) re 
ls l= > ai Os, ws 


1 


si vede che le (9’) sotto nuova forma equivalente possono essere scritte 


- ‘j 7 ‘ ‘ 
(9”) [",7}—0 ((2)). 
Cid premesso, osserviamo che i rapporti 
OK 6K — oT , 
ain, cloe — ~—:4,; 
Ou,” Op; x; 


si riducono, in virta delle (9), a 


fhe. 


2 Ga, “ a 
1 


oe Ca;, , 


5 


s a; j , . 
Siccome, sempre per le (9), e ia, = 0 per r 2 i, cosi queste espres- 


sioni si possono anche presentare sotto la forma 


n ~ , 
> 1 241) 4 
oe er ry 
" r\ 6a, 2 0x, 
ae 2 @ Qi Er- 


1 


ossia, per le (11), 


Riponendo per le x’ i loro valori (7), e avendo riguardo alle (12), si 
ha infine 


0K 

Ox, 2 - 

on fi 7) 
i oK P 4 \ 8 J Ps 

Op, . 


Le (2) sono nel caso presente (H = K) 


OK 
dp; Oa, 
de, — 9B 

OD; 


e cosi il sistema, che deve essere completo, consta delle 


dp; Me ‘ 
(1) z= 0 (25), 


dx; 
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e delle 
(13 ia Dl's] 


Giunti a questo punto, non é@ il caso di ricorrere alle formule gene- 
rali (I). Le condizioni da associare alle (9) sono chiaramente 


T. Levi-Crvira. 


d = ae - ‘ 
DL |n-0 (2a, 


che, sviluppate, a norma delle (1), (13), divengono 
‘ oii a he) eee 
SEGA eno as, 
e, dovendo stare identicamente, porgono 
Q ft 4) fe typi J) _ si 
(14) lett He ~9 (§ 2)). 


Si tratta ormai di individuare la K o, cid che @ lo stesso, il corri- 
spondente ds*, a mezzo delle (9) e (14). 

L’integrazione di queste equazioni si pud effettuare senza calcoli in 
base a noti principi di geometria differenziale. 

In primo luogo, per definizione dei simboli di Riemann, si ha 


anol 2 AF SUA CAE 


Distinguiamo i quattro casi: 
a) r2i, r2j; 
bh r=t2j; 
ec) r=j2i; 
d) r=i=j. 
Ogni simbolo a,, ,,; rientra manifestamente in una delle quattro cate- 
gorie. Quelli della categoria a) sono nulli, in virti delle (9”). 
Per la b), si ha oe = 0, rr = 0, nonchée yy =0 (2)) 


dalle (9”) stesse. Rimane quindi 


G,45= i fi + Fe fs" 


che @ zero in virti delle (14). ; 
Nello stesso modo si riconosce l’annullarsi dei simboli della cate- 
goria c). Quelli della d) sono poi identicamente nulli. 
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Si ha dunque 


(14’) Dy 5,43 fs 0, 
per tutti i valori dei quattro indici r, s, ¢, . 
Reciprocamente — importa rilevarlo — dalle (14’), tenendo conto 


delle (9), si ripassa alle (14). 

In definitiva dunque possiamo risquardare come equazioni di condizione 
per il nostro ds? le 
(14’) O, 645 = 0 


9") {‘7}=0 (2d). 


Le prime ci dicono che si tratta di una varieta euclidea. 

Restano da caratterizzare le superficie coordinate x; = cost. 

Si raggiunge lo scopo nel modo migliore, cercando le espressioni 
delle coordinate cartesiane y in funzione delle x. 

Le coordinate cartesiane debbono in ogni caso (considerate come 
funzioni di coordinate qualisivogliono 2) soddisfare alle equazioni di 
Ricci*) 

Yriig = 9, 
ossia, sostituendo alle derivate covarianti y,,;; le loro espressioni effettive, alle 


22 n 


sais e*y,. a 
(15) éx,0a, a i ja ~®- 
1 
Nel caso presente, valendo le (9), se ne trae in particolare 
o*y, — 


le quali si integrano a vista, porgendo 


(16') Y= >), X(@)); 
1 


dove le X,”(x,) sono funzioni arbitrarie dell’ indicato argomento, vincolate 
soltanto dalla restrizione che sia diverso da zero il determinante delle 
loro derivate prime (restrizione necessaria perché le (16’) definiscano una 
trasformazione non degenere fra le y e le z). 

Questi valori (16’) delle y verificano effettivamente tutte le condizioni 


richieste, perché, portati nel 
ds® ve, dy,?, 


*) ,,Lezioni sulla teoria delle superficie, Padova 1898, presso Drucker; Cap. V. 
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danno luogo ad una espressione del ds? stessv in variabili x, soddisfacente 
alle (14) e (9”). 

Per le (14’) (che caratterizzano la trasformabilita al tipo euclideo 


z= dy,*), la cosa @ evidente. Per le (9), cid risulta dal confronto 
1 


delle (16) colle (15). 

Osservando le (16’), siamo adesso in grado di caratterizzare assai 
semplicemente le varieta x,= cost, Jicendo che sono ipersuperficie (per 
n = 2,3, curve o rispettivamente superficie) di traslazione. 


6. Discussione completa per n= 2. I casi da distinguere sono: 
1° I due rapporti 








aK aK 
Oa, 02, 
OK’ OK 
OD, OP, 


sono entrambi interi (rispetto alle p, si intende). 
2° Uno solo di essi é@ intero. 
3° Nessuno dei due @ intero. 
1° caso. Per quanto s’@ visto in generale, questo caso corrisponde 
a ds* piani, riferiti a linee di traslazione. Con opportuna scelta dei 
parametri delle linee coordinate, si ha subito il Suo terzo tipo*) 


ds? = dx,? + 2 cos(X, + X,)d2,dx, + dz,?, 


dove X, @ funzione arbitraria di 2,, X, di xq. 
2° caso. Sia 


ox 

_ Ok, 

(17) T= 3k 

OP, 

il rapporto intero, dovendosi qui naturalmente escludere che lo sia anche 

, OK @K 
Valtro a tas 
x OP, 


Le (I) constano di una sola equazione, che possiamo scrivere, divi- 
@K\? 
dendo per (5) ; 
@Két GK er 


Op, Ja, ~ 9a, 9p, °° 


Di qua apparisce che il prodotto = bad @ divisibile per OK Non 
CX, OP, CP 


. 2 ° . ot . . 
lo @ il primo fattore, lo sara dunque a Ma, essendo r funzione lineare 
1 


*) Math. Ann., Bd. XXXV, S. 94. 
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delle p, i dipende dalle sole x e pud percid essere divisibile per la 
1 ‘ 
funzione lineare on solo a patto di annullarsi identicamente. Cosi la 
1 


precedente equazione si scinde nelle due 





or Or 
a, Ga, ~% 
e la t si riduce quindi al prodotto di p, per una funzione della sola 25. 
Desi : d log X, 
esignandola, come @ sempre permesso, con geal a ponendo 
2 
(18) f= Xp, 
si pud evidentemente attribuire a t la espressione 
or 
_ O%, 
t= OF? 
OP, 


con che la (17) assume la forma 


(17’) ok Pf _ oS sl m0. 

Py, OX, Cty OP, 
Siccome f @, al pari di rt, indipendente da 2, e da p,, il primo membro 
della (17’) si pud considerare come la parentesi di Poisson (K,f). L’annul- 
larsi di tale parentesi esprime, come Ella mi insegna, che le geodetiche 


di K ammettono l’integrale 
f = cost. 


L’esistenza di un integrale lineare, anzi della forma X,p, = cost, per le 
linee geodetiche permette di asserire che la varieta corrispondente é appli- 
cabile sopra una superficie di rivoluzione, di cui le linee coordinate x, = cost 
rappresentano i paralleli. 

E il Suo tipo (II’). 

3° caso. Valgono le (10) del No. 4 per i= 1,2. Non essendovi pii 
di due indici distinti, mancano i due primi gruppi, e il terzo, in cui si 
ponga successivamente i= 1, j= 2; i= 2, j7=1, da 


gems 4 1 gan?ts _ 9, 
(19) — oe 
[2 aanéeu + q@m2% _ Q, 

2 Ox, Ow, 
Se le coordinate sono ortogonali, a,,, e quindi a”), si annullano, e le (19) 
rimangono identicamente soddisfatte. 
Si ha allora, scrivendo e* per a, e* per al, 


K= Len! +en) 
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con che 
ek 
~—z~— = 0 
Op, Op, s 
aK 
Op, Ox Ou 
OK —~ 9a,20 
OP, 
OK 
2, 0p, _ 28 
6K = Ox, Po» 
CDs 
ed esplicitando in conformita la (I), 
Oa _ OB da _ 0 
(20) 0”,02%, 02,0%, ©’ 


OR Boe 4 
02,0%, 0”,02%, ° 
Dalle (20) segue in particolare 
o*(« — B) _ 
0a,0%, 
che, integrata, porge 
a—B=X,— X;, 
designandosi al solito con X,, X, funzioni arbitrarie degli argomenti 
21, %_ rispettivamente. 
Posto 
—logi =a — X, = 6 — X,, 
le (20) si riducono a : 
(20) Fete —% 
e si ha per K la espressione 
1 458+ 38 
2 U—V 7 
1 pi + 3 


2 U-v’ 


ovviamente riducibile a 


dove U @ funzione soltanto di z,, V di ay. 
Il ds* corrispondente ha la forma di Liouville 


(U — V) (dz? + dx). 
Si noti che, dati i criteri seguiti nella nostra classificazione, U e V deb- 
bono ritenersi effettive funzioni di z,, z,. Qualora infatti l una o I’ altra 


di esse si riducesse ad una costante, = t) = risulterebbero divisibili per 
1 2 
a 3 ‘ a ; ‘ ‘ : 
on ) i rispettivamente e si ricadrebbe in uno dei due casi precedenti. 
‘PA ‘£2 
Anche in questi del resto, come gia fu osservato dal Prof. Morera e da 
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Lei, il ds* @ riducibile alla forma di Liouville: solo che una delle due 
funzioni U, V (2° caso), o tutte e due (1° caso) risultano costanti. 

Con cid sono esauriti i tipi da Lei enumerati, ed effettivamente non 
ne esiste alcun altro. Resta perd da completare la discussione, perché 
non @ priori evidente che le linee coordinate debbano essere ortogonali. 

Proviamoci dunque a supporre a,, 20 e mostriamo che non é allora 
possibile ottemperare a tutte le volute condizioni. 

In primo luogo le (19), sostituendovi gli elementi reciproci a), 


12 22 ss , + Ass Ge My = 2 
a), a® coi loro valori —*, — —*, —* (a = 44,49 — aj,), @ tenendo 
presente che a,, non si annulla, possono essere scritte 


O My, 0 a, 


Ga, af, ~ °* Gx, ah, — 
donde col solito significato di X,, X,, 
Ay, = Mig X,, yy = ty Xy. 
Si avrebbe dunque un ds* della forma 
> (aa? 2 dz, ax dx 
at, X, X, } —* + —S = SS SS + =a" 
x, a ,VX,X, VX, VX, X; 
0, pit’ semplicemente, scambiando 2,, 7, in fi VX, dz,, fj VX,dz, (nel 
campo reale, X,, X, non possono annullarsi e quindi la trasformazione 
@ certamente lecita) e scrivendo - per a,, VX, X,, 


1 


ds? = 73 


{dx} + 2ddz,dx, + dx3}- 


Ne viene 


if 1 , 
a= s(—=> - 1) (pi — 2Ap,p, + v3}, 


con che K dipende dalle variabili z,, 2, solo pel tramite dell’ argomento 4 
e per conseguenza 


OK aK oh OK OK 0 
Ou, 0102,’ Q%, O12 02,’ 
eK _ OK OA, OK on oa 
Ox,0%, 01 O02,0x%, ' 04° Om, O02, 


Le derivate prime di 4 non possono annullarsi identicamente, poiché in 


tal caso risulterebbero nulle (e quindi divisibili per le corrispondenti *) 
0K , 0K 
a, ° ba, 
Cid posto, immaginiamo di sostituire, nella equazione fondamentale 
OKOK @K OKOK @K oKecK OK OKOK OK 


in, Ip, 00,00, ~ On, Du, 02,I9, ~ 0m, In, OPH * De, da, OOK”? 
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Ji . ‘ i ie ook : : : 
i valori teste scritti di = =. ~ -, isolando nel primo membro il 
Ox,’ OX,’ 02,02, 





termine 
@K OK eK dh oh 
Op, Op, O4* Ox, Ox, 
Tutti gli altri termini contengono il fattore , che si pud raccogliere, 
attribuendo cosi alla precedente equazione (la quale deve sussistere iden- 
ticamente rispetto alle p e alle x) la forma 
@K@K eK i th _@Ko 
Op, Op, 04° Oz, 0x, O41? 
con Q espressione quadratica nelle p. 
Una tale identita implica in particolare che il secondo membro sia 


divisibile per “*?*. Nessuno di questi due fattori divide 2 (poicha 
POF op, OP, q oa \P 

dovrebbe allora dividere anche +> 2%). Sara dunque Q divisibile per 

s 7X," Ody 

or © si potra ricavarne: 

OP, Os 


o*K 04 OA OK , 
(21) ai” da, a2, ~ 01 - funzione delle sole zx. 
Ora 
OK ry . ‘ 1 
oa ~@—as {pj — 2Ap,p, + p3} — (-o- i 1) PxPss 


ossia, posto 


a _ asa? — 8) 
Sec FES 
aK 
4, = Alpi +3) + Br, 
uindi 
’ eK dA 


— > dB 
| i di 1 + p3) + dl Pi Peo, 
e il determinante 





|4 B 
, dA dB 
di dh 





non é identicamente zero, perché in questa ipotesi il rapporto ed = A(A?— 3) 
dovrebbe risultare indipendente da A, cid, che non é. 

y 2 

ee eK sono pertanto due forme lineari indipendenti negli argo- 
menti pj + D3, PrPs- 

Supponiamo fissati dei valori di 2,, 2, e quindi di 4 coll’ unica restri- 
zione che 


[+ Fin a +6 
aA 4B\ oz, dz, <<”? 
di da 
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e rimanga regolare la funzione delle 2, che compare nel secondo membro 
della (21). 


Si pud allora, e in infiniti modi, attribuire agli argomenti p? + p3, p, p., 


cioé in definitiva alle p, valori per cui : 7? © com essa il secondo membro 

: ‘ 07K waste 
della (21), si annullano, mentre non si annulla ai8 » & nemmeno quindi 
? o*K @2 @h 
il prodotto Oi ba, de,’ 
Ma questa equazione dovrebbe essere soddlisfatta per qualunque scelta 
dei valori iniziali. 


che costituisce il primo membro della (21) stessa. 


La ipotesi a,, 20 @ dunque da escludere, come dovevasi dimostrare. 


Padova, 3 Febbraio 1904. 
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Uber die Kollineationen, die auf zwei windschiefen Geraden 
vorgeschriebene Punktprojektivitaten erzeugen. 


Von 


Eucen Meyer in Charlottenburg. 


Die Kollineationen, die im folgenden untersucht werden, sind solche, 
die vier getrennte, nicht in einer Ebene liegende Punkte des Raumes un- 
geiindert lassen. Ausgeschlossen werden also Kollineationen, fiir die zwei 
oder mehr von diesen Eckpunkten des Haupttetraeders zusammenfallen. 
Im iibrigen kann das eine oder kénnen beide Paare konjugiert-imaginir 
sein, da auch dann mindestens zwei reelle Verbindungsgraden der Punkte 
— wir nennen sie g und g —, die durch die Kollineation ungeindert 
gelassen werden, vorhanden sind. 

§ 1 handelt von der Darstellung derartiger Kollineationen als Folge 
(,,Produkt*) von zwei solchen, die je eine von den Geraden g und g Punkt 
fiir Punkt in sich iiberfiihren, und von besonderen Fiillen dieser letzt- 
genannten Kollineationen (perspektiven Kollineationen und _,,projektiven 
Drehungen“). Daran schlieBt sich in § 2 die Darstellung der Kollinea- 
tionen als Folge zweier Korrelationen, insbesondere solcher, die involu- 
torisch sind, und die Erérterung der Frage, wann Nullkorrelationen unter 
diesen vorkommen kénnen. In Zusammenhang hiermit steht die Aufgabe, 
ein Polar- oder Nullsystem durch kollineare Umformungen in ein beliebiges 
andere iiberzufiihren, die in § 3 ihre Erledigung findet. In § 4 schlieb- 
lich wird die Beziehung dieser Kollineationen zum tetraedralen Komplex 
erdrtert, insbesondere untersucht, durch wieviele der in der Uberschrift 
genannten Kollineationen ein solecher Komplex, der die Geraden zu Gegen- 
kanten seines Tetraeders hat, erzeugt werden kann. 

Die Hinweise auf andere Arbeiten, die zu dem Gegenstand in Be- 
ziehung stehen, finden sich an den betr. Stellen; ich hoffe, daB mir dabei 
nichts Wesentliches entgangen ist. 
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§ 1. 


Es gibt o0' Kollineationen, die dieselben Geraden g und g in sich trans- 
formieren und auf g und g dieselben Projektivititen erzeugen. Bezeichnet 
man niimlich mit AA,, BB, und A%,, BB, je zwei Paare zugeordneter 
Punkte auf g bez. g, nimmt irgend einen Punkt P beliebig, jedoch so, 
daB er nicht auf einer der Seitenfiiichen des Tetraeders ABUB liegt, 
legt durch ihn die Gerade, die g und g in C beaw. © schneidet, wihit P, 
auf der Verbindungslinie C,€, der C bezw. © zugeordneten Punkte be- 
liebig, so ist die Kollineation eindeutig und in der geforderten Weise 
dadurch bestimmt, daS man den Punkten ABABP bezw. A, B, A,B, P, 
als entsprechende zuordnet. Denn, da hierdurch auch den Punkten C 
und © bezw. C, und ©, zugeordnet werden, so transformiert die Kolli- 
neation die Punktreihen g und g in die zu ihnen projektiven. Und da 
man P, einfach unendlich viele Lagen zuweisen kann, so gibt es in der 
Tat eine einfache Mannigfaltigkeit derartiger Kollineationen. 

Jede solche Kollineation laiBt sich nun zerlegen in eine solche K,, die 
die Punktreihe g Punkt fiir Punkt in sich und die Punktreihe g in die vor- 
geschriebene projektive Reihe iiberfiihrt, und in eine zweite K,, die g Punkt fiir 
Punkt in sich und g in die auf thr liegende projektive Reihe verwandelt, 
und zwar ist diese Zerlegung auf einfach unendlich mannigfache Weise 
mdglich. Die soeben behandelte Kollineation z. B. li®t sich in eine Kolli- 
neation K, zerlegen, die P auf CW in irgend einen Punkt Q auf CQ, 
iiberfiihrt, und in eine soiche K,, die Q in P, auf C,@, transformiert. 
Jeder der einfach unendlich vielen Kollineationen K, wird dadurch eine 
einzige Kollineation K, zugeordnet. — Da diese besonderen Fille aus 
dem allgemeinen sich ergeben, wenn man als die vorgeschriebene Projek- 
tivitat auf g bezw. g die identische annimmt, so gibt es auch von jeder 
dieser Arten eine einfach unendlich groBe Mannigfaltigkeit. 

Betrachten wir besondere Fiille dieser Kollineationen K,, die die eine 
Gerade g Punkt fiir Punkt in sich tiberfiihren. 

a) Hat die auf g bestehende Projektivitit reelle Doppelpunkte D und D’, 
so gibt es unter den oo' Kollineationen allemal zwei und nur zwei, die per- 
spektiv sind. Man erhilt sie, wenn man P, so wahlt, daB PP, durch 
einer Doppelpunkt, etwa D, geht. Dann ist niimlich PP, sich selbst 
zugeordnet, und die in der durch D’ und g gelegten Ebene zusammen- 
fallenden kollinearen Felder haben alle Elemente entsprechend gemein, 
da sie zwei beliebige Punkte auf g, D’ und den Schnittpunkt mit PP, 
gemeinsam haben. Die Ebene (®’g) ist also die Ebene der Perspek- 
tivitét (Homologie) und D ihr Zentrum, da in dem Biindel D die vier 
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Strahlen, die nach jenen vier Punkten gehen, — und damit alle Elemente — 
sich selbst entsprechen. 

Mehr als diese zwei perspektiven Kollineationen gibt es aber in der 
einfachen Mannigfaltigkeit nicht, da, wenn eine solche vorliegt, die Ge- 
rade PP, sich selbst entsprechen muB, was aber eben nur méglich ist, 
wenn PP, durch D oder D’ geht. 

b) Hat die Projektivitit imaginire Doppelelemente, so gibt es unter den 
co! Kollineationen immer zwei und nur zwei ausyezeichnete von der Art, 
die man als ,,projektive Drehungen“ bezeichnet hat.*) Man erhiilt sie, wenn 
man als P, auf C@, einen der beiden Punkte wihlt, in denen C@, den- 
jenigen eindeutig bestimmten Kegelschnitt &® schneidet, der durch P geht 
und die von C nach den Doppelpunkten von g gezogenen Geraden in 
diesen Doppelpunkten beriihrt. C@, schneidet in diesem Falle * stets 
in reellen Punkten, weil C zu denjenigen Punkten gehdrt, von denen aus 
reelle Tangenten an *® nicht gezogen werden kénnen. Unsere Kollineation 
fihrt dann §® in sich iiber. 

Dieselbe Kollineation K fiihrt aber auch jeden andern Kegelschnitt, 
der einen Punkt von g und die Gerade g als Pol und Polare hat und 
durch die Doppelpunkte von g geht, in sich iiber. Denn es liege dieser 
Kegelschnitt &,*, wie wir zunichst annehmen wollen, in derselben Ebene 
wie §®, es sei also auch fiir ihn C der Pol von g. Ist dann P’ ein 
Punkt von &,? und sind die Schnittpunkte von P’C mit R® Q und R, 
denen durch die Kollineation die Punkte Q, und R, zugeordnet seien, so 
muB fiir P,’ als den dem P’ in der Kollineation zugeordneten Punkt die 
Beziehung P’QCR ZX P,’Q,CR, gelten. Daraus folgt aber,**) dab P,’ 
mit P’ auf einem §® in den Schnittpunkten mit g doppelt beriihrenden 
Kegelschnitt, d. h. auf §,? liegen mub.***) Liegt aber, wie wir weiter an- 
nehmen, P’ nicht in der Ebene von §*, sondern etwa in der Ebene (C,g), 
wo C, ein von C verschiedener Punkt von g sei, so projizieren wir das 
ebene Feld (Cg) von einem dritten Punkt von g, C,, als Zentrum auf 
die Ebene (C,g). Da nun sowohl C, wie die Ebene (C,g) in der Kolli- 
neation sich selbst entspricht, so geht jeder Punkt des Feldes (Cg) und 
der ihm in der Kollineation K entsprechende — durch jene Projektion 
von C, aus — in dem Felde (C,g) wieder in einen Punkt und seinen 
entsprechenden iiber, C wird in C, und jeder Punkt von g in sich projiziert. 
Und da das Biischel der sich in den Doppelpunkten der projektiven 


*) Im Falle reeller Doppelelemente gibt es diese Drehungen nur, wenn das kon- 
stante Doppelverhiltnis, das zwei entsprechende Punkte mit den Doppelpunkten bilden, 
positiv ist. 

**) Steiner-Schriter-Sturm, Vorles. iiber synthet. Geom. Il. Teil, 3. Aufl. S. 335f. 

*) Vgl. Klein, ds. Ztschr. Bd. IV, 8. 602. 
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Punktreihen von g doppelt beriihrenden Kegelschnitte in der Ebene (Cg) 
in ein ebensolches Biischel nach (C,g) projiziert wird, mit dem Unter- 
schiede, da fiir jeden Kegelschnitt des neuen Biischels C, der Pol von g 
ist, so wird auch ein jeder Kegelschnitt dieses Biischels in der Ebene (C,g) 
durch die Kollineation in sich iibergefiihrt. 

Nimmt man g unendlich fern an und als Doppelpunkte ihrer Projek- 
tivitiit die auf ihr liegenden konjugiert-imaginiiren Kreispunkte, so geht 
die Kollineation iiber in eine gewdhnliche Links- oder Rechtsdrehung 
um g als Achse. 

c) Ist die Projektivitdt auf 4 imvolutorisch mit reellen Doppelpunkten 
D und D’, so werden aus den unter a) erwiihnten perspektiven Kollineationen 
zentrische Involutionen mit D bew. D’ als Zentrum und D'g bezw. Dg als 
Ebene der Involution. Denn das konstante Doppelverhiiltnis, nach welchem 
die Verbindungsstrecke zweier entsprechender Punkte durch das Zentrum 
und die Ebene der Perspektivitét geteilt wird, hat hier den Wert — 1, 
wie man an den Punkten von g erkennt. 

d) Ist die Projektivitdt von gq involutorisch mit imagindren Doppel- 
punkten, so werden die unter b) erwdhnten zwei projektiven Drehungen 
planar -quaterniir-zyklische Kollineationen.*) Wir erhalten sie, wenn wir 
P, so wihlen, daB PP, die Gerade g in einem der Punkte desjenigen 
einzigen Paares 8%, trifft, das zu ©, harmonisch liegt. Die Kollinea- 
tion fiihrt niimlich dann P, nach P,, den Schnittpunkt von CC und P,%,, 
P, nach P,, den Schnittpunkt von CC, und P,%, iiber. P,; wird dann 
aber wieder in P transformiert, weil der Schnittpunkt X von PP, und 
P,P, 8, sein muB. Denn wegen der harmonischen Eigenschaften des 
vollstiindigen Vierecks mit den Ecken XP,BP, miiBte C(CC, XB) ein 
harmonisches Biischel sein. Da aber C(CC,B,B) gleichfalls ein solches 
ist, muB CX und C¥,, also auch X und $, zusammenfallen. 

Mehr als diese zwei planar-quaternir-zyklischen kann es aber unter 
unsern Kollineationen wieder nicht geben. Denn ist PP,P,P, ein 
zyklisches Punktquadrupel, so miissen P,P und P,P, sich in demselben 
Punkte $, von g treffen und wegen der Higenschaften des vollstiindigen 
Vierecks PP, P, P, sind €C,BB, harmonisch. 

DaB aber diese beiden Kollineationen zu jenen projektiven Drehungen 
gehéren,**) laBt sich leicht folgendermaBen zeigen. Jeder dem Viereck 
PP,P,P; wmbeschriebene Kegelschnitt hat das Dreieck C¥,8 zum 
Polardreieck. Nimmt man nun aus dem Biischel dieser Kegelschnitte 


*) Vgl. Pampuch, Uber doppelinvolutorische Systeme im Raume. Diss. Stra6- 
burg 1886, 8.11. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., II, S. 100. R. Krause, Uber 
cyklische Kollineationen, Progr. Stadtgymn. Stettin 1897, S. 9. 

**) Pampuch a. a. O. 8. 6. 
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denjenigen, fiir den © P, Tangente in P, ist, so ist, da der Pol von CP, 
auf g liegen muB, © dieser Pol, ©, ein Paar der durch den Kegelschnitt 
auf g bestimmten Involution konjugierter Punkte, und da diese Involution 
mit der urspriinglich auf g gegebenen zwei Punktepaare gemeinsam hat, 
so ist sie mit ihr identisch. Unser Kegelschnitt ist also einer von jenen, 
die sich in den Doppelpunkten von g doppelt beriihren, und wird durch 
die Kollineation in sich iibergefiihrt. 

e) Ist schlieBlich die Projektivitéit auf g die identische, so erhdlt man 
eine sogenannte windschiefe Perspektive. Die Verbindungslinie irgend eines 
Paares entsprechender Punkte schneidet g und g, und ein solches Paar 
bildet mit dem Paar der Schnittpunkte ein konstantes Doppelverhiiltnis. 
Denn nimmt man von den g und g schneidenden Geraden drei zueinander 
windschiefe als Leitlinien, so bestimmen sie eine Regelschar, durch deren 
Geraden die Schar der Leitlinien in projektiven Punktreihen geschnitten 
wird. Da die Linien der Regelschar zu je zweien durch die Kollineation 
einander zugeordnet sind, so folgt daraus, daB das Doppelverhiltnis, das 
irgend zwei in der Kollineation entsprechende Punkte eines dieser Leit- 
strahlen und seine Schnittpunkte mit g und g bilden, fiir alle Leitstrahlen 
nnd —- wie man durch Veriinderung von einem oder zwei der drei ge- 
wihlten g und g schneidenden Geraden sieht — fir simtliche in der 
Kollineation sich selbst entsprechenden Geraden konstant ist. 

Ist dies Doppelverhiltnis gleich —1, so ist die Kollineation die 
geschart-involutorische mit g und g als Involutionsachsen. 


§ 2. 

Jede Kollineation kann im allgemeinen auf oo” fache Weise als 
Produkt zweier Korrelationen dargestellt werden. Die eine von ihnen ist 
beliebig, die andere ist durch sie bestimmt. Da es oo* polare und co® Null- 
korrelationen gibt, so kann jede Kollineation im allgemeinen auf co*- bezw. 
co’ fache Art als Ergebnis einer polaren bezw. Nullkorrelation und einer 
nichtinvolutorischen Korrelation dargestellt werden. Von der letzteren 
sagt man dann, sie sei zu der Kollineation harmonisch.*) 

Soll eine Kollineation K, die nur zwei windschiefe Gerade in sich, 
aber keine von beiden Punkt fiir Punkt in sich transformiert, durch das 
Aufeinanderfolgen zweier polaren Korrelationen, die nicht Nullkorrelationen 


*) Vgl. Segre, Journal f. Mathem. Bd. 100, S. 318. Reye, diese Ztschr. Bd. 43, 
S. 154. In § 7 des letzteren Aufsatzes wird die Frage nach der besonderen Art der 
Resultierenden zweier involutorischer Verwandtschaften beantwortet. Wir fragen um- 
gekehrt nach der Méglichkeit der Zerlegung einer vorgelegten Kollineation in in- 
volutorische Korrelationen. 
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sind, entstehen, so ist dies nur méglich, wenn die beiden letzteren das 
Haupttetraeder der ersteren zum Poltetraeder haben; denn die Eckpunkte 
dieses Tetraeders und nur diese sollen in sich iibergefiihrt werden. Aus 
der Gruppe von co® polaren Korrelationen, die das betr. Tetraeder als 
Poltetraeder besitzen, kann man die eine, K,, willkiirlich wihlen, die 
andere, A,K = K, ist durch sie bestimmt und gehért dann offenbar 
gleichfalls der Gruppe an.*) 

Da durch Aufeinanderfolgen einer polaren und einer Nullkorrelation 
eine besondere Kollineation, niimlich eine ,,halbgescharte“ entsteht, die 
zwei windschiefe Geraden in sich tiberfiihrt und auf jeder von ihnen eine 
Punktinvolution erzeugt,**) so ist es im allgemeinen nicht méglich, eine 
Kollineation durch eine Folge zweier solcher Korrelationen darzustellen. 
Jede halbgescharte Kollineation aber li®t auf cotfache Weise eine solche 
Zerlegung zu, da man als polare Korrelation eine beliebige derjenigen 
wihlen kann, deren Kernflichen sich in dem Vierseit durchschneiden, das 
die Doppelpunkte jener Involutionen zu Ecken und ihre Traiger zu Diago- 
nalen hat. Also: 

Jede Kollineation K, die zwei windschiefe Geraden in sich, aber keine 
von beiden Punkt fiir Punkt in sich transformiert, liépt sich auf o0* fache 
Weise als Ergebnis zweier polaren Korrelationen darstellen. Die letzteren 
gehiren stimtlich zu der Gruppe derjenigen, die das Haupttetraeder von K 
zum gemeinsamen Poltetraeder haben. Eine Darstellung als Folge einer 
polaren und einer Nullkorrelation ist nur fiir die halbgescharten Kollinea- 
tionen, fiir jede von diesen aber auf co'fache Art méglich. Die Ordnungs- 
[lichen dieser polaren Korrelationen haben einen gemeinsamen Vierseits- 
durchschnitt, dessen Ecken mit denjenigen des Haupttetraeders von K iiber- 
einstimmen. 

Soll eine Kollineation K,, die die Punktreihe g Punkt fiir Punkt in 
sich iiberfiihrt, als Folge zweier polaren Korrelationen dargestellt werden, 
so ist dies nur méglich, wenn die Schnittpunkte ihrer Ordnungsfliichen 
und der Geraden g in zwei beliebigen Punkten von g zusammenfallen und 
die Doppelpunkte der von K, auf g erzeugten Projektivitit in beiden 
Polarsystemen konjugierte Punkte sind, also zu den Schnittpunkten der 
Ordnungsffiichen mit g harmonisch liegen. Nimmt man eine dieser Korre- 
lationen beliebig an, so muB die andere polar sein. Denn wenn K, das 
Resultat dieser beiden sein soll, so muB diese zweite jede der Geraden g 
und g in die andere iiberfiihren und die Punktreihe einer jeden von diesen 
Geraden zu dem Ebenenbiischel der andern involutorisch liegen. Dann 


*) Vgl. Reye a. a. O. S. 153/54, G. d. Lage 3. A. II, 8. 219. 
**) Reye, diese Ztschr. 43, S. 164, Nr. 38. 
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aber ist diese Korrelation polar, weil sie in jedem Tetraeder, dessen Ecken 
zwei Paare konjugierter Punkte der auf jeder der Geraden g und g durch 
das Ebenenbiischel der andern erzeugten Involutionen sind, die Ecken in 
die gegeniiberliegenden Flichen transformiert. Die erstgenannte Korre- 
lation kann man auf ootfache Art wihlen, weil ihre Schnittpunkte auf g 
sich auf oo*fache Art, diejenigen auf g in oo’ facher Art bestimmen 
lassen und weil es oo! Polarsysteme mit gleichem Vierseitsdurchschnitt 
der Kernflichen gibt. Also: 

Jede Kollineatiou K,, die zwei windschiefe Geraden g und g in sich, 
aber nur die eine von beiden, g, Punkt fiir Punkt in sich tiberfiihrt, lapt 
sich auf cot fache Weise als Ergebnis je zweier polaren Korrelationen dar- 
stellen. Fiir letztere sind g und g reziproke Polaren, thre Ordnungs- 
fliichen schneiden g in zwei gemeinsamen Punkten und thre Schnittpunkte 
auf g werden durch die Doppelpunkte der von K, auf g erzeugten Projektivitit 
harmonisch getrennt. 

Jede gescharte Kollineation (windschiefe Perspektive) laipt sich auf 
co® fache Weise als Folge zweier polaren Korrelationen darstellen, deren 
Ordnungsflichen sich in demselben Vierseit durchschneiden, das die Achsen 
der Kollineation zu Diagonalen hat. 

Jede gescharte Kollineation lift sich auch als Folge zweier Null- 
korrelationen darstellen, sodaB die Achsen der Kollineation mit den Achsen 
der Strahlenkongruenz zusammenfallen, die den beiden durch die Nullsysteme 
bestimmten linearen Komplexen gemeinsam ist. Eine solche Darstellung ist 
auf oo fache Art méglich. 

Das Letzte folgt daraus, daB man die erste der beiden Nullkorre- 
lationen so bestimmen muB, daB die Achsen g und g der Kollineation 
fiir sie reziproke Polaren sind; aber dies ist auf cot fache Weise méglich, 
da ein linearer Komplex durch zwei reziproke Polaren und einen Leit- 
strahl vollkommen bestimmt ist. Die andere der beiden Korrelationen 
mu8 dann gleichfalls eine Nullkorrelation sein, weil sie alle Strahlen der 
linearen Kongruenz mit g und g als Achsen als Doppelstrahlen enthilt. 


§ 3. 


Sind K, und Ky, zwei beliebige gegebene Polar- oder Nullkorrelationen 
und bezeichnet man die Kollineation K,K, mit K, so ist 
KK, = K,, mithin K~-'K, = K,; 
das heiBt aber: 
Fiir zwei beliebige gegebene involutorische Korrelationen K, und K, gibt 
es im allgemeinen eine einzige Kollineation K, die das eine der beiden durch 
K, verbundenen riiumlichen Systeme so transformiert, dap es mit dem andern 
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ein Paar der durch K, verbundenen Systeme bildet. Die inverse zu dieser 
Kollineation K fiihrt in derselben Weise K, in K, iiber. 

Nun haben im allgemeinen zwei involutorische Raumsysteme, seien 
sie nun beide Polar- oder beide Nullsysteme oder je eins ein Polar- und 
Nullsystem, ein gemeinsames Paar reziproker Polaren g und g; néamlich 
im ersten Falle ein Paar Gegenkanten des gemeinsamen Poltetraeders, im 
zweiten die Achsen der linearen Strahlenkongruenz, die den beiden durch 
die Nullsysteme bestimmten linearen Komplexen gemeinsam ist, im dritten 
die Achsen der Strahlenkongruenz, die gemeinsam ist dem durch die Null- 
korrelation bestimmten linearen Komplex und demjenigen, in den dieser 
durch die polare Korrelation iibergefiihrt wird.*) 

Ist K, eine bestimmte polare, K, eine bestimmte Nullkorrelation, so 
ist K,K, eine halbgescharte Kollineation (S. 403), die sich auf oo! fache 
Weise als Folge zweier besonderen Kollineationen K,K, darstallen laBt 
(S. 399), sodaB also K,K, = K,K, ist. 

Kommt es nur darauf an, ein vorgelegtes Polarsystem K, in ein be- 
liebiges Nullsystem A, umzuformen, gleichgiiltig in welches, so hat man 
zur Bestimmung von K, und K, fiir g und g zwei beliebige reziproke 
Polaren des Polarsystems, als die auf g und g vorgeschriebenen Projek- 
tivitiiten die durch K, auf ihnen erzeugten Involutionen konjugierter 
Punkte zu wihlen und kann im iibrigen z. B. die besonderen in § 1 ¢) 
und d) niiher beschriebenen Kollineationen nehmen. Wir betrachten ein 
paar besondere Fille. 

Ist das durch K, bestimmte Polarsystem rotatorisch**) und nimmt 
man fiir g die Rotationsachse, so ist g die zu g normale Gerade im Un- 
endlichen, und die Involution auf ihr hat zwei imaginire Kreispunkte zu 
Doppelpunkten. Die beiden besonderen quaternir-zyklischen Kollineationen, 
die unter den Kollineationen K, auftreten, sind dann Drehungen um 90° um 
g als Achse in dem einen oder andern Drehungssinne. Weil nimlich dann 
(mit Benutzung der friiheren Bezeichnung in § 1 d) die Strahlen CB 
und C%, sowie CC und CG, des harmonischen Biischels aufeinander 
senkrecht stehen, muf das eine Paar die von dem andern gebildeten 
Winkel halbieren, und weil ferner PP, || C® wird, CP =CP, sein. 
Diese beiden Kollineationen bezeichnen wir mit A, und Ag. 

Ist zweitens die Ordnungsfliche des Polarsystems ein reelles elliptisches 
Paraboloid, g seine Achse, so liegt g gleichfalls im Unendlichen, und die 
beiden zentrisch-involutorischen Kollineationen, die unter den K, vor- 


kommen, sind dann die zentrisch-symmetrische 2, in bezug auf den 


*) Reye, diese Ztschr. Bd. 43, Nr. 38. 
**) Reye, G. d. L. Il, 8. 133. 
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Scheitel des Paraboloids als Zentrum der Symmetrie und die planar- 
symmetrische 2, in bezug auf die Tangentialebene im Scheitelpunkt als 
Ebene der Symmetrie. 

Ist endlich die Ordnungsfliche ein reelles Rotationsparaboloid, so 
kommen sowohl jene beiden Drehungen als auch diese beiden Symmetrieen 
vor, und man erhalt dann die einfachsten Kollineationen, die die Uher- 
fiihrung des Polarsystems in ein Nullsystem vermitteln, wenn man eine 
der Drehungen A, und A, mit einer der symmetrischen Kollineationen 2, 
und &, zusammensetzt. Die Anschauung lehrt, daB in diesem Falle die 
Kollineationen vertauschbar sind, und ferner, daB 2,4, und 2,A, einer- , 
seits und 2A, und 2,A, anderseits identisch sind. Also: 

Unterwirft man das eine der beiden in einem rotatorischen Polarsystem 
enthaltenen Raumsysteme einer Drehung wn 90° um die Achse des Polar- 
systems und alsdann einer zentrisch-involutorischen Kollineation, die den einen 
Schnittpunkt der Achse mit der Ordnungsfliche des Polarsystems zum Zentrum 
und die Tangentialebene im andern Schnittpunkt zur Ebene der Involution 
hat, so bildet es nunmehr mit dem andern System ein Nullsystem. 

Dieses besondere Ergebnis ist nicht neu. Es wurde zuerst fiir das 
Polarsystem eines Rotationsparaboloids von H. G. Hauck*), bald darauf 
fiir dasselbe unabhingig von ihm auch von H. Segre**) und spiiter, wie 
ich erst, nachdem diese Arbeit im wesentlichen fertig war, bemerkte, von 
H. Theodor Schmid***) fiir das Rotationsellipsoid bewiesen. Herr Schmid 
beweist in dieser Arbeit vorher einen Satz, der sich in unserer Bezeich- 
nung wie folgt aussprechen laBt: 

Es seien K eine beliebige polare Korrelation, K, eine der in b) be- 
zeichneten projektiven Drehungen um die beliebige Gerade g als Achse, 
€ und © die Schnittpunkte von g mit der Kernfliche von K. Fiihrt 
dann die Korrelation KK die beliebige Ebene a in P iiber und schneidet 
EP (oder € P) x in M, so sind x und M in einem Nullsystem 2. Grades 
einander zugeordnet. Es wird vom 1. Grade, wenn fiir K, eine der in 
§ 1 d) behandelten Kollineationen genommen wird. 

Wir kehren zu unserer Untersuchung zuriick. Welche Linie bei einer 
bestimmten Wahl von g und g und Benutzung einer nicht speziellen halb- 
gescharten Kollineation K Achse des Nullsystems wird, laBt sich folgender- 
maBen ermitteln. Man nehme zur Individualisierung von K als Punkt P 
(S. 399) den Mittelpunkt des Polarsystems, dann werden C und € die 
Zentra der Involutionen auf g bezw. g und P, in dem Nullsystem der 
Pol der unendlich fernen Ebene. Durch ihn geht die Achse des Null- 

*) Zeitschr. f. Mathem. u. Physik. Bd. 31, 8. 362. 

**) Battaglini Giornale XXV, 8. 20. 

***) Monatshefte f. Mathem. u. Physik VIII, S. 267. 
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systems. Da nun g und g auch reziproke Polaren des Nullsystems sind, 
so sind sie Leitstrahlen eines hyperbolischen Paraboloids, dessen Regel- 
schar zu der Richtung von P, normal ist.*) Der Leitstrahl dieses Para- 
boloids, der durch P, geht, ist die Achse des Nullsystems. 


§ 4. 

Die co® Kollineationen mit gemeinsamem Haupttetraeder fiihren alle 
tetraedralen Komplexe, die dieses Tetraeder gleichfalls zum Haupttetraeder 
haben, in sich iiber.**) Da es ferner co! tetraedrale Komplexe mit diesem 
bestimmten Haupttetraeder gibt, etwa individualisiert durch die Werte des 
konstanten Doppelverhiiltnisses, in welchem jeder Komplexstrahl von den 
Flichen des Tetraeders geschnitten wird, so gehéren zu jedem dieser 
Komplexe co® Kollineationen, die ihn in der bekannten Reyeschen Art 
erzeugen. Auf jeder von zwei Gegenkanten g und g des Haupttetraeders 
gibt es oo! verschiedene Punktprojektivitiiten mit den betr. Tetraederecken 
als Doppelpunkten, und es fragt sich, wieviele von den genannten oo? Kolli- 
neationen dieselben vorgeschriebenen Projektivitiiten auf g und g erzeugen. 
Wir beweisen: 

Jeder tetraedrale Komplex wird i. a. durch zwei Kollineationen erzeugt, 
die auf zwei Gegenkanten seines Haupttetraeders vorgeschriebenen Punkt- 
projektivitdten bestimmen. Insbesondere kann er durch dreimal je zwei halb- 
gescharte Kollineationen erzeugt werden, deren Achsen ein paar Gegenkanten 
seines Haupttetraeders sind. 

Fassen wir nimlich einen nicht auf einer Tetraederfliche liegenden 
beliebigen Punkt P des Raumes ins Auge, legen durch ihn die Gerade a, 
die g und g in C bezw. © schneidet, und trifft die Verbindungslinie der 
den Punkten C und © in den Projektivitiiten zugeordneten Punkte C, 
bezw. ©, den Komplexkegel mit der Spitze P in den beiden Punkten P, 
und P,’, so sind die Kollineationen, fiir die PP, und PP,’ Paare ent- 
sprechender Punkte sind, die im Satz bezeichneten. DaB sie den Komplex 
erzeugen, folgt daraus, daB PP, und PP,’ Komplexstrahlen sind, und ein 
tetraedraler Komplex durch das Hauttetraeder und einen Strahl, der keine 
Tetraederkante schneidet, bestimmt ist.***) 

Die oo? Kollineationen, die einen bestimmten tetraedralen Komplex 
erzeugen, lassen sich in oo’ Mannigfaltigkeiten (nicht Gruppen) M(K) 
von je oo! Kollineationen zusammenfassen, so daB die Kollineationen, die 
zu derselben Mannigfaltigkeit gehéren, den Raum in oo! zu demselben 


*) Reye, G. d. L. II, 8. 171. 
**) Sturm, Liniengeometrie I, 8. 378, 
***) Reye, G. d. L. II, 8. 6. 
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Biischel von Raumsystemen gehérige Riume iiberfiihren.*) Von diesen 
oo Kollineationen und den Projektivitiiten, die durch sie auf g und g 
erzeugt werden, erhilt man auf folgende Art eine deutliche Anschauung. 

Eine beliebige durch P gehende kubische Ordnungskurve f* des Kom- 
plexes hat wie alle andern g und g zu Sehnen. Eine an f* hingleitende 
Gerade, die dabei die Sehnen g und g bestiindig schneidet, beschreibt eine 
Regelschar, zu deren Leitlinien g und g gehéren.**) Der Komplexkegel 
mit der Spitze P schneidet die so erzeugte gradlinige Fliche 2. O. auBer 
in f noch in einem Komplexstrahl, der gleichzeitig eine Leitlinie der 
Regelfliche ist. Auf diese Weise wird jeder durch P gehenden Ordnungs- 
kurve ein durch P gehender Komplexstrahl zugeordnet und umgekehrt. 
Daraus aber folgt: 

Durch jeden nicht auf einer Fliche des Haupttetraeders liegenden Punkt 
gehen oo’ kubische Ordnungskurven des tetraedralen Komplexes.***) 

Die oo! Kollineationen einer Mannigfaltigkeit M(K) erhalt man nun, 
wenn man dem Punkte P nacheinander die andern Punkte irgend einer 
bestimmten durch P gehenden Ordnungskurve zuweist.+) Der durch P 
gehenden g und g schneidenden Geraden a werden dadurch die Geraden 
der genannten Regelschar zugewiesen, und jede von diesen und die 
Gerade a bestimmen nacheinander durch das Paar ihrer Schnittpunkte 
mit g bezw. g die auf den letzteren durch die Kollineationen bestimmten 
Projektivitaten. 


Charlottenburg, Januar 1904. 


*) Reye, G. d. L. Ill, 8. 11 f. Sturm a. a. O. J, 8. 347f. 

**) Reye, G. d. L. II, 8S. 193. 
***) Vgl. Lie, Geometrie der Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896, S. 345. 
+) Reye, G. d. L. Ill, 8. 11, 125. 
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Uber einen Satz der Analysis Situs. 
Von 


Friepricu Riesz in Gyér (Ungarn). 


Die Schoenfliessche Umkehrung*) des Jordanschen Satzes iiber ge- 
schlossene Kurven ohne Doppelpunkte léBt sich einfach beweisen, wenn 
man dem Beweise ein Verfahren an die Spitze stellt, nach welchem die 
Punkte der Kurve zyklisch angeordnet werden. Es ist dasselbe Verfahren, 
mittels dessen Herr Hilbert in seiner Arbeit ,Uber die Grundlagen der 
Geometrie**)“ dasselbe Ziel fiir den wahren Kreis erreicht. Wird nimlich 
der Beweis des Satzes in § 6 bei Herrn Hilbert derart modifiziert, dab, 
anstatt die zugrunde liegenden Axiome von neuem heranzuziehen, nur 
die schon friiher auf Grund derselben bewiesenen Eigenschaften des kon- 
struierten Gebildes beniitzt werden, so liBt sich das ganze Verfahren samt 
dem Beweise auf das allgemeinere Problem iibertragen. Demgemif soll 
im folgenden der betreffende Punkt eingehender behandelt, das Verfahren 
aber nur skizziert werden; beziiglich des Beweises wird immer auf den 
betreffenden Punkt der Hilbertschen Arbeit verwiesen. 

Auf diese Weise wird die Méglichkeit einer eindeutig umkehrbaren, 
stetigen Abbildung der zu betrachtenden Punktmenge auf die Kreisperi- 
‘pherie nachgewiesen. An Hand des Verfahrens wollen wir nun auch ver- 
suchen, einen Vorgang fiir diese Abbildung anzugeben. Es s611 dabei der 
Schoenfliessche Satz in etwas allgemeinerer Fassung gegeben werden, indem 
wir die Streckenziige durch beliebige Jordansche Kurven ersetzen. Natiir- 
lich kénnte der Beweis bei Beibehaltung der Schénfliesschen Fassung auf 
dieselbe Weise gefiihrt werden. 

Der Satz lautet in unserer Fassung folgendermafen: 

Eine im Endlichen gelegene, ebene perfekte Menge § teile die in thr 
nicht enthaltenen Punkte der Ebene in eine innere Menge 3 und eine dupere 
Menge X von der Beschaffenheit, dap 


*) Géttinger Nachrichten, 1902, S. 185. — Math. Annalen, Bd. 58, S. 195. 
**) Math. Annalen, Bd. 56, 8. 381. (Die Arbeit ist auch abgedruckt in Hilbert, 
Grundlagen der Geometrie, 2. Ausg., 8. 121.) 
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1) je zwei beliebige Punkte aus : durch eine Jordansche Kurve ver- 


bunden werden kinnen, welche nur Punkte aus ; enthiilt ; 


2)*) jeder Punkt P aus 8% mit jedem Punite aus ? durch eine Jordansche 


Kurve verbunden werden kann, die mit Ausnahme von P nur Punkte aus 


: enthdalt; 

3) jede Jordansche Kurve, die einen Punkt aus 3 mit einem Punkte 
aus XU verbindet, wenigstens einen Punkt aus J enthiilt: 

dann laBt sich die Menge % eindeutig umkehrbar und stetig auf die 


Kreisperipherie abbilden. 


I. Die zyklische Anordnung der Menge §. 


Auf analoge Weise, wie dies in § 4 der Hilbertschen Arbeit fiir den 
wahren Kreis geschieht, lat es sich beweisen, daB irgend zwei Punkte 
P,, P, aus § sich sowohl durch eine Jordansche Kurve P, P, verbinden 
lassen, die mit Ausnahme der Endpunkte nur Punkte aus § enthiilt, wie 
auch durch eine Jordansche Kurve P,P,, die mit Ausnahme der End- 
punkte nur Punkte aus & enthilt. Aus zwei solchen Kurven lat sich 
nun eine geschlossene Jordansche Kurve P,P, zusammensetzen. Irgend 
ein Paar von Punkten P,, P, aus % kann nun in bezug auf die Kurve 
auf zwei Arten liegen: entweder es liegt der eine Punkt innerhalb, der 
andere auBerhalb der Kurve, dann sagen wir, das Punktepaar wird durch 
die Kurve getrennt, oder es liegen beide Punkte innerhalb, resp. beide 
auBerhalb der Kurve; wir sagen: das Punktepaar wird durch die Kurve 
nicht getrennt. 

Analog den Ausfiihrungen des § 5 der Hilbertschen Arbeit kann es 
nun gezeigt werden, daB ein Punktepaar in bezug auf alle Kurven, die 
aus einer beebigen in J verlaufenden Jordanschen Kurve P,P, und aus 


einer beliebigen in %& verlaufenden Jordanschen Kurve P, P, zusammen- 
gesetzt werden, dieselbe Lage hat. Wir diirfen daher sagen, ein Punkte- 
paar P,, P, werde durch das Punktepaar P,, P, getrennt, bezw. nicht 
getrennt, je nachdem es durch die Kurven P,P, getrennt oder nicht ge- 
trennt wird. ane 

Es folgen auch leicht die iibrigen Sitze, die den Sitzen 1. c ent- 
sprechen, namlich: 


*) Die Forderung 2) lift sich auch durch die Forderung ersetzen, da in jeder 
beliebigen Umgebung eines jeden Punktes aus 8 es sowohl] Punkte aus $, wie auch 
Punkte aus & gebe. Mit der Perfektheit verkniipft, enthilt diese Forderung die 
Kurvenartigkeit der ebenen Menge §. 
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Wenn P;, P, durch P,, P, getrennt weerden, so werden auch P,, P; 
durch P;, P, getrennt. 

Wenn P,, P, durch P,, P; und P,, P, durch Ps, P; getrennt werden, 
so werden P,, P, durch P,, P; getrennt. 

Hieraus erkennen wir, daB die Punkte der Menge § czylilisch, d. h. 
mit Riicksicht auf die gegenseitige Trennung von Punktepaaren derart an- 
geordnet sind, wie irgend eine auf der Kreisperipherie gelegene Punktmenge. 


Al. Die zyklische Anordnung ist liickenlos. 


Augenscheinlich wire es nicht ausgeschlossen, daf die Menge 
eindeutig umkehrbar und stetig mit Erhaltung der Anordnung in eine 
perfekte Punktmenge auf der Kreisperipherie abgebildet werden kann, 
welche aus mehreren perfekten Mengen besteht und somit nicht zusammen- 
hangend ist. Die Unméglichkeit einer derartigen Abbildung und damit 
der Zusammenhang der Menge §§ beruht nun auf folgendem Satze: 

Zu jedem Punktepaare P,, P, aus B gibt es ein Punktepaar, also auch 
beliebig viele Punktepaare, welche es trennen. 

Unser Satz entspricht dem Satze in § 6 der Hilbertschen Arbeit, 
doch bediirfen wir eines andern Beweises. 

Wir ziehen wieder die schon betrachtete geschlossene Jordansche 
Kurve P,P, heran und nehmen an, der Satz wiire nicht richtig und es 
giibe kein Punktepaar, welches durch P, P, getrennt wird. Dann miiBten 
alle Punkte von $8 entweder alle innerhalb oder alle auBerhalb der Kurve 
P,P, liegen. Nehmen wir beispielsweise den ersten Fall an. Fiir einen 
beliebigen Punkt der Kurve P, P,, wenn er nur kein Endpunkt ist, gibt 
es jedenfalls eine Umgebung, welche nur Punkte aus 9 enthilt. In jener 
Umgebung gibt es gewif einen Punkt, der auBerhalb P, P, liegt. Es gibt 
somit jedenfalls einen Punkt aus 9%, der zugleich auBerhalb P, P, liegt. 
Durch iihnliche SchluBweise fiir die Umgebung eines Punktes auf der 
Kurve P,P, folgt, daB es gewif einen Punkt aus % gibt, der zugleich 
auBerhalb P,P, liegt. Verbinden wir die beiden Punkte durch eine Jor- 
dansche Kurve, die auBerhalb P,P, verliuft, so enthilt diese sicher 
keinen Punkt aus 8. Dies widerspricht jedoch der Bedingung 3). Analog 
wiirde auch die Annahme, § sei auferhalb P,P, gelegen, zu Widerspruch 
fiihren. Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen. 





III. Die eindeutig umkehrbare Abbildung der Menge $ 
auf die Kreisperipherie. 


Auf dieselbe Art, wie es in § 7 und 8 der Hilbertschen Arbeit fiir 
den wahren Kreis geschieht, kénnte nun der Beweis der Existenz einer 


*eindeutig umkehrbaren stetigen Abbildung der Menge $8 auf die Kreis- 
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peripherie erbracht werden. Der Beweis stiitzt sich lediglich darauf, daB 
aus der Menge § eine abzihlbare Teilmenge ausgeschieden werden kann, 
die in unserer Anordnung den Ordnungstypus der Menge der rationalen 
Zahlen in ihrer natiirlichen Anordnung besitzt und deren Haiufungspunkte 
die Menge $8 ausmachen. Wollen wir nun die Abbildung wirklich an- 
geben, so muB diese abzihlbare Punktmenge bestimmt werden. 

Um diesen Zweck zu erreichen, legen wir in unserer Ebene ein recht- 
winkliges Koordinatensystem fest und denken uns das kleinste Rechteck 
bestimmt, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel laufen und auBer- 
halb dessen kein Punkt $ liegt. Durch equidistante, zu den beiden Seiten- 
richtungen parallele Linien werde dieses Rechteck in n? kongruente Teil- 
rechtecke zerlegt. Wir wollen von einem Punkte sagen, er sei in einem 
Rechtecke enthalten, wenn er entweder im Inneren oder auf der Peri- 
pherie des Rechteckes liegt. Aus der Perfektheit der Menge $ folgt nun, 
daB jedes Teilrechteck, welches iiberhaupt einen Punkt aus $ enthalt, auch 
einen solechen Punkt enthiilt, der unter allen im Rechtecke enthaltenen 
Punkten aus $ kleinster Ordinate die kleinste Abszisse besitzt. Die Anzahl 
aller dieser Punkte sei »,. Dieselben teilen die zyklisch angeordnete 
Menge $% in », Intervalle ein. Wir teilen die Kreisperipherie in », gleiche 
Intervalle und ordnen diese Intervalle den Intervallen in § derart zu, daB 
benachbarten Intervallen aus $$ benachbarte Intervalle auf dem Kreise 
entsprechen. Wir ordnen nun die entsprechenden Teilpunkte ebenfalls 
einander zu. 

Wir teilen nun auf dieselbe Weise jedes Teilrechteck in weitere 
n® Rechtecke und denken uns in jedem derselben, das iiberhaupt einen 
Punkt aus $ enthilt, wiederum jenen Punkt bestimmt, der unter allen 
im Rechtecke enthaltenen Punkten aus §% kleinster Ordinate die kleinste 
Abszisse besitzt. Die Anzahl dieser Punkte sei m,. Sie teilen die 
Menge $ in », Intervalle, welche Teilintervalle der ersten », Intervalle 
sind. Wird nun dadurch ein erstes Intervall in eine gewisse Anzahl von 
Intervallen geteilt, so teilen wir das entsprechende Intervall der Kreis- 
peripherie in dieselbe Anzahl gleiche Teile und ordnen diese in derselben 
Ordnung den Teilintervallen des entsprechenden Intervalls auf $ zu. Die 
entsprechenden Teilpunkte ordnen wir wieder ebenfalls einander zu. 

Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, erhalten wir eine unbegrenzte 
Anzahl von Punkten aus $. Denn auf jeder Seite irgend einer Geraden, 
welche parallel der «-Achse zwichen den beiden Seiten des Rechteckes 
lauft, befinden sich Punkte aus §§ und somit auch Punkte aus 3; aus der 
Bedingung 1) folgt daher, daB auch auf der Geraden Punkte aus 3 wie 
aus % und daher nach Bedingung 3) wenigstens ein Punkt aus $ liegen 
miissen Es kann daher m, nicht kleiner als n, », nicht kleiner als n?, 
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die Anzahl der nach der K*" Teilung vorhandenen Punkte nicht kleiner 
als »* sei. Durch geniigende Anzahl von Schnitten kann somit jede 
beliebige Anzahl von Punkten bestimmt werden. 

Die auf diese Weise festgelegte abziihlbare Menge $$* von Punkten 
aus $$ und die ihr auf der Kreisperipherie entsprechende Punktmenge 8* 
haben nun folgende Eigenschaften: 

a) In jeder beliebigen Umgebung eines jeden Punktes aus $ gibt es 
einen Punkt aus $*. : 

Denn ist d der Abstand des Punktes von der Begrenzung der Um- 
gebung, so kann ein Schritt der Konstruktion angegeben werden, fiir 
welchen die Summe der Quadrate zweier benachbarten Seiten der Teil- 
rechtecke kleiner als 6° ist. Der Punkt ist somit in einem Teilrechtecke 
enthalten, welches innerhalb der Umgebung liegt; dasselbe Teilrechteck 
enthilt auch einen Punkt aus $*. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

b) Fiir zwei beliebige Punkte aus Y% und jeden beliebigen Punkt aus B* 
gibt es einen zweiten Punkt aus B%*, so dap die beiden ersten Punkte durch 
die beiden letzteren getrennt werden. 

Es seien niimlich P,, P, die beiden ersten Punkte; wir denken uns 
fiir sie eine Kurve P,P, bestimmt. Es sei nun P, ein beliebiger Punkt 


aus $*. P,; liege beispielsweise innerhalb P, P,; es mu sodann nach- 


gewiesen werden, daB es auch auBerhalb P,P, einen Punkt aus $* gibt. 
AuBerhalb P,P, liegt nach IL sicher ein Punkt aus 8; es kann eine 
Umgebung dieses Punktes bestimmt werden, die auBerhalb P,P, liegt. 
In dieser Umgebung liegt aber nach a) sicher ein Punkt aus $*. 

Analoge Uberlegung gilt fiir den zweiten Fall, daB nimlich P, auBer- 
halb P, P, liegt. 

c) Die Hiéufungspunkte der Menge Y* machen die Menge %, jene 
der Menge &* die Kreisperipherie aus: 

Die erste Behauptung folgt aus a) und aus der Abgeschlossenheit 
der Menge $$. Die zweite Behauptung folgt daraus, daS infolge b) in 
jedem Teilintervalle auf 8 weitere Teilungspunkte liegen, was dann nun 
auch fiir den Kreis gilt; da nun bei letzterem die Interpolation neuer 
Teilpunkte durch Teilung der Intervalle in gleiche Teile bewirkt wird, 
so konvergiert die Linge der Teilintervalle gegen Null; die Teilpunkte 
liegen somit auf der Kreisperipherie iiberall dicht. 

ad) Der zyklischen Anordnung in $* entspricht die zyklische Anord- 
nung in R*, 

Um nun aus der Abbildung der Menge %* auf die Menge &* eine 
Abbildung der Menge $$ auf die Kreisperipherie herzuleiten, fixieren wir 
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erstens einen Punkt P, aus $* und den entsprechenden Punkt K,, aus *. 
Ist nun P ein beliebiger Punkt aus $, der jedoch $* nicht angehért, 
so wird durch ihn eine Teilung aller Punkte von $* mit Ausnahme 
von P, in zwei Klassen bestimmt, derart, da® je zwei Punkte derselben 
Klasse durch die beiden Punkte P,. und P nicht getrennt, je zwei Punkte 
aus verschiedenen Klassen durch P, und P getrennt werden. Dann 
werden aber auch P, und ein beliebiger Punkt der einen Klasse durch 
zwei beliebige Punkte der andern Klasse nicht getrennt. Unserer Teilung 
entspricht nun in der Abbildung eine Teilung aller Punkte von &* mit 
Ausnahme von K, in zwei Klassen derart, daB K,, und ein beliebiger 
Punkt der einen Klasse durch zwei beliebige Punkte der andern Klasse 
nicht getrennt werden. Eine derartige Teilung der auf der Kreisperi- 
pherie iiberall dichten Punktmenge definiert nun einen und nur einen der 
Menge &* nicht angehérenden Punkt K von der Higenschaft, dab je zwei 
Punkte verschiedener Klassen durch K, und K getrennt werden. Diesen 
Punkt K ordnen wir dem Punkte P zu. 

Auf diese Weise wird jedem Punkte aus $ ein Punkt der Kreis- 
peripherie zugeordnet derart, daB der zyklischen Anordnung der Menge 
die zyklische Anordnung der Bildmenge entspricht. Es mu8 nur noch 
bewiesen werden, daB jeder beliebige Punkt K der Kreisperipherie Bild- 
punkt eines und nur eines Punktes P aus §$ ist. Durch einen beliebigen 
Punkt K wird nun eine Teilung der Menge S*, mit Ausnahme von K,, 
definiert, welche die schon bezeichnete Kigenschaft besitzt; dieser Teilung 
entspricht eine Teilung der Menge $8* von ihnlicher Eigenschatt. Wiahlen 
wir nun eine unendliche Reihe zyklischer Anordnung von Punkten der 
einen Klasse von S* aus, welche gegen den Punkt K konvergiert, so ent- 
spricht derselben eine unendliche zyklisch geordnete Reihe P,, P,--- P,--- 
aus Punkten der einen Klasse von $*. Einer unendlichen Reihe von der- 
selben Higenschaft aus der zweiten Klasse von &* entspricht eine unend- 
liche Reihe P,’, P,’--- P{--- aus der zweiten Klasse von $*. Die Punkte 
P,, Py--- Pz-++, Py, Py +++ P+ ++ besitzen jedenfalls einen Hiiufungs- 
punkt P. Konstruieren wir nun die Kurve P;, P;, so werden die Punkte 
Pryiy Pigg est) Piya, Pj 49+ und folglich auch ihr Hiufungspunkt P 


durch die Kurve P,P; von P,, getrennt. Somit trennen P und P,, nach I. 


je zwei beliebige Punkte verschiedener Klassen. Dem Punkte P entspricht 
daher der Punkt K. Wiirde es einen zweiten Punkt (P) geben, dem 
ebenfalls der Punkt K entspriiche, so miiBte derselbe in der Menge $* 
dieselbe Teilung wie der Punkt P definieren: dann giibe es aber keinen 
Punkt in $*, der durch die beiden Punkte P und (P) von P,, getrennt 
wird, was doch dem Satze b) widerspricht. 
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Damit ist gezeigt, daB unsere Abbildung die Menge $ eindeutig 
umkehrbar auf die Gesamtheit der Punkte der Kreisperipherie bezieht. 
Die Abbildung erhiilt die zyklische Anordnung. 


IV. Die Stetigkeit der Abbildung. 


Wir haben nur noch nachzuweisen, daB unsere Abbildung stetig ist. 
Es sei K,, K,--- eine zyklisch geordnete unendliche Reihe beliebiger 
Punkte der Kreisperipherie, welche nicht um den ganzen Kreis herum- 
greift. Die Reihe konvergiere gegen den Punkt K. Es muf dann gezeigt 
werden, daB die entsprechende Reihe P,, P,--- gegen einen Punkt P 
konvergiert, der den Punkt K zum Bildpunkte hat. Daf die Reihe 
P,, P,--+-+ tiberhaupt gegen einen Punkt P konvergiert, ist klar, da doch 
ihr Hiufungspunkt infolge der zyklischen Anordnung Konvergenzpunkt 
sein mu8. Wire nun der Bildpunkt des Punktes P ein von K verschie- 
dener Punkt (A), der daher kein Konvergenzpunkt der Reihe K,, Ky --- 
ist, so gabe es sicher zwei Punkte (K)_ und (XK), der Kreisperipherie, 
welche der Punkt (A) von allen Punkten der Reihe K,, K,--- trennten. 
Die entsprechenden Punkte (P)_ und (P), und also auch die Jordansche 
Kurve (P)_(P), wiirden dann den Punkt P von den Punkten der Reihe 
P,, P, +++ trennen, was jedoch, da P Konvergenzpunkt der Reihe ist, zu 
Widerspruch fiihrt. 

Herr Schoenflies beweist den Satz durch ein Verfahren, welches die 
Menge 3 durch eine abzihlbare Menge von Rechtecksflichen ausfiillt. 
Die Menge $ ergibt sich dann als Kontur dieser Rechtecke. Wiahrend 
nun durch Ersetzung der Rechtecke durch rechtwinklige Parallelepipeda 
ein analoges Verfahren sich fiir die Teilung des Punktraumes ergibt, laBt 
sich unser Verfahren fiir eine analoge Teilung des Strahlenraumes durch 
eine Punktmenge verallgemeinern. Der erste Fall fiihrt wohl zu ge- 
schlossenen Flichen, die sich nicht durchsetzen, der zweite zu geschlos- 
senen Raumkurven ohne Doppelpunkt. Ich behalte mir vor, hierauf 
zuriickzukommen. 


Géttingen, im Februar 1904. 
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Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik, 


Von 


Greore Hamet in Karlsruhe. 


Einleitung. 


Als Lagrange das schon von Johann Bernouilli in gewisser 
Allgemeinheit ausgesprochene Prinzip der virtuellen Arbeiten zum funda- 
mentalen Werkzeug der ganzen Mechanik erhob, lebte er so tief in 
isoperimetrischen Betrachtungen, daB er die virtuellen Verschiebungen — 
jedenfalls in seinen analytischen Ausfiihrungen — mit den Variationen iso- 
perimetrischer Probleme identifizierte und demnach fiir jede Koordinate q¢ 
die in der Variationsrechnung richtige und notwendige Relation 

ddq —ddq=0 
auch in der Mechanik stillschweigend benutzte. 

Seitdem hat es wie ein Dogma gegolten, daB ddg—ddq—0 das 
Merkmal fiir eine wirkliche (holonome) Koordinate sei, wiihrend 

ddd — dd +0 


die nicht-holonome (generalisierte) Koordinate # anzeige. 

So fruchtbringend nun auch die Verkniipfung der Mechanik mit der 
Variationsrechnung gewesen ist (Lagrange, Hamilton, Jacobi), so 
laBt sich doch nicht leugnen, daB die obige Auffassungsweise der vir- 
tuellen Verschiebungen einseitig ist und ihrer mechanischen Bedeutung 
nicht voll entspricht; da® sie namentlich der Ankniipfung weiterer, auBer- 
halb des Gesichtskreises der Variationsrechnung liegender Beziehungen im 
Wege steht. Auch die merkwiirdige, in der Literatur weitverbreitete 
Meinung, als ob das Wesen der allgemeinen Lagrangeschen Mechanik 
in den sogenannten Variationsprinzipien stecke, scheint mir in jenem 
Dogma ihre Wurzeln zu haben. 

Es soll nun im folgenden gezeigt werden, daB irgend eine An- 
nahme tiber déq — ddq fiir die Mechanik ganz unnétig ist und 
daB das Kennzeichen fiir nicht-holonome Koordinaten @ nur in 
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der Form der Beziehung liegt, in der die dd#—dd@ zu den 
ddq — ddq stehen, falls die q wirkliche (holonome) Koordi- 
naten sind. 

Dieser Satz ist an sich selbstverstindlich, da das Prinzip der vir- 
tuellen Arbeiten die ddq gar nicht enthilt. FaBt man aber die Bewegungs- 
gleichungen der Mechanik nicht nur als das Resultat einer mehr oder 
minder willkiirlichen und zufilligen Umformung des d’Alembertschen Prin- 
zipes auf, sondern legt den Nachdruck auf die Bedeutung, welche dabei 
den Begriffen der Energie und des Impulses zukommt, so bedarf der 
ausgesprochene Satz doch noch einer Entwicklung, d. h. eines expliziten 
Nachweises auf einem der Wege, auf denen man sonst den soeben ge- 
nannten Begriffen sowie dem Ausdruck ddq — ddq zu begegnen piflegt. 
Es gibt nun eine Gleichung, welche mir das wesentliche fast aller dieser 
Wege zu vereinen scheint, und das ist die allgemeine Zentral- 
gleichung. Deshalb wollen wir im folgenden nach den nétigen Aus- 
einandersetzungen tiber die virtuellen Verriickungen selbst diese funda- 
mentale Gleichung der Mechanik aufstellen, um dann aus ihr zunichst 
die allgemeinen Bewegungsgleichungen zu gewinnen, unabhiingig von jeder 
Annahme iiber ddd — dd#@. 

Dann aber werfen wir von dem gewonnenen Standpunkte aus einen 
Blick auf die Beziehungen der Mechanik zur Variationsrechnung, wobei 
wir insbesondere sehen werden, wie die erst in letzter Zeit gewonnene 
Klarheit iiber das sogenannte Hamiltonsche Prinzip bei nicht-holo- 
nomen Bedingungsgleichungen ganz von selbst da ist, wenn man 
von der Zentralgleichung aus herantritt. 

Endlich betrachten wir noch die Beziehungen der Mechanik zur 
Lieschen Gruppentheorie. Ich habe die Verwandtschaft dieser beiden 
Gebiete zwar schon in meiner Habilitationsschrift: ,,Die Lagrange-Euler- 
schen Gleichungen der Mechanik“*) dargestellt und werde auch an ein- 
zelnen Ergebnissen hier nichts neues bringen, doch gelingt von unserer 
allgemeineren Auffassung der virtuellen Verschiebungen aus eine zum Teil 
neue und, wie ich auch glaube, klarere Darstellung des Sachverhaltes. 
Insbesondere ist es mir jetzt auch méglich geworden, den Beweis fiir den 
Satz iiber die gleichzeitige Existenz von Eulerschen Gleichungen und 
Impulsgleichungen rein begrifflich zu fiihren. Kin rein gruppentheoretischer 
Satz, den ich in meiner Habilitationsschrift nur kurz angefiihrt habe, 
dient mir dabei jetzt als willkommene Briicke. 


*) Auch in der Zeitschrift f. Math, u. Phys. Bd. 50. Heft 1, 1904. Im folgenden 
stets mit ,,L. E. Gl.“ bezeichnet. 
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§ 1. 
Definition der virtuellen Verschiebungen bei holonomen und bei 
nicht-holonomen Koordinaten. 


Wir betrachten zunichst einen freien Punkt bei einer bestimmten 
Bewegung im Raume, also daB sein Positionsvektor 
7 —9(0) 
fiir alle Werte der Zeit ¢ eines gewissen Intervalles als bekannt gelten 
kann und damit auch seine Geschwindigkeit 


a7 


Oo = 
an jeder Stelle seiner Bahn. 
Wir ordnen nun dem Punkte in jedem Augenblicke eine virtuelle 
Verschiebung 0% zu, indem wir setzen 
0% = w(t), 
wo # eine stetige und stetig differentiierbare, sonst aber willkiirliche 
Funktion der Zeit sei. Indem wir dann schreiben: 
&@=£+ 0% = p(t) + wd), 
wird jedem Punkte der Bahn ein Nachbarpunkt zugeteilt. 
Es ist nun fiir die Betrachtungen der Variationsrechnung wesentlich 
und notwendig, die Gesamtheit dieser Nachbarpunkte als neue, variierte 


Bahn aufzufassen, fiir die dann auch an definiert ist, natiirlich als 


so daB die Variation dd% = dz — dz durch 
Odz = w(t)dt = ddz 


gegeben ist. Es besteht also bei dieser Auffassungsweise zwischen den 
Verschiebungen 0% und dz die Beziehung 


ddz —ddz=0. 


Diese Auffassung ist aber an sich keineswegs notwendig; sehen wir dz 
und d% als zwei unabhingige Verschiebungen an, so ist zwar ddx mit 
0x bekannt, nicht aber ddz, da ja dx zunichst nur fiir die Bahn selbst 
definiert ist. 
Wir machen also auch hinfort noch keinerlei Annahmen 
iiber 
ddzx — ddzx 
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d. h. wir lassen uns die Definition von dz auBerhalb der einen 
ins Auge gefaBten Bahn noch vollkommen frei. 





Die gleichen Betrachtungen kénnen wir offenbar fiir irgend eine 
Variabele q anstellen, die wir als Funktion der Zeit ¢ verfolgen. 


Nunmehr fassen wir ein mechanisches System von m Graden der 
Freiheit ins Auge, also daB fiir jeden seiner Punkte und fiir alle Zeiten 


T= O(a, b, C5 9y5°*"y Un) 

gesetzt werden kann, wo a,b,c drei von der Zeit unabhingige Parameter 
bedeuten, welche gestatten, den einzelnen Punkt des Systems zu charak- 
terisieren; g,,--:,q, seien die mit der Zeit veriinderlichen Lagrangeschen 
Koordinaten. Die Zeit ¢ selbst komme in  explizit nicht vor, das System 
sei also nach einer Ausdrucksweise Boltzmanns skleronom. Diese An- 
nahme dient einstweilen zur Vereinfachung. (Uber den nicht-skleronomen 
Fall siehe den SchluB von § 3.) 

Von etwaigen nicht-holonomen Bedingungsgleichungen sehen wir 
einstweilen ab; in § 3 wird noch kurz die Rede davon sein. 

Die » Parameter oder Koordinaten q seien iibrigens wesentlich, es 
bestehe also keine in den a,b,c identische Relation der Form 


> Lv, = 0, 


“= - 


wo 


| 
8! 


Sy) 
® 


gesetzt ist, und wo die ~, von den a,b,c unabhiingig sind. 
Unter diesen Voraussetzungen definieren wir virtuelle Verschiebungen 07 


durch 
8z — >'1,84, 
A=1 


und in ihnlicher Weise virtuelle Anderungen fiir jede Funktion x der ¢ 


durch 
> c 
Ox - oa 0g, 
=] 


wobei fiir die dq das zu anfang dieses Paragraphen Gesagte gelten mége. 
Insbesondere folge auch, entsprechend dem Charakter der d-Operation 
als einer Differentiation, aus 


27* 
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dz = >'1,dq,, 
a 


- al ‘ 
(1) dz -»>’ = dq, 04, +>'1, ddq,*), 
4,0 . a 





wobei wir aber die Definition von ddq, noch ganz in der Hand behalten 
wollen. 

Bei dieser Willkiir ist es aber wichtig, folgenden Satz zu beweisen: 

Jede Festsetzung iiber die ddq —ddq bei irgend einem unabhiingigen 
Parametersystem der q bedingt eine Entscheidung fiir den entsprechenden 
Ausdruck bei jedem anderen unabhiingigen Parametersystem. 

Es geniigt offenbar, die gegenseitige Abhingigkeit zwischen den 
ddq —ddq und ddz — ddz wm zeigen: 


Neben der Gleichung (1) besteht noch die folgende: 


al ' 
(2) doz=> se dq, dq, +> 1,484, 
4,¢e a 


und weil hier 
oly ss él, ‘a Op 
0% O% 04, 0% 


ist, so ergibt sich durch Subtraktion von (1) und (2): 
(3) ddz — ddz = S'l, (ddq, — ddq,). 


Die Abhiingigkeit der ddz — ddz von den ddq, — ddq, leuchtet ein; 
aber auch das Umgekehrte trifft zu. Denn denkt man sich die Glei- 
chung (3) fiir alle a, b, ¢ aufgestellt und beachtet, daB die ddg — ddq 
von den a, b, ¢ unabhingig sind, so miissen sich alle ddq — ddq durch 
Komponenten geeignet gewiihlter ddz — ddz ausdriicken lassen; denn eine 
der zur Bestimmung der » GréBen ddq — ddq in Betracht kommenden 
Determinanten »*" Grades muB von Null verschieden sein, weil keine 


Relation der Form 
Shvne 


fiir alle a, b,c bestehen sollte. Und damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. Insbesondere miissen also alle ddq—ddq verschwinden, wenn 
dédxz —ddz stets Null ist. Sonst kann man natiirlich tiber ddx% — ddz 

*) Da8& wir hier an dem differentiellen Charakter der d-Operation festhalten, daB 
wir mit anderen Worten auch bei der (unendlich kleinen) Variation von dz nicht 
aus dem Lagrangeschen Bewegungsraume heraustreten, ist schlieBlich auch noch will- 
kiirlich und unnitig. Doch wollen wir diese Annahme hier gelten lassen. 

















Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik. 421 


nicht fiir alle a, b, c willkiirlich verfiigen, sondern nur iiber insgesamt 
n unabhangige Verschiebungen; die andern Komponenten der ddz% — ddz 
sind dann so zu wihlen, daB die Gleichungen (3) fiir alle a, b, ¢ mig- 
lich bleiben. 


* * 
* 


Wir wollen jetzt die Definition der virtuellen Verschiebungen auch 
auf nicht-holonome Geschwindigkeitsparameter ausdehnen. 
Wir denken uns zur Schilderung des Geschwindigkeitszustandes des 


l 
Systems an Stelle der » GréBen — 


neue Geschwindigkeitsparameter 
dt 


durch die linearen Gleichungen 
(4) di — E044 a, Pier 
1 


o= 


S 


eingefiihrt. 

In dem fiir die Bewegung in Betracht kommenden Bereiche sei die 
Determinante |£,,| nicht Null, so daB wir die Gleichungen (4) auch nach 
den @ auflésen kénnen: 


(4’) @, => Moi da: 
A=1 


Obwohl nun die @, im allgemeinen keine totalen Ableitungen nach der 


Zeit sind, wollen wir doch symbolisch schreiben 


dt? 
i acon 
Oo at 


und #, als eine nicht-holonome (generalisierte) Koordinate bezeichnen. 


Auch definieren wir den Gleichungen (4’) entsprechend » virtuelle 
Verschiebungen durch 


(4”) 89, =>) m2 94: 
Az=1 
Durch die d@ resp. 0% ausgedriickt, sei jetzt 
ax = a dt, ’ 
2 
Ox = l, 0d, ’ 
2 


a ; Y 0% 
(5) = ~ Fx, 
a 0%, a,¢ 


wo aber nunmehr 
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gesetzt ist, oder nach Analogie eines wirklichen Differentialquotienten 
symbolisch geschrieben: Z 

z xz 

b= (39,): 


Die Ausdriicke dd&® — dd@ stehen nun zu den ddq — ddq 
wieder im Verhiltnis einer vollstandigen Abhiangigkeit. Es ist 
namlich nach den Gleichungen (4”) und (4’) 


= . On a Om, g . 
dds, — ddd, 2% (ddq, — 0dq,) +3 ( oa, —- ie, Joa, dq, 
=1 0, 


oder 
() dso, — ode, -) 2, (484, —8q,) +>” Burg 9%, dd, 


wobei zur Abkiirzung 


Ox Ox 
= > Y Q4 "Q,0 
By,»¢ ae ( 04, 0g, ) Bua 5,0 


a,a 
gesetzt ist. 
Man erkennt leicht, dap die B,,,, dann und nur dann verschwinden, 
wenn die # wirkliche (holonome) Koordinaten sind. 
Wir wollen die Gleichungen (I) die ,,Transitivitits- oder Uber- 
gangsgleichungen“ der ersten Form nennen. Wir erhalten die zweite 
Form, wenn wir (I) nach ddg, — ddq, auflisen: 


ddq, — dq, = > &,,,(d8%, —8d9,) — > Eo,2 >” Burne 99.49, 
0 ? 


“a 


und dies in die Gleichung- 


doe — daz = > fe (ddq, —8dq,) 
a 
a 


einsetzen, wobei wir die Gleichungen (5) beachten. So bekommen wir 
(I) ddz—ddz -> 1, (ddo,—6d8,) — 1 a, B,.»,.9,d%,, 
¢ @ My 


die Ubergangsgleichungen der zweiten Form. 

Nicht-holonome Koordinaten @ sind also bei unserer allgemeineren Auf- 
fassung der virtuellen Verschiebungen nicht dadurch gekennzeichnet, daB. 
dda — dd® von Null verschieden ist, sondern vielmehr durch die Form der 
Beziehung (1’) resp. (1), in der dd@— ddd zu ddx%—ddzx resp. zu ddg—ddq 
steht, wenn die q wirkliche Koordinaten sind. 
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§ 2. 


Die allgemeine Zentralgleichung und die Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen. 


Um nun zu zeigen, daB die Mechanik von jeder Annahme iiber 
ddz — dd& unabhingig ist, die tiber das vorher Gesagte hinausgeht, leiten 
wir zunichst die allgemeine Zentralgleichung ab, welche den Kern 
der ganzen Kinetik bildet. 

Wir gehen von der Identitit aus: 

S (&-8%) = 8% + 4(5%) + a(702—0), 
wobei ein tibergesetzter Punkt nach Newton die Ableitung nach der Zeit, 
+-+d% das innere oder Arbeitsprodukt der Vektoren % und dz bezeichne usw. 
Diese Gleichung stellt sofort die fundamentalen Begriffe: virtuelle Arbeit 
der Geschwindigkeit, virtuelle Arbeit der Beschleunigung, kinetische Energie 
in den Vordergrund. 

Sei nun m (a,b,c) die Masse eines Systempunktes, und verstehen wir 
unter der Operation S die Summation, eventuell Integration iiber alle 
a,b,c, so folgt aus der obigen Identitit, wenn wir noch die kinetische 
Energie des Systems: 

T= = Sma? 
einfiihren, die folgende: 
& (Sm 87) = Smi-d2+0T+Smi- (s7 — 3%"). 
Da nun nach dem d’Alembertschen Prinzip fiir alle dq, und also auch 
fiir alle d@, 
Smi - 0% = SK - dz 

ist, wo K die dem Systempunkte eingepriigte Kraft bedeutet, so geht, 
wenn wir x Systemkrifte Q, durch die fiir alle 6%, bestehende Gleichung: 


Aa=1 
und x Impulskomponenten J, durch die analoge Gleichung 


> J,8%, = Sma - dz 


A4z=1 


definieren, obige Identitat in die fir alle 0%, giiltige Gleichung tier: 


*) Unter der Annahme ddz —dd%=0 bei Lagrange t. I. Sec. Part 
Sect. IV, Nr. 3. 
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. } . . 1d z ad 
dt (2 J,8%;) - 2 Q,08, + 0T + Smz - (er oni a)" 


Zur Umformung des letzten Gliedes ziehen wir nun die Ubergangs- 
gleichungen der zweiten Form (I’) hinzu und erhalten, weil man leicht 
findet, daB 
J, = Smz-t, = Z. 
O@) 
ist, 


(11) = (24.8) — > 09%, a t+ Bt ote = oo) 
> ee ri: 


MY 
Dies ist die allgemeine Zentralgleichung; sie unterscheidet sich von 
der Lagrange’schen Zentralgleichung*) durch das Hinzutreten der 
beiden letzten Summen, welche zusammengenommen verschwinden, wenn 
wir die Annahme dd% — dd% =0 machen. 
ea 
* 

Wir leiten jetzt aus der Zentralgleichung die allgemeinen Bewegungs- 

gleichungen ab. Fiihrt man in (II) die Differentiation nach der Zeit aus 


und bedenkt, daB 
ddt T 
oP — DI. -ge' + > (e9,) 9% 
i a 


oT = oF. 
(55, = 0% A440 


nach Analogie eines wirklichen Differentialquotienten gesetzt ist, so fallen 
alle Glieder mit dd# und dd@ heraus und es ergeben sich, da die Zentral- 
gleichung pe paag in allen 0@ galt, die Gleichungen: 


(IIIa) “ 2 Baus ud, — (55) = Qn 


die zusammen mit 


(IIIb) hues 


O@), 


ist, wo wieder 


die ,Lagrange-Eulerschen“, d. h. die allgemeinen kinetischen 
’ Gleichungen der Mechanik bilden.*™) 


*) Der Sache nach bei Lagrange, t. I. Sec. Part. Sect. IV, Nr. 7. 

**) .L. E. GL“ § 5, (IV). Ubrigens haben diese Gleichungen bereits V. Volterra 
(,Sopra una classe di equazioni dinamiche“, Atti di Torino XXXIII, 1898) und 
P. Woronetz (,,Uber die Bewegungsgleichungen fiir nichtholonome Systeme.“ [Russisch ] 
Math. Sbornik, Moskau, t. XXII, 1901) abgeleitet. 
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Sie sind ohne jede Annahme iiber ddZ% — ddz% abgeleitet worden, und 
damit ist die Behauptung erwiesen, dap jede Annahme iiber ddx — ddz, 
welche iiber die allgemeine differentielle Natur der d- Operation hinausgelht, 
fiir die Mechamk an sich tiberfliissig ist. 

Sind die @ wirkliche Koordinaten, so verschwinden die £, wir haben 
in (IIt) die gewéhnlichen Lagrangeschen Gleichungen. 


§ 3. 
Virtuelle Verschiebungen und Variationen. 


(Das Hamiltonsche Prinzip und das Prinzip der variierenden Wirkung.) 


Die vollkommene Freiheit, tiber dd@ — dd@ bei irgend einem holo- 
nomen oder nicht-holonomen Koordinatensystem nech véllig verfiigen zu 
kénnen, wird man natiirlich benutzen, um z. B. in einzelnen Fallen Ver- 
einfachungen in der Ableitung der kinetischen Gleichungen zu erzielen; 
auch dann, wenn man vom d’Alembertschen Prinzip auf einem anderen 
Wege zum Ziele schreitet, ohne die Zentralgleichung zu passieren. 

Auf diese methodischen Vorteile unserer allgemeinen Auffassung will 
ich hier nicht eingehen, da dieser Gesichtspunkt in dem bald erscheinenden 
Lehrbuche der Kinematik von K. Heun in konkreten Fillen durch- 
gefiihrt wird. Dagegen sei es mir gestattet, darauf hinzuweisen, einen 
wieviel freieren Standpunkt man jetzt hat, um von der Mechanik Be- 
ziehungen zu anderen Gebieten der Mathematik anzukniipfen, z. B. zur 
Variationsrechnung und zur Lieschen Gruppentheorie. 

Um an Bekanntes anzukniipfen, will ich zuerst die Beziehungen 
zur Variationsrechnung kurz skizzieren. Dazu ist es am Platze, 


die Annabme 
ddz — ddz = 0 


zu machen, da diese Gleichung, wie schon bemerkt, fiir die 
Variationsrechnung charakteristisch ist. 
Dann lautet die Zentralgleichung 


d 
iD, 19% - > Q,0%, + OT, 
4a a 


die wir von der allgemeinen als die Lagrangesche unterscheiden wollten. 
Setzen wir darin die virtuelle Arbeit der eingeprigten Kriifte 


> 0,88, = 44, 
a 


so folgt durch Integration zwischen den Grenzlagen 0 und 1: 
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sae 
(IV) > 8%, l= (0.4 + 67) dt. 
2 e % 





Nehmen wir an den Grenzen die 64 = 0, so folgt das sogenannte Hamil- 
tonsche Prinzip, das fir den Fall, daB eine Kriaftefunktion V existiert, 
die Form annimmt: 


6 f{(V+T)at=0. 


1 
Denken wir uns aber f (V+ T7)dt, unter Benutzung der Bewegungs- 


gleichungen in der Integralform, als Funktion der Grenzkoordinaten 
und g® ausgerechnet und gleich 

S(q- -- qs; q@-+ +g) 
gesetzt, so ergibt sich aus Gleichung (IV) das Prinzip der variieren- 
den Wirkung Hamiltons in der fiir nichtholonome Koordinaten iiber- 
tragenen Form: 


os © os 
oe 6. een Be 
mq (200 ee, (; 9) 


* * 
* 


Ist nun unser System von m Freiheitsgraden noch »v << im all- 
gemeinen nicht-holonomen Bedingungsgleichungen unterworfen, 
in denen die Zeit explicit nicht vorkomme, so kann man diese Bedingungs- 
gleichungen auf die Form 


rr) =0---a,=0 
bringen, indem man die @ geeignet wihlt. 
Die Variationen sind also jetzt durch die Gleichungen 

6, 14, =0---d6,=0 
beschrinkt, denn die virtuellen Verschiebungen miissen nach dem Prinzip 
der virtuellen Arbeiten den Bedingungsgleichungen geniigen; im iibrigen 
andert sich an den friiheren Betrachtungen nichts, als daB von den n 
Lagrange-Eulerschen Gleichungen jetzt nur die » — v ersten stehen bleiben, 
wozu noch die v Gleichungen 


n—v+l1 


=(0---0 =0 


On» +1 n 


hinzutreten.*) 

Es ist nun bei dieser Darstellung gleich von vornherein klar, wie 
das Hamiltonsche Prinzip bei nicht-holonomen Bedingungs- 
gleichungen zu verstehen ist. Es mu wie vorhin 


8 {(V+T)dt=0 


*) ,L. E. GL“ g 7. 
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sein, wobei aber die Variationen, dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
gemaB, durch die Bedingungen 


5%, _,4,=0---60,=0 
eingeschrankt sind, aus denen die Gleichungen 
dé, _ 14, =0--- dda, =0 
folgen. 
Das Hamiltonsche Prinzip hat also bei nicht-holonomen Bedingungs- 


gleichungen -ganz und gar nichts mehr mit der Aufgabe der Variations- 
rechnung zu tun: 


f(+ Vat 


n—-v41 =9-+-@, =O 
zu einem Minimum zu machen; denn bei diesem Probleme sind die Varia- 
tionen allein den Einschrinkungen 


dd%,_,,,—0---dde, =0 


unterworfen, Gleichungen, welche von 


dét,_,4,=0--- ddd, =0 
im allgemeinen vollstandig verschieden sind. 

Ich darf vielleicht hervorheben, daB man die Méglichkeit, die vor- 
stehenden Tatsachen so schnell und klar zu gewinnen, in erster Linie 
Lagrange selbst verdankt, da er uns die Zentralgleichung wenigstens in 
ihrem Kerne schenkte. (I. c.) 

Noch eine Bemerkung: Ist das System nicht-skleronom, kommt 
also die Zeit explicit in 7 und in den &,, vor, und sind ferner die Glei- 
chungen, welche die @ und die q verkniipfen, nicht homogen, so fiihre 
man statt ¢ eine » + 1° Koordinate 


unter den Bedingungen 
@. 


Qn41 = 9,44 =! 
ein, mache damit auch die Gleichungen zwischen den q und @ homogen 
und arbeite nun mit den x + 1 Koordinaten genau so, wie bis jetzt mit 
den » Koordinaten. Zu eventuell vorhandenen Bedingungsgleichungen 
nehme man noch 
69,,,=0 

hinzu. In die iibrigbleibenden (», resp. » —v) Lagrange-Eulerschen Glei- 
chungen setze man dann wieder iiberall q,,, = t. 

Die Richtigkeit dieser Bemerkung folgt daraus, daB im Prinzip der 
virtuellen Arbeiten die Zeit nicht zu variieren ist. 
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§ 4. 
Virtuelle Verschiebungen und infinitesimale Transformationen. 


(Eulersche Gleichungen und Impulsgleichungen.) 


Um Beziehungen zur Lieschen Gruppentheorie herzustellen, 
empfiehlt sich eine mannigfache Auffassungsweise der 6% und dd@. 

Stets wollen wir jetzt die d@ als konstant ansehen, (nur 
nicht in der zuletzt angestellten Untersuchung. ) 

Dann liegt es nahe, die Gleichungen 


o%= > bo19% 
@ 


als infinitesimale Transformationen aufzufassen. Die é@, sind in- 
finitesimale Konstante, die &,, die GréBen, die Lie ebenso bezeichnet. 
Dieser Auffassung entspricht als Symbol der 9 infinitesimalen 


Transformation 
— ar 
ae ate on 


Welche Rolle nun die #6 der Ubergangsgleichungen bei dieser Auffassung 
spielen, erkennen wir am besten, wenn wir auch noch 


ddt = 0 


annehmen, also die @ ungeindert lassen. 
Dann lauten nimlich die Ubergangsgleichungen der ersten Form 


déq, — ddq, = — > bo sBune 8nd 5 
Hy ¥50 


oder, wenn wir einmal alle d# und alle d@ gleich Null setzen bis auf 
6%, = 1 und dé, = 1, in leichtverstindlicher Schreibweise 


d,0,.9; — 0,,4,9, eas Zz Fo,aBu.ne a > £0,2Py,u,09 
@ Q 


— denn es ist 6, ,,, = — B,,,,. — 4. h. wenn wir noch nach Jacobi 
X,X,, ie X,, X, = (X,, X,,) 
setzen, 
(X,, X,,) -> By, wee: 
@ 
Die B sind also gerade die Koeffizienten, mit deren Hilfe sich die 


VP 


Jucobischen Symbole (X,, X,) linear durch die X, ausdriicken. Erzeugen 





if 


ie 
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insbesondere die n infinitesimalen Transformationen eine n-gliedrige Gruppe 


mit den Lieschen Konstanten c,,, der Zusammensetzung, so ist 


By, we = ruse 
die Koeffizienten in den Ubergangsgleichungen sind dann also konstant,*) 

Halten wir noch einen Augenblick an der Annahme dd@ = 0 fest, 
so ist jetzt O7' nichts anderes als die infinitesimale Transformation von 
T bei konstant gehaltenen w, oder es ist 

(OT , 
; 2) = X,T 
bei konstantem o. 

Wenn daher 7 alle infinitesimalen Transformationen bei 
Konstanten @ gestattet, so lauten, wie man aus der allgemeinen 
Zentralgleichung (Il) sofort erkennt, die Bewegungsgleichungen 
einfach: 


dJ 7 
FE + BaneOite = 
50 


Ich habe diese Gleichungen als Eulersche Gleichungen im weiteren 
Sinne bezeichnet.**) Die J, sind dabei lineare Funktionen der @, mit 
konstanten Koeffizienten, weil 7 eine ebensolche quadratische Form der 
@ wird; sind noch die 6 = c¢ konstant, so enthalten die linken (kinema- 
tischen) Seiten der Gleichungen an Variabeln nur noch die . (Eulersche 
Gleichungen im engeren Sinne.) Jedes freie System besitzt Kulersche 
Gleichungen im weiteren Sinne; diese Gleichungen sind also ebenso all- 
gemein wie die Lagrangeschen Gleichungen. _ 


Auch die Annahme 
dédq —ddq=0 


hat in der Gruppentheorie ihre Bedeutung. Durch sie erhilt man nim- 


lich aus 
0% as a 5,298, 
Q 


die erweiterte Punkttransformation 


0 
ddq, = ddq, = a a 5,099, a9, ; 
0,0, ue 

*) ,,L. E. GL“ § 3, (I). Der Beweis ist dort auf direktem Wege erbracht; auch 
liegt der Nachdruck mehr auf der Verwandtschaft der Uhergangsgleichungen zu den 
Gleichungen, welche die infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe 
detinieren. 

**) JL. E. GL § 10, (VID). 
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und die Ubergangsgleichungen der ersten Form ergeben jetzt die infini- 
tesimalen Anderungen der @, insofern diese durch die Verkniipfung mit 


den ? und durch deren soeben angefiihrte, infinitesimale Anderungen 
bestimmt sind. Es wird aber nach den Gleichungen (I) 
(6) da, = — D> Bune 3%, 

MY 


die Variation von ow, bei der erweiterten Punkttransformation. 
Aus der Zentralgleichung in der Lagrangeschen Form: 


d > o 
a 


folgt aber, da die 0, konstant sind, und da d7' jetzt im Sinne der er- 
weiterten Punkttransformation aufzufassen ist, unmittelbar 

dJ, 
(IILa’)*) ae ~ AT = OQ, 
wo jetzt X,7 die 4‘ infinitesimale, erweiterte Punkttransformation von 7 
bedeutet. 

Natiirlich ist diese Gleichung mit der entsprechenden Lagrange-Euler- 
schen Gleichung vollkommen identisch; wir haben nur eine neue Auffassungs- 
weise fiir diese gewonnen. 

Gestattet insbesondere T die 2” erweiterte Punkttransformation, so dak 

X,T=0 
ist, wobei jetzt die w, den Gleichungen (6) entsprechend zu variieren 
sind, so lautet die 1% Bewegungsgleichung einfach: 

ad, 


ae = G- 


Ich habe diese Gleichungen als Impulsgleichungen bezeichnet.*) 


* * 
* 


Um nun dhnlich, wie beim starren Kérper, der sich um einen festen 
Punkt dreht, Impulsgleichungen und Eulersche Gleichungen in Beziehung 
zueinander zu setzen, fragen wir uns: 

Wann kann man die Impulsgleichungen 

ad, oT 

a 7% AZ 
(vorausgesetzt, daB sie die Bewegungsgleichungen des Systems darstellen) 
durch Einfiihrung neuer, unabhiangiger a’: 


(7) Wy -_ > En2 
A=1 


*) .L. E. GL“ § 9. 
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in Eulersche Gleichungen 


dJ; , ’ , , 
at + > Bin e Qu = %, 
M,Y 
, oT 
a 0a; ? 


verwandeln? 

(Alles, was sich auf die @’ bezieht, versehen wir hinfort mit Strichen.) 

Wenn das méglich sein soll, so muB bei der Substitution (7) 67’ = 0, 
worin nach (6) 

800, = > Bur, 2 5% 
“yY 
zu setzen ist, in 0’7’=0 iibergehen, wo man aber jetzt 
daz =0 dh. ddd, = 0 
zu nehmen hat. 

Damit wir aber nunmehr allgemein 67’ = 0’7 setzen kénnen, miissen 
wir die Variationen d und 0’ in gleicher Weise, also etwa beidemale als 
erweiterte Punkttransformationen auffassen. Entgegengesetzt der friiheren 
Annahme wollen wir also auch jetzt bei Betrachtung der Eulerschen Glei- 
chungen 

ddq —ddq=0 
voraussetzen, wodurch freilich d3#, = 0 unméglich geworden ist. Viel- 


mehr mu8 man jetzt 
dda, , , , 
— > Bu», 20,08, 


KY 
annehmen.*) Fiir die @ dagegen bleibt 
ddt = 0. 
Es soll also jetzt einmal 6’7'=0 sein bei konstant gehaltenen a’, 
wenn also dw’ = 0 gesetzt wird; dann aber, da 0’7’'= 07’ = 0 ist, auch 
bei derart variierten w’, wie dies der Beziehung 


(7) 0, =>) Eni0 
2 


entspricht. Daher muB infolge dieser Beziehung (7) 
£700; = > Sida; =0 

@) om 

4=1 A=1 


*) Diese Gleichungen sind als Differentialgleichungen fiir die 0’ aufzufassen. 
An einer Stelle der Bahn kann man die 0@’ noch willkiirlich wihlen, dann sind sie 
aber fiir die ganze Bahn bestimmt. Daf die 0@’ hier nicht konstant sind, wider- 
spricht nicht der Auffassung der d- Operation als einer infinitesimalen Transformation; 
die d@ konstant zu nehmen, ist nur fiir manche Zwecke angenehm. 











Grore Hamet. 


432 





ul 


werden, oder da dies natiirlich fiir alle J’ gelten soll, so muB auch in- 


folge (7) von selbst 


da’ = 0 
werden. 
Mithin haben wir jetzt folgende Frage zu beantworten: 
Wann kann man durch eine Substitution 


(7) @; = > E10; 
a 


die Annahme déd@=O0 in die Annahme dd8 = 0 iiberfiihren? 
(Dabei soll natiirlich die Determinante E,.;{ von Null verschie- 
den sein.) 
Und die Antwort lautet: 
Es miissen die infinitesimalen Transformationen 


. of 
4 


eine n-gliedrige Gruppe erzeugen. 
Zum Beweise dieser Behauptung ist es niitzlich, 


04g, —>'6.: 08, 


> , , 
dq = ,,2dd, 
ev 


als zwei unabhingige Klassen von je » infinitesimalen Transformationen 
aufzufassen; die infinitesimalen Parameter 0 und d@’ sind nach den An- 
nahmen 


und 


dde=O0 und dd% =0 
voneinander unabhingig. 

Die Voraussetzung 

ddq — ddq=0 
bedeutet dann nichts anderes, als daB diese beiden Klassen von Trans- 
formationen miteinander vertauschbar sind, da also 

(X,, Xo) = 0 
ist fiir alle 9, 6. Denn ich kann mir ja die Operation d mit Hilfe der 
d#, die Operation d aber mit Hilfe der 0 ausgefiihrt denken. 

Haben wir umgekehrt zwei Klassen von infinitesimalen Transforma- 
tionen, fiir welche die Determinanten |§,,,; und |&,,| nicht null sind, so 
lassen sich immer eindeutig GréBen FZ, , finden, sodaf identisch in allen 
q, ‘die Relation (7) besteht. Verschwinden dann alle (X,, X,) und nehmen 
wir ddq — ddq = 0 an, so geht bei dieser Substitution (7) dd®—=0O in 








n 


er 
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dd’ = 0 iiber. Der Beweis fiir diese Umkehrung ist so elementar, daB 
ich nicht darauf einzugehen ’ brauche. 

Wir haben also nur noch folgenden Satz zu beweisen, der einen: rein 
gruppentheoretischen Charakter triigt: 

Haben wir zwei Klassen von je n infinitesimalen Transformationen in 
je n Variabeln: 


" er rs Spe OF 
X= Diket gi MX Diba qi? 
a a 


und verschwindet keine der Determinanten |&,, und |&a\ identisch, so 
kinnen die Transformationen der einen Klasse nur dann mit allen Trans- 
formationen der andern Klasse vertauschbar sein, wenn die Transformationen 
jeder Klasse eine n-gliedrige Gruppe erzeugen. Natiirlich sind die Gruppen 
dann einfach transitiv und zueinander reziprok.*) 

Beweis: Angenommen, wenigstens eine der beiden Klassen bilde 
keine Gruppe, es sei also etwa (X,, X,) nicht linear durch die X, aus- 
driickbar mit konstanten Koeffizienten. Dann folgt aus der Jacobischen 


Relation 
((X, Xu) Xr) + (Xo Xz) Xp) + (Xe X) Xa) = 0, 


(Xp Xo) Xz) _ 0, 
d. h. daB die neue infinitesimale Transformation (X,, X,) ebenfalls mit 
allen X; vertauschbar ist. 

Wenn also die X, keine n-gliedrige Gruppe erzeugten, so giibe es 
mehr als » unabhingige mit allen X, vertauschbare ‘Transformationen. 

Ich will jetzt zeigen, daB es héchstens » solcher Transformationen 
geben kann, womit dann der Beweis des Satzes erbracht ist. 

Betrachten wir in dem v-dimensionalen Raume der g einen Punkt P, 
innerhalb des Bereiches, in dem die Determinante | §,| nicht null ist, 
so kann man jedenfalls » Konstante e; ---e;, so bestimmen, daB aus P, 
durch eine Transformation 7” der durch die Differentialgleichungen 


dq, — 
at = Die 
@ 


definierten eingliedrigen Gruppe ein beliebiger Punkt P, in hinreichender 
Nihe von P, hervorgeht. Dies ist deshalb méglich, weil die Determinante 
der &,, von Null verschieden ist. 

Wenn ich nun irgend eine Transformation 7’ nehme, die mit 7” ver- 
tauschbar ist und durch welche P, in Q,, P, in Q, iibergehe, so heiBt 
TT’ =T'T nichts anderes, als daB Q, aus Q, durch dieselbe Transfor- 
mation 7” hervorgeht, wie P, aus P,. 


daB auch 


*) ,,L. E. Gl. § 11, SchluBsatz. 
Mathematische Annalen. LIX. 
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Betrachten wir also alle 7’, welche P, in Q, iiberfiihren, so fihren 
diese auch jeden andern Punkt P, in einen ganz bestimmten, von der 
besonderen Wahl der 7 unabhingigen Punkt Q, iiber, nimlich in das- 
jenige Q,, das aus (, durch das eine 7” hervorgeht, das P, in P, ver- 
wandelte. Daher sind alle diese Transformationen 7’ identisch, es gibt 
nur eine einzige Transformation 7’, die P, in Q, iiberfiihrt. Und da Q, 
durch » Koordinaten bestimmt ist, so gibt es auch nur » Transforma- 
tionen 7’, welche mit allen » Transformationen 7” vertauschbar sind. 

Damit ist also erwiesen, daB die X, eine n-gliedrige Gruppe erzeugen 
und natiirlich auch die X/. 

Da nun auch umgekehrt zu jeder Gruppe eine reziproke, mit ihr 
vertauschbare Gruppe existiert, so haben wir das Theorem bewiesen: 

Es kinnen dann und nur dann gleichzeitig Eulersche Gleichungen und 
Impulsgleichungen bestehen, wenn die Koeffizienten B der Ubergangsgleichungen 
konstant sind, d. h. wenn die den n virtuellen Verschiebungen entsprechenden 
infinitesimalen Transformationen eine n-gliedrige Gruppe erzeugen. 

Ein einfaches Beispiel bietet der starre, um einen festen Punkt dreh- 
bare Kérper, die in Rede stehende Gruppe ist die dreigliedrige Gruppe 
der Drehungen. 

Ich habe damit die Beziehungen der Mechanik zur Lieschen Gruppen- 
theorie so weit entwickelt, als es mir fiir die Zwecke der vorliegenden 
Arbeit notwendig erschien. Wegen der weiteren Ausfiihrungen darf ich 
vielleicht auf meine. Habilitationsschrift verweisen. 


Karlsruhe, im Februar 1904. 
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Uber die Adjunktion von Integralen linearer homogener 
Differentialgleichungen. 


Von 


AurreD Loewy in Freiburg i. Br. 


(D) 


sei eine lineare homogene Differentialgleichung. Von den Koeffizienten 
P(x), p.(@), +++, p,,(#) setzen wir voraus, sie besitzen in der Ebene einen 
gemeinsamen Stetigkeitsbereich S, in dem jede dieser Funktionen eindeutig 
und regular analytisch ist. Durch die Koeffizienten p,(«), p,(a), -++, P_(&) 
wird ein gewisser Rationalitiitsbereich P, bestimmt. Dieser Rationa- 
litiitsbereich P, soll das kleinste Funktionensystem sein, das durch die 
Gesamtheit aller reellen und imaginiren Konstanten sowie  siimtlicher 
Koeffizienten p,(x), po(@), ---, P,(") der vorgelegten linearen homogenen 
Differentialgleichung (D) entsteht und i sich derartig abgeschlossen ist, dap 
man je zwei Funktionen des Systemes untereinander addieren, subtrahieren, 
multiplizieren und dividieren (ausgenommen die Division dank Null) sowie 
eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das Funktionensystem P, zu 
verlassen. 

Wegen der Voraussetzung, daB die Funktionen p,(a), i = 1, 2, ---, m, 
in S regular sind, folgt, daB P, nur Funktionen mit polaren Unstetig- 
keiten in S enthalt; die singuléren Punkte der Funktionen von P, sind 
also in S isoliert. y,, y,---, y,, bedeute ein beliebiges, aber bestimmt 
gewihltes Fundamentalsystem von Integralen von (D), das etwa durch 
seine Anfangswerte und die seiner Abgeleiteten bis zur m — 1" Ordnung 
fiir eine Stelle «= x im Innern des Bereiches S festgelegt ist. y,, y., ---, Ym 
sind iiberall in S regulire analytische, jedoch nicht notwendig ein- 
deutige Funktionen. 

Wir beweisen folgenden Fundamentalsatz: 

Bilden y,, Y2, +++) Ym em Fundamentalsystem von Integralen von (D), 
so kann man eine tiberall im Stetigkeitsbereiche S reguliire analytische 


28* 


Y + p(x) 4 4+: 


dz 7m da 7 m— 1 
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Funktion V von folgender Eigenschaft bestimmen: V ist eine ganze ratio- 
nale Funktion von y,, Yo, +++, Y,, der besonderen Form 


Uy Y; + Uz Yo + aoe + UnUm> 


so daB w,, Uy, +--+, U,, dem oben definierten Rationalititsbereiche P, an- 
gehorige, iiberall in S regulire Funktionen sind und sich jedes der Integrale 
Yi» Yor °**» Ym als ganze rationale Funktion von V und dessen Abgeleiteten 
mit Koeffizienten aus P, ausdriicken lift. 

Dieser Satz, daf die Adjunktion von y,, y%,---, y,, oder, da P, alle 
Konstanten enthalten soll, die Adjunktion aller Integrale von (D) zu P, 
durch die Adjunktion von V allein ersetzt werden kann, ist das Funda- 
ment der Picard-Vessiotschen Theorie. Mit diesem Satze haben sich 
auch die Herren Beke*) und Picard**) bereits beschiiftigt, nur ist bei 
den genannten Untersuchungen nicht der Rationalitiitsbereich P,, sondern 
ein anderer, im allgemeinen weiterer Rationalitiitsbereich P, verwandt 
worden. Falls der von uns definierte Rationalitiitsbereich P, die unab- 
hiingige Variable # enthilt, ist P, mit P, identisch. Enthiilt aber P, 
nicht die unabhingige Variable 2, so geht P, aus P, durch Adjunktion 
yon « hervor. Beispielsweise besteht fiir eine lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten P, nur aus der Gesamtheit 
aller reellen und imaginiren Konstanten, P, hingegen ist der Bereich 
aller rationalen Funktionen von x. Besteht P, zum Beispiel aus allen 
rationalen Funktionen von e*, so enthilt P,, abgesehen von allen Kon- 
stanten, keine rationalen Funktionen von x, wohingegen P, auBer allen 
Funktionen von P, noch alle rationalen Funktionen von « umfabt. 

Dem Umstand, daB das oben besprochene Theorem uur fiir P, be- 
wiesen ist, ist es wohl allein zuzuschreiben, daB Herr Picard in der 
fundamentalen Darstellung, die er im dritten Bande seines Traité d’ana- 
lyse, p. 531 ff. der nach seinem und Herrn Vessiots Namen genannten 
Theorie gibt, von dem der Untersuchung zugrunde liegenden Rationalitiits- 
bereiche voraussetzt, er soll die unabhingige Variable 2, also alle ratio- 
nalen Funktionen, enthalten. ,On considére comme faisant partie du 
domaine de rationalité, l'ensemble des fonctions rationelles de x, des a(x) 
et de leurs dérivées“ (p. 541). Auch Herr Vessiot hat bei Besprechung 
der Theorie der von Herrn F. Klein sogenannten Kationalititsgruppe im 
zweiten Bande der Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften 
S. 289 (Nr. 37) die Voraussetzung, daB der Rationalitiatsbereich die un- 


*) E. Beke, Uber die allgemeinste Differentialresolvente der homogenen linearen 
Differentialgleichungen. Math. Annalen, Bd. 46, 8. 557 (1895). 
**) E. Picard, traité d’analyse, t. 3, p. 531 (Paris 1896). 
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abhingige Variable x enthilt.*) Infolgedessen diirfte ein Eingehen auf den 
oben mitgeteilten Satz gerechtfertigt sein. Fiir den Beweis sind zwei 
Falle zu unterscheiden, niaimlich ob die lineare homogene Differential- 
gleichung nur konstante Koeffizienten besitzt oder die Koeffizienten nicht 
ausnahmslos konstant sind. Im § 1 beweisen wir den Satz fiir lineare 
homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, im § 2 
fiir soleche mit nicht konstanten Koeffizienten. Hierbei sind wir mit 
freundlicher Genehmigung von Herrn Stickelberger in der angenehmen 
Lage, fiir die lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten auBer unserem auf Determinantenberechnung beruhenden 
Beweis einen eleganten und einfachen Beweis, den uns Herr Stickel- 
berger giitigst mitteilte und wofiir wir ihm auch hier noch verbindlichst 
danken, den Fachgenossen vorzulegen. Im § 3 weise ich kurz darauf hin, 
daB V so gewiihlt werden kann, daB es einer linearen homogenen Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus P, geniigt. Der bewiesene Satz liBt sich 
daher auf folgende Weise aussprechen: Anstait sdimtliche Integrale einer 
linearen homogenen Difjerentialgleichung (D) dem Rationalitdtsbereiche P, 
zu adjungieren, geniigt die Adjunktion eines einzigen Integrals einer gewissen 
linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten aus P,. 


§ 1. 
Die lineare homogene Differentialgleichung (D) habe konstante Koeffi- 
zienten und laute: 


- D> 
a” y gq? 1 y qn-? y 
da™ “4 dx™-! 7 da”~? 7a 0. 


(D) 


Der zu wihlende Rationalitiitsbereich P, ist fiir den zu betrachtenden 
Fall der Bereich aller reellen und imaginiiren Zahlen. 
Hat die algebraische Gleichung: 
o” + C on -? + C 0" - 2 +---+¢,= {) 

die untereinander verschiedenen Wurzeln 9,, 9,, ---, 9; in den Multipli- 
zititen m, +1, m+1,---, my +1(m,+m+-+-+m,+j=m), 80 
kann man fiir die lineare homogene Differentialgleichung (D) mit kon- 
stanten Koeffizienten ein Fundamentalsystem y,, ¥,,---, y,, vou Integralen 
wihlen, daB y,, Yo, ---, ¥,, die Funktionen: 


*) Bei dieser Gelegenheit bemerke ich, daB meine Arbeit ,,Uber reduzible lineare 
homogene Differentialgleichungen“ (Math. Ann. Bd. 56) stillschweigend die Annahme 
enthilt, da alle Konstanten dem Rationalitiitsbereiche angehéren. Ein Teil der 
Siitze erfordert jedoch nicht, wie ich bei anderer Gelegenheit zeigen werde, die Zu- 
gehirigkeit aller Konstanten zum Rationalititsbereiche. 
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2.2 .™ 02 dx™ 2 dy” Oz a™ a™ 
eo +h, € ? es Ee ees 
dx dx dx™ 
ane ym ee d a” a2 a? gl” On : a™ a 
> ’ - 
dx ax* ” dz™’ 
m 2 »m ms Mm: 
i? ys it, GES ose Ua D eye Oa) 
? dx’ dx? ? ? ax ’ 
sind. 
Als Funktion V = u,y, + uy, +---+u,,y,, Wahlen wir: 
_ it om Oot Me O22 ms 1 A Qje Mj, 
Vek’ ec te ett ee + + eax); 
dann sind u,,%,,---, #,, konstant angenommen und gehéren mithin dem 


Rationalitatsbereiche P, an. 
Wir bilden: 


Glieder hingeschrieben. 
Wie die voraufgehenden Formeln lehren, driicken sich 

dV dV 
V, dz’ dz?’ °” 


q"- 1 


dz m—1 durch Ys> Ya,” 


"> Um 








adv - dz™ 
dz 71" e017. 7 r+ ei? -y ++, 
av 3 ms o. da™ x” 2 
da? ~% e-EMT OM" ( ): me da + (:): = dx di 
a°V —— 2 (3 ~ a2" — : 2. - &a™ 
das Ore -+0,% (7) -0*-TS + 01 (5) +(3)-€* Gor tos 
av i ieee _y/m dx” m—-2 (m a ae 
aa” =o ete + om sy - ei. a op of" 2. (3). ef 2, . + 
m, a 
- efi. . 
‘ + (mt) . da™ , 
amtiy m, +1 dz m, +1 a? ™ 
Gantt er tens am tom. (MP) .eee, Se 5 tenn (™ 5) SS + 
m, +1 d™a™ 
+( pi )-eree*: yg my 
gnty m—1 da™ m—1 da? 
ae =pnm-1 zm, m—2, ~ pQrt e*. a Mpls 
dx™-) 91 ene-2™ + OF ( 1 ) aa ( 2 ) —_— 
a | a™ am 
+ (M2) gpm tae 
m, dx mm 
. dV dV fe it 4 
Bei oe a ae haben wir nur die sich auf og, beziehenden 
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linear und homogen mit konstanten Koeffizienten aus. Wir betrachten 
die aus den Koeffizienten von y,, y.,---, y,, auf der rechten Seite der 
obigen linearen Gleichungen gebildete Determinante A; von dieser Deter- 
minante A schreiben wir nur die auf g, sich beziehenden Kolonnen hin: 


1 0 0 0 ooo ©6=: 
0 1 0 0 ww  ® 
0,” O; () (3) 0 . 0 
o,° 0,” (‘) 1 (3) (3) 0 


m m,-—1(™% m, — 2 my m “<< (") 
er er" yy, Or" G Or" 3 m, 


0” +1 o™ (” ‘i? om 1 ry ') om oo — = 


— n—-g(m—1 ,—3(m—1 _4/m—1 —_m-1/m—1 
oy eo} ( 1 ) oy ( 9 oy 3 “Qn m, om, ‘ 


Um das Nichtverschwinden der Determinante A nachzuweisen, bedenken 
wir, daB die Funktionen: 

















ar &F gtgGh® gigh® ao e&* 
;“F? ae e ae Se eee 
1 2! 3! m,! 
ar 2 e827 at eh2r” — p38 pha” o™ @82 
a i a se se 
ez cei cre wh e85* xi 85” 
—— et ee mj! 


auch ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (D) sind. Wir 
bezeichnen die eben angegebenen Funktionen in der hingeschriebenen 
Reihenfolge mit 2,, 2,, 2,,-- +, 2,, und bilden die Wronskische Determinante 


mR 


a 25 


m 

2 &, 7 i 
(m—1) m—1) ... o(m—1 
| 2¢ 2gr—1) .. . gim—1) 


fiir den Wert «=O der Variablen x Da + =0 eine regulire Stelle der 
Differentialgleichung (D) ist, kann die Wronskische Determinante fiir 
x = 0 nicht verschwinden. Diese Wronskische Determinante stimmt aber 
mit A véllig iiberein, denn alle niedrigeren als r*" Abgeleiteten von 






















es 
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eae haben fiir x =0 den Wert Null, hingegen ist fiir x = 0 die r+r," 
Abgeleitete von = < gleich 97:- ro hierbei bedeutet r, jede der 
ganzen positiven Zahlen 0, 1, 2, 3, ---.*) 


Da die Determjnante A mithin von Null verschieden ist, lassen sich 
die obigen linearen Gleichungen nach y,, y,,---, y,, auflésen. Man findet: 





dv q”™— i V 

Y, = V+ ls dx + ad + Cn —1 dx} ? 
dv q™-! V 

Y, = B,V + Bs a os Ps dx™-)? 
av rr 


Yam AV + dg ge t+ + Anat 
a, B,---,4 sind hierbei Konstante, gehdren also P, an. 

Da wir die Zugehérigkeit aller Konstanten zu P, angenommen haben 
und sich die Integrale jedes Fundamentalsystemes einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung durch diejenigen eines einzigen als lineare 
homogene Funktionen mit konstanten Koeffizienten ausdriicken lassen, 
folgt, daB die Integrale jedes Fundamentalsystemes ganze rationale Funk- 
tionen von V und dessen Abgeleiteten mit Koeffizienten aus P, werden. 
Hiermit ist unser Satz fiir die lineare homogene Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten bewiesen. 

Ich lasse jetzt den Stickelbergerschen Beweis fiir den vorstehen- 
den Satz folgen, durch ibn ergibt sich das oben bewiesene Theorem ohne 
neue Rechnung als Korollar zu den bekanntesten Siitzen iiber lineare homo- 
gene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Der Stickel- 
bergersche Beweis beruht auf folgendem bekannten Hilfssatze: Sind 
6,, 6,-++, 6, irgend welche reelle oder komplexe GriBen, 2,, n,,---, 2, 
irgend welche ganze positive Zahlen, so kann eine Gleichung: 





A, (x)e%* + A,(x)e%* ---+ Af(ax)e* = 0, 


wobei die A,(x) Polynome vom Grade n,(i=1,2,---,1) oder von nie- 
drigerem Grade bedeuten, mur dann bestehen, wenn alle Polynome A,(x) 
einzeln verschwinden. 


*) Wie mich Herr Beke beim dritten internationalen Mathematiker -Kongresse 
im Gespriich freundlich aufmerksam machte, beschiftigt er sich mit der Wert- 
bestimmung der Determinante A in seiner Arbeit ber die Fundamentalgleichungen 
der homogenen linearen Differentialgleichungen* (15. Band der Math. und Naturw. 
Berichte aus Ungarn. 1898). (Nachschrift vom August 1904.) 
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Wir bilden fiir die vorgelegte Differentialgleichung (D) mit konstanten 
Koeffizienten als Funktion V die Funktion: 


V = B,(x)e* + B,(x)e* +--+ + B(x) ees; 


hierbei sind B,(x), B,(x),---, B,(w) Polynome von x. Sollte auch nur 
eines dieser Polynome B, etwa B,(x), von niedrigerem Grade als vom m,*" 
sein oder, wenn m, = 0 ist, verschwinden, so geniigt die Funktion V einer 
linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten als der Differentialgleichung (D) der Ordnung m = 
m, + mM, +---m,;+). Zur Bestimmung von V schlieBen wir bei der Wahl 
der Polynome B,(x), B,(x),---, B;(x) alle derartigen Polynome aus, die 
den Wert Null haben oder nicht wirklich die Grade m,, m,, +--+, m, erreichen; 
im tibrigen kinnen zur Bildung von V die Polynome B,(x), B(x), ---, B,(x) 
willkiirlich gewdhlt werden. 

Wir behaupten: 

Sind B,(x), By(x),---, B;(x) irgend welche beliebig gewdhlte Polynome 
von x, von denen jedoch keines verschwindet und jedes wirklich den Grad 
My, M,---,m, erreicht, so wird jede lineare homogene Differentialgleichung 
E=0 mit konstanten Koeffizienten, welche nur die einzige besondere Funktion 


V = B(x)? + B,(x)e* + +--+ B(x)ei* 


zum Integral hat, durch alle Integrale der Differentialgleichung (D) befriedigt. 
Die Differentialgleichung D =0 ist daher unter allen linearen homogenen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten diejenige niedrigster Ord- 
nung, welche — wie auch die Polynome B(x) gewdhlt sind, wenn sie nur 
der obigen Bedingung tiber das Nichtverschwinden und die Grade geniigen — 
die durch Angabe der B(x) bestimmte Funktion V zum Integral hat. 

Die charakteristische Gleichung der linearen homogenen Differential- 
gleichung HE =O mit konstanten Koeffizienten habe die Wurzeln Q,’, 
Qo, -+*, Q, in den Multiplizitiiten m,’+ 1, m.'+1,---, m+ 1. Soll V 
auch E = 0 befriedigen, so miissen besondere Polynome C, (x), C,(x),---, 
C(x) der Grade < m,’, bez. < m,’,---, bez. <m,’ existieren, daB sich die 
Funktion 





V= B,(x)e@* + B,(a)em* + +--+ B(x) ei? 
auch in der Form: 

C, (x) e&'* + C,(a)e'* +--+ + C,(x)ee'* 
schreiben laBt. Aus den zwei Darstellungen von V folgt eine Gleichung: 
B, (x)e* + By(x)e@* +--+ + B,(x)eti* — 

— C,(x)ee'* — C,(x)ee’* — --- — C, (x) eee’ * = 0. 
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Sollte unter den GréBen 9,’, 9,',---,9, eine der GréBen 9,, 9,,---,9;, etwa Q;, 
nicht auftreten, so miiBte nach dem Hilfssatze der Faktor der dieser 
GréBe o,; entsprechenden Exponentialfunktion ¢*, namlich das Polynom 
B(x), verschwinden; dies aber widerspricht der Voraussetzung, daB B,(x) 
genau vom Grade m; und, wenn m;=0 ist, eine nicht verschwindende 
Konstante ist. Hieraus folgt, daB die GréBen 9,, @,,---, 9, unter den 
GréBen o,', 0,,---, @, enthalten sind. Bezeichnen wir die ersten j der 
GréBen 9,', 0:',---,Q, mit Q,, ,--*,@,, So ist infolge des Hilfssatzes: 


B,(x) = C,(x), B(x) = C,(2), «++, Ba) = C,(@), 
C; 41 (x) — 0, C,49(%) _ 0, “ C,(*) = 0. 
Die Polynome C,(x), C,(x), +++, C;(x) haben also genau die Grade 
My, M,,--+, m;. Die Grade von C,(«), C,(x), ---, C,(v) waren aber 
< m,’, bez. < m,', bez. < m,’. 
Mithin folgt 
m, < my’, My <M,’ «++, m; <M, 

Da 0, = 0: 0 = 2) °° *» @; = 9;, 80 hat die charakteristische Glei- 
chung von (£) saimtliche Wurzeln der charakteristischen Gleichung von (D) 
wenigstens in denselben Multiplizititen zu Wurzeln, wie sie die charak- 
teristische Gleichung von (D) hat. (EF) wird daher durch simtliche In- 
tegrale von (D) befriedigt. 

Wahlen wir fiir B,(x) (i = 1, 2,---, 7) irgendwie besondere Polynome, 
die jedoch jedenfalls ungleich Null sind, sowie die Grade m, (i = 1, 2, ---,j) 
wirklich erreichen, und verstehen wir unter y,, ¥,,---, y,, das oben 8. 438 
angegebene Fundamentalsystem von Integralen unserer Differentialglei- 
chung (D), so wird V sich auch in der Form: 


Vi= yy + Up +++ + Umm 
schreiben lassen, wobei die wu; (i =1,2,---,m) besondere Konstante be- 
deuten, die sich je nach der Festlegung der B(x) (i = 1, 2,---,j) ergeben. 
Aus V= uy, + UgYe+--- UnYm folgt 


dV 
da 1 + Ye + °° + A mYms 
a’V 


dat M41 + Mons + °° + + UemYms 


ay 


dz™-} ae 





Un — 1,141 + Um—1,999 Fo Unis, mY m- 


Hierbei ist beriicksichtigt, daB sich wegen der besonderen Form der 
Funktionen y,,%,---,¥,, ihre Abgeleiteten als lineare homogene Funk- 
tionen von ihnen selbst mit konstanten Koeffizienten darstellen; infolge- 
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dessen sind die GréBen u,, (} = 1,2,---,m—1; kK=1,2,---m) kon- 
stant und gehéren also dem Rationalititsbereiche P, an. Die Determi- 
nante, die aus den Koeffizienten von y,, ¥.,---, ¥y,, auf der rechten Seite 

av rr 
SA 


der obigen Gleichungen fiir sich bilden laBt, ist, wie 


wir sofort nachweisen, von Null verschieden; daher lassen sich die obigen 
Gleichungen nach y,,%,,---,y,, auflésen und ergeben fiir diese Gréfen 
Gleichungen von demselben Typus wie auf 8. 440. DaB die fragliche De- 
terminante’ wirklich nicht verschwindet und die Gleichungen daher auf- 
lésbar sind, sieht man unmittelbar nach dem zuletzt bewiesenen Satz ein, 
der aussagt, daB, wenn V so bestimmt wird, wie wir es taten, es keiner 
linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten als (D) geniigt. Wiirde niimlich die fragliche De- 
terminante verschwinden, so waren die rechten Seiten von V, =, oe 

a”—'V 
oy eee 


lo, ty, Uy, ° ; “yl 


in linearer Dependenz. In diesem Falle wiirden Konstante 


m1» die nicht simtlich Null sind, existieren, daB 


dv av f-'*y 
lyVi+ Las sa ly aos alia Unt - 


aor 
wiirde. Dies aber widerspricht dem bewiesenen Satz, daB die Funktion V 
bei unserer fiir sie getroffenen Wahl keiner linearen homogenen Differen- 
tialgleichung niedrigerer Ordnung mit konstanten Koeffizienten als der 
Differentialgleichung (D) von der Ordnung m geniigt. 

Zum Schlusse dieses Beweises méchte ich nicht hervorzuheben unter- 
lassen, daB, wahrend mein Beweis in bestimmter Weise eine besondere 
Funktion V festlegte, Herrn Stickelbergers Untersuchungen zeigen, daB 
jedes Integral von (D), das keiner linearen homogenen Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung mit konstanten Koeffizienten als (D) geniigt, als 
Funktion V brauchbar ist; diese Integrale von (J) sind von der Form: 

B,(x)ee* + By(x)ee* +--+ + By(a)ets, 
wo jedes B(x) fiir m,=0O eine von Null verschiedene Konstante, fiir 
m,> 0 ein Polynom, das wirklich den Grad m, hat, bedeutet, sonst sind 
die B,(x) willkiirlich wahlbar. 


§ 2. 
Wir nehmen jetzt an, die Koeffizienten der linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung (D): 


: a™—', 
da™— 


a” sd , in 
— +P (x) 1 + Pe (©) naa > sis + Pu()Y = 0 
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seien nicht mehr ausnahmslos konstant. Die Koeffizienten der Differen- 
tialgleichung und der Rationalitiitsbereich P, seien von der in der Kin- 
leitung angegebenen Beschaffenheit. Da (J)) keine lineare homogene 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist, gibt es unter den 
Koeffizienten wenigstens einen, der wirklich von x abhiingt; er mége 
p;(~) lauten. Infolge der iiber die Koeffizienten von (J)) gemachten 
Voraussetzung existiert ein Stetigkeitsbereich S, in dessen Inneren jeder 
der Koeffizienten von (D), also auch p,(~), an jeder Stelle nach ganzen 
positiven Potenzen entwickelbar ist. a@ sei eine Stelle des Stetigkeits- 
bereiches, die Entwicklung fiir p,(z) mége an der Stelle « = a lauten: 


ple) =h, + h(a —a) +h, (xa —a)?+--- 
Sollte hk, = 0 und 


P(x) =ho +h (x — al +h,,,(a—a)Pt?+---, (hh +0, k>1) 


sein, so differentiiere man p,(7) k — 1mal. Hierdurch erhalt man jeden- 
falls eine Funktion: 


F(x) =ho +h, (x2 —a)+---, 


wobei h,’+0 ist. F(x) gehért, da p,(z) dem Rationalitiitsbereiche P, 
angehort, auch P, an. Ferner ist F(x), da es entweder mit p,(x) tiberein- 
stimmt oder durch Differentiation aus p,(2) hervorgeht, eine iiberall im 
Stetigkeitsbereiche S regulire eindeutige analytische Funktion. Man bilde 


F(x) — h,’ - . r e. ee 
F,(z) = ,* + Da simtliche Konstante P, angehéren, so gehért 
i, 


auch F(x) dem Rationalititsbereiche P, an. An der Stelle x =a erhiilt 
man die Entwicklung: 


F, (x) = (4% — a) + hy’ (a Se 


Aus F(x) leite man sich die m‘* Potenz, also F,”, ab; die Entwick- 
lung dieser Funktion an der Stelle z =a beginnt mit (2 — a)”. Aus der 
Entwicklung von F," beseitige man die m+ 1%, m+ 2” bis m?— 1" 
Potenz von x—a, indem man die m + 1, m-+ 2 bis m2 — 1% Potenz 
von F,(x), mit konstanten Koeffizienten multipliziert, von 7,” subtrahiert. 
Da der Rationalititsbereich P, alle Konstanten und infolge der Zugehérig- 
keit von F’, zu P, auch alle Potenzen von F, enthilt, so erhalt man auf 
diese Weise eine dem Rationalitiitshereiche P, zugehérige Funktion, die 
ihrer Bildung nach iiberall in S regulir ist. Diese Funktion sei mit wu, 
bezeichnet. Die Entwicklung von uw, an der Stelle x =a lautet: 


Uy = (x4 —a)™+ S2(x4—ay”"+---. 
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In analoger Weise kann man aus der 2m" Potenz von F, eine 
dem Rationalitiitsbereiche P, zugehérige Funktion: 
us = (x — a)?” + sh(a — ay +--- 
herleiten. Auf diese Weise kann man fortfahren, sich dem Rationalitiits- 
bereiche P, angehérige Funktionen ,, u,,---, u, zu bilden, so daB 


m 


deren beziigliche Entwicklungen an der Stelle « = a lauten: 


", = (x — a)i- 1jm + sith (a — ay" +... (@ = l, 2, sey mm). 


Die GréBen sj) bedeuten hierbei Konstante; «, kann man gleich 1 wihlen; 
die Zahl 1 gehért ja gewiB P, an. «,, uw, ---, u,, sind tiberall in S 
eindeutige, reguliire analytische Funktionen, da sie aus solchen nur durch 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Differentiation abgeleitet sind. 

Mit Hilfe der eben bestimmten Funktionen u,, w,,---, u,, bilde man 
sich die m? Funktionen u,y,(¢= 1, 2, +--+, m; kK=1, 2,+++, m)3 Yyy Yor *o°y Ym 
bedeuten hierbei die Integrale eines Fundamentalsystemes von (D), die 
durch ihre Anfangswerte und die ihrer Abgeleiteten bis zur Ordnung 
m—1 fir eine Stelle «=a, im Innern von S festyelegt seien. Die 
m*? Funktionen u,y, sind bei der angegebenen Wahl der u; linear unab- 
hingig, d. h. fiir die Umgebung keines Punktes in S kann die Beziehung 


(C): > ctith =@ 


i,k 

bestehen, wobei die ¢,, m® Konstante bedeuten, die nicht simtlich Null 
sind. Da in der Gleichung (C) lauter in S regulire analytische Funk- 
tionen auftreten, miiBte die Gleichung, wenn sie in der Umgebung eines 
Punktes von S gilt, auch in der Umgebung jedes Punktes von S gelten. 
Setzen wir 4, Y,°°*, Y,, gleichzeitig von a, aus lings irgend eines in 
S verlaufenden Weges bis «=a fort, so werden wir fiir «=a Ent- 
wicklungen der Form: 

% = Tro + Te (@ — 4) + e(€ — a)? +---, (kK=1, 2, ---, m) 
erhalten. Angenommen die Gleichung (C) bestehe, so miissen, wenn man 
in sie fiir a, %,---, u,, und y,, J, --+, Y,, die fiir die Stelle =a 
gefundenen Entwicklungen setzt, die Koeffizienten der einzelnen Potenzen 
von «—a Null werden. Die 0”, 1° bis m— 1” Potenz von x —a er- 
gibt die Gleichungen: 


k=m k=m k=m 
> 42% = 0, > Cath = 9, ---, > CTim—1 = 9. 
k=l k=1 k==l 


Die Determinante dieses Systemes linearer homogener Gleichungen fiir 
die Unbekannten ¢,, kann nicht verschwinden; denn die Determinante 
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ir, | (R=1, 2, +--+, m; 7=0, 1, 2, ---, m—1) unterscheidet sich von 
dem Werte der Wronskischen Determinante des Fundamentalsystemes 
Yi» Yor ***> Yq an der reguliren Stelle «=a nur um einen konstanten 


Faktor. Daher muB ¢, =¢,.=---=¢,,=90 werden. Vermdge der 
m””) m+ 1% bis 2m— 1*" Potenzen von x—a schlieBt man genau 
ebenso, daB ¢,, = Cy. =--- =, = 0 wird. Auf diese Art ist fortzu- 


fahren. SchlieBlich ergibt die Betrachtung der m(m— 1)*™, m(m—1)+ 1 
bis m* — 1" Potenzen von « — a, daB c,, =¢,. =---=C,., = 0 werden 
muB. Fiir die angegebenen besonderen Werte der u, ist daher die Re- 


lation (C): 
p> C:,U;, 4, = O 


i,k 


nur méglich, wenn alle c;, gleichzeitig verschwinden. 
Wir setzen V=u,y, + UH +--+ +4,Y,,, Wobei die Funktionen 
u, und y, dieselbe Bedeutung wie bisher in diesem Paragraphen haben. 
Da die uu; und y, iiberall in S regulire analytische Funktionen sind, so 
a: “. eT : dv av am —1V 
trifft dies auch fiir V zu. Aus V bilden wir uns =, —,, ---, ————- 
dx dz” ? ? dx™—! 


Verwendet man noch die Differentialgleichung (D) zur Beseitigung von 


m* und héheren Differentialquotienten der y,, so stellen sich 


y dV a”! V 
> he 


als lineare homogene Funktionen von y,, y,---, ¥,, und deren Ablei- 
tungen bis zur Ordnung m—1 mit Koeffizienten aus P, dar. Kénnte 
man aus diesen m* Gleichungen, deren rechte Seiten y,, y.,--., y,, und 
deren Abgeleitete bis zur Ordnung m — 1 linear und homogen enthalten, 
diese Griéfen nicht ausdriicken, so miiBte es von y,, y,---, y,, und deren 
Abgeleiteten unabhingige GréBen J,, J,, l,, ---, l,2_, geben, daB: 


m 


d V a V a™-! V 
V+ +h qa? fe+-+ dt — 15 a= =0 
wird. Die GréBen |,, 1,, 1, ---, l,2_,, die tibrigens von x abhingen 


kénnen, sind hierbei nicht simtlich Null. Die angegebene lineare homogene 
Differentialgleichung m*— 1** Ordnung hatte die m* Funktionen w;y, 
zu Integralen. DaB die m® Funktionen u,y, einer linearen homogenen 
Differentialgleichung m* — 1** Ordnung geniigen, ist infolge ihrer linearen 
Unabhiingigkeit unméglich. Daher kann man aus den m’ Relationen fiir 


> er gr? -*y 


SS ee ae 
dx da™ 1 


y 
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sowohl die Funktionen y,, y,, ---, y,, als auch deren erste, zweite bis 
m — 1” Abgeleitete finden. Man erhilt: 


dV g?-ty 
Y¥, = %V + a, de es Oe 


dv a -'y 

2 BV + Bs Ge t+ + Bat aaa 

f a’-iy 

im = Ay ras dx a ++ Ay Jt 
dy, g-'y 
OM ey V+ Oe Ge to +4, mk aH? 
a Gr-*y 
<8 = BV + Bags + ** + Bat, Syani da™-1? 
d‘y a -'y 
w_ WF +h oe dx Eb --+tAiy da’) 


(k = 1, 2,---, m—1). 
Hierbei sind a, B, ---, 4 rationale Funktionen von «,, u.,---, u,,, deren 
Abgeleiteten, den Koeffizienten der Differentialgleichung (D) und deren 
Abgeleiteten, gehdren also P, an. Hierdurch ist unser Theorem villig 
bewiesen. 
§ 3. 

Ist P,; wie im § 1 der Rationalitiitsbereich aller Konstanten, so ist 
die Funktion V = u,y, + Uo +---+U,Y,, da die u; Konstante sind, 
ein Integral der vorgelegten Ditferentialgleichung (D), geniigt also sicher 
einer linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten aus P,. 

Enthalt der Rationalitiitsbereich P, wie im § 2 auch Funktionen der 
Variablen x, so bilde man sich aus 


Vi= Uy, + Mey + +> + + UnYm 
die m** Abgleitete ar und beseitige hierin rechter Hand vermége der 
" 
Differentialgleichung (D) die m‘” und héheren Abgeleiteten der Funktionen 


eine lineare homogene Funktion von y,, Y, °° -) Ym 





y;; dann wird : 


a 
und deren Abgeleiteten bis zur Ordnung m—1. Ersetzt man hierauf 
nach dem Schlu8 des § 2 die Funktionen y,, y,, ---, y,, und deren Ab- 
geleitete durch V und dessen Abgeleitete, so erhialt man fiir V eine lineare 
homogene Differentialgleichung der Ordnung m?: 
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m? yr n?—1 yr m? —2 yr 
or tT @ SS tlh @) S++ + Me @ V0. 
dz dx dx 

Die Koeffizienten TT gehéren P, an. 

Diese Differentialgleichung der Ordnung m?® ist nach Herrn Ludwig 
Schlesinger*) als Picardsche Resolvente von (D) zu _bezeichnen. 
Wir haben daher den Satz: Es ist stets méglich, eine Funktion V von den 
in der KEinleitung geschilderten FEigenschaften zu konstruieren, die einer 
linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten aus P, geniigt 
und an Stelle der m Integrale y,, Yo, ---, Y, in gleichwertiger Weise wie 
diese zu dem Rationalititsbereiche P, adjungiert werden kann. Hiermit ist 
der am SchluB der Einleitung besprochene Satz bewiesen. 


Freiburg i. Br., Mai 1904. 


*) Ludw. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
II,, 8. 60 (Leipzig, 1897.) 











R. Friexe. Zum Kontinuitiitsheweis i. d. Theorie der automorphen Funktionen. 449 


Beitrage zum Kontinuitatsbeweise der Existenz linear-polymorpher 
Funktionen auf Riemannschen Flachen. 


Von 


Rosert Fricke in Braunschweig. 


Der Héhepunkt in der Entwicklung der Theorie der automorphen 
Funktionen wird durch diejenigen Siitze dargestellt, welche F. Klein als 
»Fundamentaltheoreme“ bezeichnete. Es sind die Existenztheoreme ,,linear- 
polymorpher“ oder kurz ,,polymorpher Funktionen“ auf beliebig gegebenen 
Riemanuschen Fliichen*). Von den verschiedenen Beweisansitzen dieser 
Theoreme ist der am weitesten reichende der von Klein und Poincaré 
gleichzeitig konzipierte ,,Kontinuitiitsbeweis* (méthode de continuité). Die 
Idee dieses Beweises ist, das einzelne Kontinuum gleichgearteter Polygone 
bezw. Gruppen dem zugeordneten Kontinuum Riemannscher Flichen 
gegeniiberzustellen, um aus denjenigen Eigenschaften, welche man iiber 
die Beziehung der beiden Kontinua aufeinander von Hause aus kennt, 
den Schlu8 auf die gegenseitige Eindeutigkeit der Beziehung zu tun. 

Klein hat in den Mathem. Annalen Bd. 21, pag. 208ff. (datiert 
2. Oktober 1882) seine Ideen iiber den Kontinuitiitsbeweis entwickelt. 
Andrerseits ist Poincaré auf den gleichen Gegenstand in den Acta mathem., 
Bad. 4, pag. 233 ff (datiert Oktober 1883) eingegangen und hat daselbst 
in einer fiir das erste Eindringen bewunderungswerten Art die Tiefen 
und Schwierigkeiten des Beweises aufgedeckt, sowie [deen zu ihrer Uber- 
windung angegeben. 

Indessen handelt es sich bei diesen Entwicklungen nur erst um erste 
Entwiirfe; und der reifere Aufbau der Theorie der automorphen Funktionen, 
welcher in dem oben zitierten Werke ,A. F.“ angestrebt wird, hat die 


*) Cf. A. F. Il, pag. 45. Zitate dieser Gestalt beziehen sich auf die ,,Vor- 
lesungen iiber automorphe Funktionen‘, welche ich in Gemeinschaft mit F. Klein 
bei B. G. Teubner, Leipzig, herausgebe; Bd. I (1897), Bd. II, Lief. 1 (1901). Diesem 
Werke schlieBen sich die folgenden Entwicklungen methodisch und in der Wahl der 
Bezeichnungen eng an. 


Mathematische Annalen. LIX. 29 
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Verpflichtung einer sorgfiltigeren und einwurfsfreieren Ausbildung jener 
Kontinuititsmethoden, eine Aufgabe, deren Lésung nicht geringe Schwierig- 
keiten in sich birgt. Bei dieser Sachlage habe ich die Fundamentaltheoreme 
in ihrer Allgemeinheit zunichst als zu schwierig bei Seite gelassen und 
mich zur Durchfiihrung einiger niederer Spezialfille gewandt, wo zumal 
auch die direkte geometrische Anschauung zu einem wesentlichen Hilfs- 
mittel der Untersuchung wird. Die Ergebnisse, zu denen ich in der frag- 
lichen Richtung gekommen bin, sind im folgenden zusammengestellt. 


I. Aufstellung zweier grundlegender Theoreme. 


In A. F. I, pag. 167ff. ist nach Poincaré bewiesen worden, daf die 
Moduln der algebraischen Gebilde s¢etige Funktionen von den Moduln oder 
Invarianten der automorphen Gebilde sind, denen jene algebraischen Ge- 
bilde entsprechen. Dieser Satz war eine unmittelbare Folge der gleich- 
miBigen Konvergenz der Poincaréschen Reihen; und zwar bezieht sich 
hierbei die Gleichmafigkeit der Konvergenz nicht nur auf Abinderung 
des Argumentes € der Poincaréschen Reihe, sondern auch auf Abinderung 
der Gruppeninvarianten, was eben die gerade genannte SchluBfolgerung 
zu ziehen gestattet. Nun waren aber a. a. O. beim Beweise der gleich- 
maBigen Konvergenz die Grenzfille der Polygonkontinua zuniichst aus- 
driicklich ausgeschlossen. Hier wird indessen die Frage, ob die Stetigkeit 
der algebraischen Moduln bis zu den Grenzfiillen inklusive besteht oder 
nicht, unabweislich. 

In dieser Hinsicht erinnere ich zuniichst an folgende Verhiiltnisse. 
Wir haben erstlich das ,,Polygonkontinuum“, welches zu einer gegebenen 
Signatur (p,»;1,,1,,---,1,) gehért. Dasselbe ist ein einfach zusammen- 
hingendes Kontinuum, da es sich, wenn es m-dimensional ist, eindeutig 
stetig auf die Punkte eines m-dimensionalen reguliren Wiirfels beziehen 
la8t*). Diesem Kontinuum gehéren nun die durch ,,Transformation“ aus- 
einander hervorgehenden Polygone als verschiedene Individuen an (cf. A. F. I, 
pag. 320 und 389). Aber alle solche ineinander transformierbaren Polygone 
liefern eine und dieselbe ,,Gruppe“ [. Um also das ,Gruppenkontinuum“ 
der Signatur (p,; 1,,/,,---,l,) zu gewinnen, miissen wir im Polygon- 
kontinuum den DB**) der zugehérigen ,automorphen Modulgruppe“ ab- 
grenzen, welche nur im Falle p=0, n=3 die Ordnung 1, sonst aber 
stets die Ordnung oo besitzt. 


*) Siehe die Notiz ,,Uber die in der Theorie der automorphen Funktionen auf- 
tretenden Polygonkontinua‘, Géttinger Nachrichten 1903, Heft 5. 
*) heibt ,,Diskontinuitiitsbereich“. 
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Die Sachlage ist nun die, daB es allerdings aussichtslos ist, die am 
Rande des ,,Polygonkontinuums“ eintretenden Polygongestalten allgemein 
iiberblicken zu wollen. Indessen ist es vollstiindig ausreichend, sich auf 
das |,,Gruppenkontinuum“ und also auf den DB der automorphen Modul- 
gruppe zu beschrinken. Die Grenzgebilde dieses Kontinuums, d. h. die 
Randstellen des DB, welche zugleich Randstellen des Polygonkontinuums 
sind, zu untersuchen, ist aber weit aussichtsreicher. Die nachfolgenden 
Entwicklungen werden dies dartun. 

Um -zu einem fiir die Folge ausreichend allgemeinen Grundsatze zu 
gelangen, nehmen wir an, daf man von den Polygonen unseres Kon- 
tinuums durch irgend einen stetigen Ubergang zu einem Grenzgebilde 
gelangt, welches ein nichtzerfallendes und auch 
nicht sonstwie ausartendes Polygon von niederem 
»Charakter* (p,m) darstellt. Als Beispiel wiihle 
man das eindimensionale Kontinuum der Kreis- 
bi wu a ua 
Wh? h?eh 
und nenne die Ecken entsprechend &,, &, &, &. 
In Fig. 1 sind die Ecken ¢,, ¢, einander bereits 
sehr nahe. Lassen wir den Kreis ¢,¢, bis zur Be- 
riihrung an den Kreis ¢,¢, herankommen, so zieht 
sich der Kreis ¢,¢, auf einen Punkt zusammen, und 
die Ecken «, und ¢, verschmelzen miteinander zu 
einer parabolischen Spitze. Es entspringt also das 
nicht ausartende*) Grenzgebilde (0, 3; 1,,1,, 00). 

Jetzt erinnere man sich, welches der eigentliche Nerv des in A. F. II, 
pag. 167 entwickelten Poincaréschen Beweises der gleichmiifigen Konvergenz 
der Reihen ist. Derselbe beruhte auf der Auswahl eines Bereiches B,, 
der auch bei Abinderung der Moduln bestiindig innerhalb des Ausgangs- 
polygons liegt, so daB die mit B, aiquivalenten Bereiche nie miteinander 
kollidieren. Dieser Umstand gestattete eine Abschiitzung der Reihe: 


| dV,(&) | 
a\e'| 


k 


bogenvierecke gegebener Winkel 











Fig. 1. 


to] & 


auf Grund eines a. a. O. pag. 170ff. dargestellten Verfahrens. Man erkennt 
ohne weiteres, da® fiir die Auswahl eines solchen Bereiches B, ein nicht 
ausartendes Grenzpolygon oben gedachter Art genau so leicht zugelassen 
werden kann, wie irgend ein dem Inneren des Kontinuums angehirendes 


*) Diese Ausdrucksweise hat hier folgenden Sinn: Von einer Ausartung wird 
nur gesprochen, wenn im Grenzfalle ein endlich ausgedehnter DB nicht mehr vor- 
liegt. Dagegen gilt eine Herabminderung der Signatur nicht als Ausartung. 


29* 
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Polygon. Im Grenzfalle werden alsdann gewisse Glieder der eben an- 
gefiihrten Reihe als verschwindend ausfallen, und man gewinnt im stetigen 
Ubergange die Reihen des automorphen Gebildes von niederem Charakter 
bezw. von niederer Signatur. 

Die a. a. O. gezogenen Folgerungen betreffs der Stetigkeit der Moduln 
des algebraischen Gebildes gelten somit bis zum Grenzfall inklusive; d. h. 
wir haben folgenden 

Stetigkeitssatz: Die Stetigkeit der Moduln des algebraischen Gebildes 
oder, wie wir kurz sagen wollen, der ,algebraischen Moduln* bei stetiger 
Abiinderung der ,,Gruppenmoduln® trifft nicht nur im ,,Innern® des Gruppen- 
kontinuums zu, sondern bleibt auch bis zu solchen Grenzfiillen ,,inklusive“ 
bestehen, welche nicht-ausartende automorphe Gebilde darstellen. — 

Einen zweiten fiir die folgenden Untersuchungen grundlegenden Satz 
werden wir als _ ,,Unitiitssatz“ zu bezeichnen haben. Derselbe hat von 
Anfang an eine wichtige Rolle beim Kontinuititsbeweise gespielt*). Zur 
Aufstellung dieses Satzes kniipfen wir an das Existenztheorem der auto- 
morphen Funktionen (ef. A. F. ll, pag. 14). Nach diesem Theorem ent- 
spricht jedem automorphen Gebilde eindeutig ein algebraisches Gebilde, 
oder jedes unserer Polygone gestattet eindeutige und konforme Abbildung 
auf eine Riemannsche Fliche. Wir fragen jetzt, ob zwei verschiedene 
Polygone hierbei eine und dieselbe Riemannsche Fliche zu liefern imstande 
sind. Selbstverstindlich werden zwei Polygone, die durch Transformation**) 
ineinander iiberfiihrbar sind, dieselbe Fliiche geben. Wir haben uns also, 
die Polygone betreffend, auf einen DB der automorphen Modulgruppe zu 
beschriinken. Dies kann in der Weise geschehen, daB wir auf der Fliche 
ein bestimmtes kanonisches Querschnittsystem vorschreiben und die so 
zerschnittene Fiche alsdann auf die beiden fraglichen Polygone abgebildet 
denken. Letztere mégen in zwei getrennten Ebenen, denen der Variabelen 
€ und €’ gelagert sein. 

Was die Gestalt der kanonischen Fliachenzerschneidung angeht, so 
ist dieselbe z. B. in A. F. I, pag. 183 dargelegt. Man erinnere sich, daB 
es sich hier um Flaichen handelt, welche mit n Punkten ¢,, @,---, e, 
»signiert* sind. Doch wollen wir die MaBregeln gleich so treffen, dab 
die Fille, in denen der Hauptkreis kein Grenzkreis ist, nicht ausgeschlossen 
sind. Handelt es sich demnach um eine orthosymmetrische Riemannsche 
Fliche mit « = » — v Symmetrielinien, so befassen wir uns nur mit der 

*) Man vergl. z. B. die Erérterung des gedachten Theorems in der schon zitierten 
Abhandlung von Klein in den Math. Annalen Bd. 21, pag. 209. 

**) Es sind hier nicht nur lineare Transformationen von £ gemeint, sondern 
auch die Transformationen im Sinne von A. F. I, pag. 320ff., welche auf Abiainderungen 
der kanonischen Querschnittsysteme auf den Riemannschen Flichen beruhen. 








nr 
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einen der beiden symmetrischen Flichenhilften, welche dann noch mit 
v Punkten e,,@,---,é, signiert ist. Bei Anlage des kanonischen Schnitt- 
systems werden die w Symmetrielinien den v Punkten ¢,, ---, e, gleich 
behandelt. 

Die kanonisch zerschnittene Flache bezw. Flichenhiilfte iibertriigt sich 
nun auf zwei den Halbebenen von € bezw. §’ angehérende Polygone P 
und P’, welche, allgemein zu reden, je » feste Ecken und je w= n—v 
Segmente der reellen Achsen lings der Berandungen aufweisen. Durch 
Vermittlung der Riemannschen Fiche sind diese beiden Polygone P und P’ 
aufeinander eindeutig und konform bezogen. Erzeugt man nun von P 
und P’ aus die beiden Polygonnetze N und N’, welche die beiden Halb- 
ebenen schlicht bedecken, so entspringt eine eindeutige und honforme 
Beziehung beider Halbebenen aufeinander, indem ja die Polygone des 
einen Netzes eindeutig denen des anderen entsprechen. Man hat nur zu 
beachten, da8 an den elliptischen Ecken zwar die Beziehung des einzelnen 
Polygons auf die Fliche eine EinbuSe der Konformitit erfahrt, daB aber 
wegen der an beiden Polygonen P, P’ jeweils gleichen Eckenwinkel bei 
der Beziehung der beiden Halbebenen aufeinander an solchen Stellen die 
Konformitit wieder hergestellt erscheint. 

Um Unmstiindlichkeiten zu entgehen, wollen wir iiber die hier ent- 
springende Beziehung der reellen Achsen aufeinander zuniichst keine 
weiteren Folgerungen ziehen und die konforme Abbildung nur auf die 
inneren Teile der Halbebenen beziehen. Jedenfalls bleibt beim fort- 
schreitenden ReproduktionsprozeB der Polygone kein endlich weit von der 
reellen Achse entfernter Punkt der einzelnen Halbebene vom Polygonnetze 
unbedeckt. Man kann demnach aussagen: Man kommt mit dem Punkte 
£ (beaw. §’) in jede vorgeschriebene Nihe der reellen Achse, wenn man mit 
dem entsprechenden Punkte ¢’ (beazw. §) ausreichend nahe an die Achse 
herangeht. 

Es besteht nun die Tatsache, daB die hier gewonnene Beziehung 
notwendig durch eine lineare Gleichung: 

,_ a§+b 

~ ef+d 
darstellbar sein muB, d. h. daB® beide Halbebenen und damit auch beide 
Vollebenen € und €’ (im Nichtgrenzkreisfalle) kreisverwandt sind. Der 
Beweis, welchen Klein a. a. O. fiir diese Tatsache beigebracht hat, ist 
dadurch erschwert, daB die Beziehung von € auf ¢’ unter Fortsetzung 
des soeben befolgten SchluBverfahrens auf die reellen Achsen und dann 
auf die negativen Halbebenen ausgedehnt wird, wobei also die lings der 
reellen Achsen angeordneten Grenzpunkte der beiden Polygonnetze zu 
iiberschreiten sind. Ein neuerer von W. F. Osgood ausgebildeter Beweis 
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fiir das Bestehen der Kreisverwandtschaft ist von dieser Schwierigkeit 
frei und stiitzt sich einzig auf die oben allein betreffs der positiven Halb- 
ebenen festgestellten Tatsachen*). 

Osgood arbeitet zuniichst nicht mit den Halbebenen, sondern (was 
keinen wesentlichen Unterschied ausmacht) mit den Einheitskreisen der 
¢- und ¢’-Ebene. Zugleich ordnet er die letzteren so an, daB dem Punkte 
€=0O der Punkt ¢’=0 korrespondiert. Die Folge ist, daB der Quotient 
S 
3 
endliche und nicht verschwindende analytische Funktion ist, welche ebenda 
keinerlei singulire Stellen besitzt. Der Logarithmus dieser Funktion 
werde unter Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile: 


im Innern des Einheitskreises der Ebene von € = & + iy eine iiberall 


log (=) = (, ”) +: iv(&, n) 


geschrieben. Die reellen Funktionen w(&, 7) und v(&, 7) sind im ,,Innern“ 
des Hinheitskreises iiberall eindeutig, stetig und harmonisch. Fiir die 
erste dieser Funktionen gilt die Darstellung: 
log iE -= u(&, 7). 

Nun wurde oben festgestellt, daB, wenn man € auf irgend welchen 
Wegen dem Einheitskreise selbst ohne Ende nahe kommen lat, hierbei 
\¢’| sich gleichmiBig dem Betrage 1 nahert. Man kann demnach im 
Innern des Einheitskreises einen demselben ausreichend nahe gelegenen, 
mit ihm konzentrischen Kreis derart annehmen, daf lings der Peripherie 
desselben |€; und €’, ,,belicbig“ wenig von 1 und also |u(&, 7) ,,beliebig“ 
wenig von 0 abweicht. Wegen des harmonischen Verhaltens von w(&, 1) 
geht hieraus hervor, daB w(&, 7) im Innern des Einheitskreises iiberhaupt 
keinen von 0 verschiedenen Wert annehmen kann. Ist aber w(&, 1) inner- 
halb des Einheitskreises tiberall mit 0 identisch, so hat die konjugierte 
Funktion v(§, 7) daselbst allenthalben einen konstanten Wert, welcher # 
genannt werde. Die vorletzte Gleichung liefert nunmehr £‘ = ¢*- £, so 
daB in der Tat die ¢’-Ebene auf diejenige von £ kreisverwandt bezogen ist. 

Kehren wir nun zu unseren beiden Polygonen P und P’ zuriick, so 
sind dieselben als miteinander kreisverwandt fiir den Standpunkt der 
Invariantentheorie iiberhaupt nicht voneinander verschieden. Auf diese 
Weise gewinnen wir den nachfolgenden 

Unitatssatz: Jeder Stelle des einzelnen Kontinuums automorpher 


*) Dieser Beweis, dessen Kenntnis ich einer brieflichen Mitteilung des Hrn. Osgood 
verdanke, ist anderweit noch nicht verédffentlicht worden. Das im Texte folgende 
Referat ist mit giitiger Erlaubnis des Hrn, Osgood hier eingeschoben, 
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Gebilde, d. i. des Gruppenkontinuums, entspricht ,,eindeutig“ eine Stelle im 
zugehorigen Kontinuum algebraischer Gebilde (Kontinuum signierter Riemann- 
scher F lichen); jeder Stelle des letzteren Kontinuums entspricht ,,hichstens“ 
eine Stelle des Gruppenkontinuums. 

Der Inhalt des Fundamentaltheorems ist, daB es sich hier um ein 
umkehrbar eindeutiges Entsprechen handelt. Dies soll nunmehr in einer 
Reihe spezieller Fille tatsichlich bewiesen werden. — 


' IL Die Gebilde des Charakters p=0, n=3. 


Die Gebilde der Signatur (0, 3; /,,/,,/;) erledigen sich sofort. Jede 
mit drei Punkten ¢,, ¢,, ¢,, denen drei ganze Zahlen /,, /,, 1, >2 (den 
Wert oo eingeschlossen) zugeordnet sind, signierte Ebene ist konform 
abbildbar auf ein Paar symmetrischer Kreisbogendreiecke der Winkel 
tc et 
Ih . 
liefert dabei das eine Dreieck, wihrend das Aufere jenes Kreises dem 
anderen Dreiecke entspricht. Wir betrachten sogleich die 


Das Innere des durch ¢,, ¢, ¢, hindurchzulegenden Kreises 


Gebilde der Signatur (0, 3; J,, ,) 

und denken die /,, /, als ganze Zahlen > 2, den Wert oo eingeschlossen, 
irgendwie fixiert. Hier ist das Polygonkontinuum noch mit dem Gruppen- 
kontinuum identisch, d. h. die auto- 
morphe Modulgruppe hat die Ordnung 1. 
Das fragliche Kontinuum ist eindimen- 
sional und (cf. A. F. I, pag. 341 ff.) mittelst 
der Invariante j, oder, was zweck- 
miaBiger ist, der Invariante: 


ta 
Js 

deren Intervall 0 <¢< 1 ist, darstell- 
bar. Die einzelne hierher gehérige 
Gruppe [ ist stets durch Spiegelungen 
erweiterungsfihig; die typische Gestalt 
der Polygone ist in Fig. 2 gegeben. 
Man kann hier allemal noch mit ellip- 
tischen Substitutionen der Periode 2, welche die Halbebenen permutieren, 
erweitern. Als DB der erweiterten Gruppe benutzen wir etwa den 
oberen, stark umrandeten Teil des bisherigen DP (siehe Fig. 2). Die 
angegebenen Pfeile beziehen sich auf die Erzeugenden dieser erweiterten 
Gruppe. Von den mit ¢,, &,, &, & bezeichneten Eckpunkten des links 


? 











Fig. 2. 
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liegenden Elementarvierecks gehéren die beiden ersten als Fixpunkte den 
Erzeugenden V,, V, an. 

Die beiden Grenzwerte der Invariante ¢ sind ¢= 0 und ¢=1. Andrer- 
seits erhalten wir offenbar ein am Rande des Kontinuums gelegenes Polygon, 
falls zwei benachbarte unter den Hcken ¢,, &, €,, &, koinzidieren, oder 
falls mehrere solche Koinzidenzen gleichzeitig auftreten. 

Zunichst ist in Fig. 3 ein Polygon gezeichnet, in welchem ¢, und «, 
einander sehr nahe gekommen sind. In Fig. 4 ist die Koinzidenz dieser 
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Fig. 3. Fig. 4. 

Ecken eingetreten, und damit ist V, parabolische geworden, so dab wir 
js = 2 und also ¢ = O erreicht haben. Man beachte, daB wir als nicht-aus- 
artendes Grenzgebilde dasjenige der Signatur (0, 3; /,,/,, 00) gewinnen. Auf 
diesen Grenziibergang werden wir hiernach den ,,Stetigkeitssatz anwenden 
diirfen. Den Grenziibergang lim.¢=0 kann man zweitens so ausfiihren, 
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Fig. 5. Fig. 6. 
wie Fig. 5 anzeigt. Man stelle sich dieselbe als auf der ,,f-Kugel“ gelegen 


vor, wo alsdann die beiden Ecken «, und ¢, einander sehr nahe gekommen 
sind. Im Falle der Koinzidenz dieser beiden Ecken entspringt, wie Fig. 6 
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darlegt, als Grenzgebilde die parabolische Diedergruppe, welcher die 
Signatur (0,3; 2,2, 00) zukommt. Auch hier ist schlieBlich V, parabolisch 
geworden, und man hat lim. ¢ = 0. 

Im Innern des Intervalles 0<¢<1 wird durch einen Wert ¢ ein 
zugehériges Gebilde eindeutig bestimmt. Wenn demnach auch in den 
Figuren 4 und 6 zwei giinzlich verschiedene nicht-ausartende Grenzgebilde 
herauskommen, so miissen doch die zum Grenefall (0, 3; 1,, l,, 00) stetig 
hinfiihrenden Gebilde unseres Kontinuuwms genau dieselben sein (d. i. natiirlich 
bis auf lineare Transformation), wie die zum Grenefall (0, 3; 2, 2, co) 
hinfiihrenden. In der Tat kann man sofort ein Polygon mit einander 
nahe gelegenen Ecken ¢,, ¢, vermége einer ,,Ahnlichkeitstransformation“ 
¢’=a§ mit ausreichend grofem a in ein Polygon mit nahe gelegenen 
Ecken ¢,, ¢, verwandeln. Man wolle die Anordnung nur so treffen, dab 
in Fig. 3 der Punkt ¢, mit € =O und die Seite ¢,¢, mit der imaginiiren 
¢-Achse zusammenfillt. Nur im Grenzfall t= 0 selbst ist diese Uber- 
fiihrung nicht mehr statthaft, weil fiir lim.¢=0 offenbar lim. a = co 
zutrifft. 

Den Grenziibergang zu ¢ = 0 kann man auch noch dadurch vollziehen, 
da8 man gleichzeitig ¢, mit ¢, und ¢, mit e, koinzidieren léBt. Dann 
aber zieht sich das Polygon auf eine Linie zusammen, so daf wir eine 
Ausartung des Gebildes bekommen, welche die Anwendung des Stetig- 
keitssatzes verbietet. 

Die hier hervorgetretenen Verhiiltnisse sind nun iiberhaupt typisch 
fiir den Ubergang zu Randstellen der Gruppenkontinua. Im ,,Innern“ eines 
Kontinuums wird durch das einzelne Wertsystem der Moduln eindeutig ein 
zugehériges Gebilde festgelegt. Bei einem bestimmten Grenziibergange zu 
einer Randstelle des Kontinuums kann man verschiedenartige Grenzgebilde 
niederer Charaktere erhalten, Verhiiltnisse, die natiirlich in ganz entsprechender 
Art an den algebraischen Gebilden hervortreten miissen. 

Wir werden nun bei dem Unternehmen, das Fundamentaltheorem iiber 
Existenz polymorpher Funktionen in einem Einzelfalle (p, n;1,, l,,---, l,) 
zu beweisen, die niederen Fiille bereits als erledigt ansehen. Alsdann 
brauchen wir bei einem einzelnen Grenziibergange nicht alle médglichen 
erreichbaren Grenzgebilde in die Diskussion zu ziehen; es wird vielmehr 
zam Zwecke der Anwendung des Stetigkeitssatzes vollkommen ausreichend 
sein, wenn wir in jedem Falle ein einziges nicht-ausartendes Grenzgebilde 
erreichen. 

Wenden wir diesen Grundsatz auf unser Kontinuum (0, 3; J,, J.) 
an, so kénnen wir den Grenziibergang lim ¢=1 durch Koinzidenz der 
Ecken ¢, und ¢, erzielen. Das in Fig. 7 (s. pag. 458) gezeichnete Polygon 
liegt dieser Grenze bereits sehr nahe. Man erkennt sofort: Der eingeleitete 
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Grenziibergang liefert als nicht-ausartendes Grenzgebilde die elliptische 
Diedergruppe der Signatur (0, 3; 2, 2, 1,). 

Zur Darstellung des unserem Gruppenkontinuum gegeniiberstehenden 
Kontinuums algebraischer Gebilde fiihren wir eine Hauptfunktion z= (£) 
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Fig. 7. Fig. 8. 


des in Fig. 2 stark umrandeten Polygons so ein, daf z lings der Sym- 
metriekreise des Polygonnetzes reell ist, und daB z= oo in einem Punkte 
der Seite ¢,¢, zutrifft. Das typische Bild der z-Ebene ist dann durch 
Fig. 8 dargestellt; und man benutzt, um das Kontinuum derart signierter 
z-Ebene invariant darzustellen, am einfachsten das Doppelverhiltnis: 


p- 4a) =a), 
(€, — &) (€, — es) 
Offenbar gewinnt man das gesamte ,,algebraische Kontinuum“, indem man 
4 als reelle GréBe das Intervall 0<4< 1 beschreiben lift. 
Den Grenzwert 4 =0 erreicht man, indem man entweder e, und e¢, 
oder e, und e, zusammenfallen léBt. Hier treffen wir die oben in anderer 
Gestalt skizzierten Verhiiltnisse wieder an. Ist e, dem Punkte e, bereits 


sehr nahe gekommen, so kénnen wir durch Ausiibung einer Substitution: 


“2—e, 2—e, 


f ’ 
e—e& e—& 





welche e, und e, an Ort und Stelle Jit, den Punkt e, noch an jede 
Stelle des von e, und e, eingeschlossenen Intervalls bringen. Je weiter 
wir ihn aber von e, entfernen, um so niher wird e, an e, heranriicken. 
Nur die beiden Grenzfiille ce, = e, einerseits und e, = e, andrerseits selbst 
sind (wegen @ = oo) nicht mehr ineinander iiberfiihrbar. 

Nun ist im Innern des Intervalls 0 < ¢< 1 der algebraische Modul 4 
eine eindeutige stetige Funktion A(#) von ¢t. Der Grenziibergang lim t= 0 
liefere den durch Fig. 4 versinnlichten Fall. Ihm entspricht eine mit 
drei Punkten e¢,, ¢, ¢, signierte z-Ebene. Letzterer Punkt ist durch 
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Koinzidenz von e, und ¢, entstanden, so dab 4 =0 geworden ist. Zu- 
folge des Stetigkeitssatzes erreicht 4 hierbei stetig seinen Grenzwert 4 = 0. 
Ganz entsprechend findet man, daB fiir lim ¢=1 die Funktion 4(é) sich 
stetig der Grenze 1 annihert. 

Diese Angaben enthalten nun bereits den Beweis des Fundamental- 
theorems im vorliegenden Falle vollstindig. Man gehe von irgend einem 
im ,.Innern“ des Intervalls gelegenen Werte ¢ aus und markiere den zu- 
gehérigen Punkt 4. Von diesem Anfangspunkte ¢ aus lasse man den 
Punkt ¢©) stetig bis zum Punkte = 0 wandern. Der korrespondierende 
Punkt 24 = A4(#%) wird von der markierten Anfangsstelle 4 aus stetig 
bis 2 = 0 wandern. Man lasse zugleich vom gewiihlten Anfangspunkte ¢ 
aus den Punkt ¢ bis 1 stetig wandern. Dabei wird 4 = A(é) von 
der Anfangsstelle 2 aus stetig nach 4“ = 1 wandern. “Das Abbild der 
Strecke von ¢=0 bis ¢=1 der ¢-Achse iibertriigt sich stetig eindeutig 
auf die Strecke von 4=0 bis 2=1 der A-Achse. Zufolge des Unitiits- 
theorems kénnen hierbei nicht einem und demselben 4 zwei verschiedene 
¢ entsprechen: also bedeckt das Abbild die genannte Strecke der 4-Achse 
iiberall nur einfach. Es handelt sich demnach hier in der Tat um ein 
gegenseitig ,,eindeutiges“ Entsprechen. 

Gehen wir auf das in Fig. 2 angedeutete, beziiglich der reellen 
€-Achse sich selbst symmetrische Gesamtpolygon zuriick, so kénnen wir 
das erhaltene Theorem in folgenden Worten aussprechen: Die z-Ebene 
sei mit zwei der positiven Halbebene angehirenden Punkten e,, €, signiert, 
denen zwei ganze Zahlen |,, 1, >2, den Wert oo eingeschlossen, zugeordnet 
seien; die zu e,, & symmetrischen Punkte der negativen z-Halbebene seien 
¢;', €. Es gibt stets eine und im wesentlichen auch nur eine polymorphe 
Funktion §=f (2), welche die z-Ebene auf ein Kreisbogenpolygon vom 
Typus der Fig. 2 abbildet; die Punkte e,, ¢,--- liefern die Ecken &,, &, +++, 
an denen sich die vorgeschriebenen Winkel finden, die reelle 2-Achse liefert 
das dem Polygon angehirende Segment der reellen Z-Achse, und der Kreis 
durch ¢,, €, €,  ergibt die iibrigen Symmetriekreise des Polygons bezw. 
des Polygonnetzes. — 


Gebilde der Signatur (0, 3; 1,). 


Die Gebilde der Signatur (0, 3; 1,), in welcher /, irgend eine ganze Zahl 
> 2, den Wert co eingeschlossen, bedeutet, bilden ein zweidimensionales 
Kontinuum. Auch hier ist das Polygonkontinuum mit dem Gruppen- 
kontinuum identisch. Zur invarianten Darstellung dienen die Moduln 
Je» jg Oder, was wieder zweckmiiBiger ist: 

le —2 Js — % 


} 
= -+— i = 
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Wir stellen das gesamte Kontinuum gerade vollstiindig dar, wenn wir mit 
dem ,,Punkte“ (¢,, 4) das hierneben in Fig. 9 gezeichnete Quadrat der 
t-Ebene beschreiben. Unsere erste Aufgabe wird sein, die hierbei auf- 
tretenden Grenzgebilde niher zu untersuchen. 








Yt 
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Fig. 9. Fig. 10. 


Die vorliegenden Gruppen gestatten stets Erweiterung durch Spiege- 
lungen; die Polygone haben die in Fig. 10 dargestellte typische Gestalt. 
Andererseits ist die einzelne Gruppe der Signatur (0, 3; 1,) stets auch 
durch elliptische Substitutionen der Periode 2, welche die beiden Halb- 
ebenen permutieren, erweiterungsfahig. Als DB der so erweiterten Gruppe 
kénnen wir den oberen, in Fig. 10 stark umrandeten Teil des bisherigen 
DB wihlen. Die in der Figur angedeutete Zuordnung der Randkurven 
bezieht sich auf diese erweiterte Gruppe, und an ihr wollen wir die 
Grenzfalle untersuchen. Die Ecke «¢, gehért der elliptischen oder para- 
bolischen Erzeugenden V, der urspriinglichen Gruppe an, die hyberbolische 
Erzeugende V, entspringt durch Kombination der Spiegelungen an den 
Symmetriekreisen ¢,¢, und ¢,é,; endlich entsteht V, durch Kombination 
der Spiegelungen an ¢,¢, und ¢,¢,. 

Die Seite ¢, = 0 unseres ¢-Quadrates erfordert j, = 2 und damit eine 
parabolische Substitution V,. Wir fiihren den Grenziibergang zu t, = 0 
am Polygone dadurch aus, daB wir das Segment ¢,¢, der reellen Achse 
auf einen Punkt zusammenziehen. So gelangen wir zum eindimensionalen 
Kontinuum der Signatur (0, 3; 1,, 00), das sich der soeben abgeschlos- 
senen Untersuchung subsumiert. Die Quadratseite ¢, = 0 liefert j, = 2. 
Wir ziehen hier das Segment ¢,¢, auf einen Punkt zusammen und ge- 
langen aufs neue zu dem eindimensionalen Kontinuum der Signatur 
(0, 3;1,, 00). Im Eckpunkte 4,=¢,=0 hiingen beide Kontinua zu- 
sammen; sie haben hier den gemeinsamen Grenzfall (0, 3; 1,, co, oo). 
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Um die Seite ¢, = 1 des Quadrats zu erreichen, hat man den Grenz- 
iibergang lim j,= oo zu vollziehen, was in der Art geschehen kann, 
daB man die Seite ¢,¢, des Polygons auf einen Punkt zusammenzieht. 
Ein dem Grenzfall nahe ge- 
legenes Polygon ist in Fig. 11 
dargestellt. Im Grenzfall selbst 
erhalten wir als nicht-aus- 
artende Gebilde hyperbolische 
Diedergruppeu; dieselben bil- 
den ein eindimensionales Kon- 
tinuum, welches man mittels 
der Invariante ¢, darstellt. In 
der Ecke ¢, = 0, ¢, =1 wird 
die hyperbolische Diedergruppe zur parabolischen, der die Signatur 
(0,3; 2,2, 00) zukommt. Zu eben diesem Grenzfalle gelangen wir auch, 
wenn wir uns der fraglichen Ecke lings der Geraden ¢, = 0 mittels der 
oben ausgewihlten Grenzgebilde anniihern. Es findet also auch an dieser 
Ecke ein kontinuierlicher Zusammenschlu8 der ausgewihlten Grenzge- 
bilde statt. 

Fiir den Ubergang zur Seite 4, = 1 gilt Analoges. Hier wird man 
die Seite «,¢, des urspriinglichen Polygons unendlich klein werden 
lassen usw. 

Die Ecke t+, = 1, ft, =1 des Quadrates erfordert eine besondere Be- 
trachtung. Will man die Richtung vorschreiben, in der man sich diesem 
Eckpunkte aus dem Innern des Quadrates anniihert, so hat man fiir 


— ae ee 
lim =” lim rt 











einen beliebigen, aber bestimmt gewiihlten positiven Wert anzugeben. 
Am Polygone kann man diesen Grenziibergang dann in der Weise vor- 
nehmen, daB man den Halbkreis ¢, ¢, 
etwa auf den Mittelpunkt des Seg- 
mentes ¢,€, der reellen €-Achse zu- 
sammenzieht. Kinem vorgeschriebenen 


Grenzwerte des Quotienten 9 ent- 





spricht alsdann immer eine ganz be- 
stimmte Endlage der beiden Symmetrie- 
kreise ¢,é und ¢,¢,. So zeigt Fig. 12 





ein der Grenze nahe gelegenes Polygon, fiir welches sehr klein ist. So 
J2 


lange der vorgeschriebene Grenzwert dieses Quotienten weder 0 noch oo 
ist, erhalten wir als nicht-ausartendes Grenzgebilde die elliptische Dieder- 
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gruppe der Signatur (0, 3; 2, 2, J,); die simtlichen den verschiedenen 

J2 
entsprechenden Gebilde sind also fquivalent. Lassen wir indessen den 
Kreis ¢,¢ in Figur 12 mit ¢,¢, zugleich unendlich klein werden, so ge- 
langen wir zu eben demjenigen Grenzgebilde, welches wir vordem lings 
der Geraden ¢, = 1 an deren Endpunkte 4, = 1 von den hyperbolischen 
Diedergruppen aus erreichten. Um demnach die Kontinuitit der aus- 
gewdhlten Grenzgebilde an der KEcke t, =1, t= 1 zum vollen Abschlup 
zu bringen, miissen wir zwischen die beiden ldings der Geraden t, = 1 bezw. 
t, = 1 an der fraglichen Ecke erreichten Grenzgebilde alle Grenziibergdnge 
stetig eingeschaltet denken, wie sie in eben bezeichneter Weise den Grenz- 


werten lim ; = 0,---, co entsprechen. 
2 


Man kann diese Verhiltnisse dadurch einer geometrischen Deutung 
unterziehen, daf man eine dritte Koordinate ¢; neben ¢, und ¢, einfiihrt 
und sodann die Relation vorschreibt: 

pope Bt Ta 

3 2—t—t 
Hierdurch wird ¢, als eine Funktion von ¢,, ¢, erkliirt, die an der Stelle 
t, = 1, 4, =1 stetig vieldeutig wird; und zwar entsprechen den aus dem 
Innern des ¢-Quadrates méglichen Grenz- 
iibergingen zum genannten Eckpunkte 
(110) stetig eindeutig die Werte des Inter- 
valles O0<¢,<1. Deutet man die zwischen 
den ¢ vorgeschriebene Relation als Hyper- 
boloid, so erscheint das bisher betrachtete 
Quadrat der ¢-Ebene auf einen Bereich 
dieses Hyperboloids iibertragen, der, wie 
7100) Axe Fig. 13 zeigt, in ein Fiinfeck eingespannt 
wie. 18. ist. Dieses der Hyperboloidoberfliche 
angehérende Fiinfeck wird von drei ge- 
raden Strecken und zwei Hyperbelstiicken gebildet. Der Rand des Fiinf- 
ecks ist uns nunmehr ein Bild fiir das ringférmig geschlossene Kon- 

tinuum der ausgewiihlten Grenzgebilde. 

Zur Darstellung des Kontinuums algebraischer Gebilde, welche den 
betrachteten automorphen Gebilden gegeniiberstehen, kniipfen wir an 
die obere, stark umrandete Hiilfte des in Fig. 10 dargestellten Polygons. 
Diese Hilfte liefert den DB der oben genannten erweiterten Gruppe, 
welche dem Geschlechte p = 0 zugehirt. Es sei z =  (£) eine zugehdrige 
Hauptfunktion, welche lings der Symmetriekreise reelle Werte hat. 
Den in Fig. 10 mit «&, &,---, &, bezeichneten Ecken gehéren dann 
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die Punkte ¢,, ¢,---, ¢, der reellen z-Achse zu; man darf voraus- 
setzen, daB 
Re 
zutrifft, sofern kein Grenzfall vorliegt. 
Um das Kontinuum der solcherweise signierten z-Ebenen invariant 
darzustellen, fiihren wir die beiden Doppelverhiltnisse ein: 


A, es (& nae €;)(e — ¢s) ak (@ — 3) (C, — 5) " 


(€, — &)(¢s —@)’ a Ges — 4) 

Bei der vorliegenden Anordnung der Stellen e lings der reellen z-Achse 
ist A, im Intervall 0<4, <1 gelegen. Zugleich kénnen wir 4, im In- 
nern*) dieses Intervalls beliebig auswihlen und 
wiirden dadurch das Punktquadrupel ¢,, ¢, ¢;, hap Are 
im wesentlichen fixieren. Denken wir letzteres 
geschehen, so ist e,; noch beliebig zwischen ¢, 
und e, verschiebbar. Es wird demnach A, gleich- 
falls dem Intervall 0 <4,< 1 angehéren und 
im Innern desselben beliebig wihlbar sein. Nach 
dieser Auswahl ist die z-Ebene eindeutig be- 
stimmt. Das Kontinuum der wie bezeichnet 
signierten z-Ebenen wird demnach durch die 
Punkte des in Fig. 14 gezeichneten Quadrates einer Ebene dargestellt 
werden, in welcher wir A, und 4, als rechtwinklige Koordinaten deuten. 

Die Grenzfille haben wir nur insoweit zu betrachten, als dies durch 
die oben ausgesuchten Grenzgebilde des Gruppenkontinuums vorgezeichnet 
ist. Die Seite 4,0 des Quadrates der ¢-Ebene hatten wir durch Zu- 
sammenriicken der Ecken &, ¢, des Polygons erreicht. Es entsprang das 
eindimensionale Kontinuum der Polygone von der Signatur (0, 3; 1,, 00), 
welches wir mittels der auf das Intervall 0 << ¢,< 1 beschriinkten Inva- 
riante ¢, darstellten. Diese Polygone liefern z-Ebenen, die mit vier 
Punkten ¢,, ¢;(= ¢), ¢, @ signiert sind; und zwar erreicht man, falls 
man sich einem Punkte der Seite 4, = 0 stetig annihert, den fraglichen 
Grenzfall der z-Ebene gleichfalls in stetigem Ubergange. Wie man sieht, 
ist 4, = 0 geworden, und A, hat einen gewissen Wert des Intervalls 
0<A,<1 angenommen. Aber fiir die Signatur (0, 3; 1,, co) ist das 
Fundamentaltheorem oben bereits bewiesen worden. Die Seite ¢; = 0 des 
t-Quadrates ist eindeutig stetig auf die Seite 4, = 0 des A-Quadrates be- 
zogen, und zwar so, dai dem Endpunkte ¢,=0O der Endpunkt 4, = 0 
zugehért, dem Endpunkte ¢,=1 aber der Endpunkt 4,=1. In genau 























*) Die Grenzfille 2, = 0 und 1, =1, welche sogleich ausfiihrlich zu betrachten 
sind, gelten zuniichst als ausgeschlossen. 
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derselben Weise findet man, daB sich die Seite 4, = des ¢-Quadrates 
auf die Seite A, = 0, welche ihr im anderen Quadrate homolog ist, 
iibertrigt. 

Man wird diese Betrachtung leicht fiir die dritte und vierte Seite 
des Quadrates der ¢-Ebene weiterfiihren. Den Ubergang zur Seite ¢, = 1 
vollzogen wir durch Zusammenschieben von ¢, und ¢,; es entsprang ein 
Kontinuum hyperbolischer Diedergruppen. Man gelangt zu 4, = 1. Das 
Fundamentaltheorem fiir dieses Kontinuum ist zwar oben nicht erwihnt, 
jedoch geht die Richtigkeit desselben bereits aus der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen hervor. Die durch ¢, = 1 dargestellte Seite des 
Quadrates der ¢-Ebene iibertriigt sich eindeutig stetig auf die homologe 
Seite des A-Quadrates. Die gleiche Beziehung stellt man auf dieselbe 
Weise fiir die Seiten 4, = 1 und 4, = 1 fest. 

An der Ecke 4, =1, 4, = 1 wird man analoge Verhiiltnisse erwarten, 
wie bei #, = 1,4—1. Im der Tat findet auch bei den algebraischen 
Gebilden hier kein kontinuierlicher ZusammenschluB statt, falls man sich 
der fraglichen Ecke einmal lings der Seite ¢, = 1, sodann lings ¢, = 1 
annihert. Um sogleich zu einem anschaulichen Bilde zu gelangen, wie es 
der Fig. 13 entspricht, fiihren wir das dritte Doppelverhiiltnis: 

€; — 2) (es — @;) 
ee sos 
ein. Alsdann gilt: 
i. = Eten 
$44, —1? 
so daB 4, im allgemeinen eindeutig in 4, und A, ist. Nur an der frag- 
lichen Stelle 4, = 1, A, = 1 ist A, stetig 

4, Axe vieldeutig und nimmt, falls wir uns dieser 
Ecke aus dem Innern des Quadrates in 
bestimmter Richtung annihern, einen ge- 
wissen zwischen 0 und 1 gelegenen 
Grenzwert an. Deuten wir /, als dritte 
Koordinate, so liefert die Relation: 

ey oe weer eS ee 
eine Fliiche dritter Ordnung, aif welcher 
das in Fig. 15 gezeichnete windschiefe 
geradlinige Fiinfeck gelegen ist. Das in dieses Fiinfeck eingespannte 
Stiick der Fliche tritt jetzt an die Stelle des 4-Quadrates. 

Die tiber dem Punkte 24, =A, =1 stehende Seite des Fiinfecks ist 
nun eindeutig stetig auf die homologe Seite des Fiinfecks im Kaume der 
t bezogen. Zum Beweise dessen brauchen wir nicht auf ein vorauf- 
gehendes Fundamentaltheorem zuriickzugehen, vielmehr geniigt hier das 








o TD) >A-Axe 


Fig. 15. 
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Existenztheorem der automorphen Funktionen. Die fragliche Seite des 
t-Fiinfecks kénnen wir entweder in der oben (pag. 461 u. f.) befolgten Weise 
oder auch (was projektiv auf dasselbe hinauskommt) im AnschluB® an 
Fig. 10 dadurch beschreiben, daB wir die Verschwindungsstelle des Kreises 
é,é, liber das Segment «,¢, der reellen £-Axe hinfiihren, wihrend tibrigens 
die Symmetriekreise des Polygons fest bleiben. Der bei diesem ProzeB 
festbleibende Grenzfall der elliptischen Diedergruppe (0, 3; 2, 2, 1,) gibt 
als Abbild des Polygons eine mit ¢,, ¢,, e¢, signierte z-Ebene, wobei die 
Strecke e,e, eindeutig stetig auf das Segment ¢,¢, bezogen ist. Beschreibt 
somit die Verschwindungsstelle von «,¢, dieses Segment, so beschreibt 
die Koinzidenzstelle der Punkte e, und e, die von e, bis e, reichende Strecke 
der reellen z-Achse, d. h. aber 4, wandert lings der fraglichen Fiinfecks- 
seite von 1 bis 0. 

Um die gewonnenen Priimissen fiir den Kontinuitiitsbeweis zusammen- 
zufassen, so gilt folgendes: Jedem Punkte im Innern oder auf dem Rande 
des fiinfeckigen Bereiches im ¢-Raume entspricht eindeutig ein Punkt des 
Bereiches im 4-Raume, der sich iiberall (d. i. auch uater Kinschlu8 des 
Randes) stetig aindert, falls der Punkt / selbst eine stetige Anderung er- 
fahrt. Diese Beziehung ist umgekehrt héchstens eindeutig, d. h. keinem 
Punkte 2 kénnen zwei verschiedene Punkte ¢ entsprechen. Im speziellen 
ist die Beziehung eine solche, daB der Rand des t-Fiinfecks eineindeutig 
stetig auf den des i-Fiinfecks bezogen ist, wobei homologe Seiten und Ecken 
der Fiinfecke einander korrespondieren. 

Man denke sich nun den Rand des ¢-Fiinfecks kontinuierlich in das 
Innere desselben hineingezogen und lasse denselben schlieflich zu einem 


1 
Punkte zusammenschrumpfen, etwa zu dem Punkte ¢, =, =¢; = -,, welcher 


dem Bereiche angehért. Dieser ProzeB soll derart geschehen, daf jeder 


Punkt des Bereiches (abgesehen natiirlich von dem Punkte 4, =¢,=%,= . 


selbst) einmal und nur einmal von der sich zusammenziehenden Kurve 
iiberstrichen wird. Da der Bereich das Stiick einer Fliiche zweiten Grades 
darstellt, so hat es keine Schwierigkeit, die gegebene Vorschrift auf die 
eine oder andere Weise zu erfiillen. Wir gelangen zu einer den Bereich 
bedeckenden Kurvenschar, welche dargestellt sei durch: 
T(t, ty, t33 ©) = 0. 

Hierbei sei o ein Parameter, der zur Gewinnung unserer Kurvexschar das 
Intervall von 0 bis 1 beschreiben mége. Durch den einzelnen Punkt des 
Bereiches liuft eine und nur eine Kurve der Schar hindurch, ihm ge- 
hért also ein und nur ein Wert o an. Dem Fiinfeckrande gehére 


6 =O zu, dem Punkte 4, = 4, = 4, = : aber 6 = 1. 
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Man betrachte nun das Abbild dieser Kurvenschar auf dem 4-Fiinf- 
ecke. Wir gewinnen daselbst eine entsprechende Schar, welche darge- 
stellt sei durch: 

N(Ay, dg, 433 6) = 0. 
Fiir 6 = 0 erhalten wir den Rand des 4-Bereiches, fiir 6 = 1 denjenigen 
inneren Punkt, welcher dem Punkte ¢, = t, = t, = = eindeutig zugeordnet 


ist. Sind 6, und 6, zwei verschiedene Werte des Parameters, so kénnen 
die beiden zugehérigen 4-Kurven einander weder schneiden noch beriihren. 
Jedem gemeinsamen Punkte beider Kurven wiirden nimlich notwendig 
zwei getrennte Punkte des ¢-Bereiches entsprechen; das aber wiirde dem 
Unititssatze widersprechen. 

Man hat nun folgende Alternative: Entweder bedecken die 4-Kurven 
den fraglichen Bereich iiberall dicht, oder man kann mindestens einen 
Bereich B von endlicher Flichenausdehnung im Innern unseres 4-Bereiches 
nachweisen, durch welchen iiberall keine 4-Kurve hindurchzieht. Zur 
Erleichterung der Ausdrucksweise bei der weiterfolgenden Uberlegung 
projiziere man B auf die 4, 4,-Ebene, wo man als Projektion den gleich- 
falls endlich ausgedehnten Bereich B, erhalte. Innerhalb B, denke man 
einen Kreis K gezeichnet, dessen Durchmesser 6 als eine bestimmte von 
0 verschiedene Zahl angenommen werden kann. 

Die einzelne A-Kurve ist nun, wie ihr Original, eine einfach ge- 
schlossene, von Spaltungsstellen iiberall freie Kurve. Von jeder vor- 
gelegten 4-Kurve muB man demgemiB in eindeutig bestimmter Weise 
die Frage beantworten kénnen, ob sie den frei bleibenden Bereich B 
umschlieBt oder nicht. In bekannter SchluBweise gewinnen wir eine be- 
stimmte ,Zahl“ 6,, so daB fiir 6< 6, die zugehérige 4-Kurve den Be- 
reich B umschlieBt, wihrend fiir jede zu 6 > 6, gehérende 4-Kurve B 
auBerhalb liegt. 

Sei nun ¢ eine kleine Zahl > 0, iiber deren Auswahl wir uns so- 
gleich noch schliissig machen. Man konstruiere dann zuniichst die beiden 
Kurven: 

T(t, &, 3 —e)=0, T(t, tb, 4; +4) =0. 

Man wolle nun diese beiden Kurven in irgend einer Weise eindeutig stetig 
aufeimander beziehen und zwar kann man dies derart ausfiihren, daB die 
Entfernung je zweier einander zugeordneten Punkte fiir lim « = 0 gleich- 
miBig gegen 0 konvergiert. Die gleiche Zuordnung der Punkte begriinde 
man fiir die korrespondierenden 4-Kurven. Da es sich beim Ubergang 
zur 4-Kurve um eine gleichmafig stetige Abbildung handelt, so kénnen 
wir ¢ so klein annehmen, daf die Entfernung zweier zugeordneten Punkte 
der 4-Kurven stets <0 ist, wo 0 die vorhin so bezeichnete Zahl ist. 
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Dies aber ist ein Widerspruch mit obiger Annahme. Denkt man 
sich nimlich, der leichteren Anschaulichkeit halber, die 4-Kurven auf die 
4,4,-Ebene projiziert, so umschlieBt zwar die zu 6,—e gehdrige den 
Kreis K, aber nicht die zu 6,+ < gehdrige. Beschreibt man die Ver- 
bindungsgeraden zugeordneter Punkte beider Kurven, so werden diese 
sich notwendig iiber den Kreis K hinwegschieben, also sicher einmal 
=> 0 werden. 

Hiernach lat sich die Annahme eines offen bleibenden Bereiches mit 
dem Stetigkeitssatze nicht vereinigen. Es ist demnach sicher, da8 durch 
jeden Punkt des A-Bereiches eine A-Kurve hindurchliuft. Das Funda- 
mentaltheorem ist damit im vorliegenden Falle bewiesen. 

Die vorstehende Uberlegung, welche in ihren Grundziigen einwurfs- 
frei sein diirfte, kann zweifellos auf Grund der scharfen Begriffe der 
Funktion, der Kurve, der Stetigkeit usw., wie sie insbesondere durch Ein- 
greifen der Mengenlehre sich herausgebildet haben, hie und da eine Priizi- 
sion erfahren. Dem gleichen Bedenken waren die Andeutungen und 
Uberlegungen unterworfen, durch welche Klein und Poincaré anfinglich 
ihre Kontinuitiitsbetrachtungen stiitzten. Im der Tat ist denn auch be- 
reits von mengentheoretischer Seite unternommen worden, dem Konti- 
nuitiitsbeweise der Fundamentaltheoreme nach der fraglichen Richtung 
hin Ergiinzung und Prizision zu verleihen. So beweist A. Schénflies*) 
auf Grund mengentheoretischer Betrachtungen den Satz, daB das um- 
kehrbar eindeutige und stetige Abbild der Fliche eines Quadrates wieder 
ein einfach zusammenhiingendes Flichenstiick ist, ein Satz, dessen An- 
wendbarkeit auf unsere hier vorliegende Untersuchung unmittelbar ein- 
leuchtet. Vereinfachte Beweise dieses Schénfliesschen Satzes haben W. F’. 
Osgood**) sowie F. Bernstein***) gegeben. 

Das Hauptziel der vorliegenden Abhandlung besteht nun nicht etwa 
darin, eine auch fiir den Standpunkt der Mengenlehre in jeder Beziehung 
abgeschlossene Darstellung des Kontinuititsbeweises zu liefern, vielmehr 
ist das vornehmliche Ziel, die Gruppenkontinua und die ihnen gegeniiber- 
stehenden Kontinua algebraischer Gebilde insoweit einer Durchforschung 
und Darstellung zu unterwerfen, da8 die Durchfiihrung einer Betrachtung, 
die ihrem Wesen nach der Mengentheorie angehért, dann keine erhebliche 
Schwierigkeit mehr finden diirfte. Bei den Kontinuis, welche im folgen- 
den zur Behandlung kommen, habe ich mich darauf beschrinkt, jeweils 
eine Betrachtung durchzufiihren, welche an der soeben (pag. 466 u. f.) ge- 
gebenen, ihr genaues Modell findet. Die Analogie wird eine so unmittel- 

*) Géttinger Nachr. 1899, Heft 3. 


**) Géttinger Nachr. 1900, Heft 1. 
***) Gottinger Nachr. 1900, Heft 1. 








R. Fricke. 


468 





bare sein, daB es nicht nétig erscheinen wird, die Einzelheiten der Uber- 
legung in jedem Falle zu wiederholen. 

Die Betrachtung der Gebilde (0, 3; /,) mége durch Ausspruch des 
Fundamentaltheorems im AnschluB an das vollstindige in Fig. 10 ge- 
zeichnete Polygon beendet werden: Es sei eine zweiblittrige Riemannsche 
Fliche iiber der 2-Ebene mit vier reellen Verzweigungspunkten e,, €s, 4) 5 
vorgelegt; dieselbe sei mit zwei iibereinander liegenden Punkten e,, e,’ der 
reellen z-Achse, denen eine beliebige ganze Zahl |, > 1 (oder 1, = co) zu- 
geordnet sei, signiert (cf. Fig. 16). Auf dieser Fliche gibt es stets eine 

















Fig. 16. Fig. 17. 


und im wesentlichen auch nur eine polymorphe Funktion § = f(z), welche 
die Fliche konform auf ein Kreisbogenpolygon des in Fig. 17 dargestellten 
Typus abbildet; an den Ecken ¢,, &,', welche den Punkten e,, e, entsprechen, 


finden die Winkel = statt, den Verzweigungspunkten e,,--- entsprechen 


1 
die Schnittpunkte ,,--- der Symmetriekreise mit der reellen §-Achse. 


Gebilde der Signatur (0, 3). 


Das Polygonkontinuum der Signatur (0, 3), welches wieder mit dem 
Gruppenkontinuum identisch ist, ist dreidimensional. Zur invarianten 
Darstellung dienen die drei Moduln j,, j,,j;, die wir indessen wieder durch: 

A —2 js — 2 _ jg — 32 
et ee Oe 
ersetzen. Die ¢,, f,, ¢, sind voneinander unabhiingig in den Intervallen 
0<4<1, 0<4&<1, O<¢,< 1 variabel. Deuten wir die ¢,, ¢,, & als 
rechtwinklige Raumkoordinaten, so ist unser Gruppenkontinuum durch 
die Punkte (¢,, 4, 4,) des durch die angegebenen Ungleichungen charak- 
terisierten Hexaeders dargestellt. 


? 
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Die typische Gestalt eines dem Innern des Kontinuums angehérenden 
Polygons ist in Fig. 18 dargestellt. Die zugehdrigen algebraischen Gebilde 
sind hyperelliptisch vom Geschlechte p= 2. Das einzelne Gebilde ge- 
stattet zwei symmetrische Umformungen in sich, deren jede drei Sym- 
metrielinien besitzt. Erweitert man durch die elliptischen Substitutionen 

































Fig. 18. Fig. 19. 


der Periode 2, deren Fixpunkte die Schnittstellen der Symmetriekreise 
mit der reellen €-Achse sind, so entspringt eine Gruppe des Geschlechtes 
p=, deren DB in Fig. 19 dargestellt ist. Die Invarianten ¢,, t,, t 
kénnen wir in leicht ersichtlicher Art den Halbkreispaaren der schraffier- 
ten Polygonhilfte zuordnen; und zwar gehére ¢, zum Paare ¢,&, &&, 
weiter ¢, zum Paare é,&, €,€,, endlich #4, zum Paare &,&,, & &&, 

Das gegeniiberstehende Kontinuum algebraischer Gebilde stellen wir 
am zweckmiBigsten wieder mittels einer Hauptfunktion z = g(§) des DB 
der Fig. 19 dar. Die schraffierte Polygonhiilfte werde auf die positive 
z-Halbebene abgebildet; die den Ecken ¢,, &,---, &, entsprechenden Werte 
2=€,, @,+-+*, @ sind dann simtlich reell, und man darf e, Ce ---<e, 
annehmen, wobei das Zutreffen der Gleichheitszeichen Grenzfille andeutet. 
Zur invarianten Darstellung ziehe man die folgenden drei Doppelverhiilt- 
nisse heran: 

ee (€, — ¢) (s — 6) _—— (5 — &) (5 — ¢3) 
. (€, — €3) (@5 « - &)? . (¢, — &5) (4g —&)’ 


1, =m — 4) (6 -- 4) 
. (€, — &) (€, — &) 


Die Werte der 4 sind auf das Intervall von 0 bis 1 eingeschriinkt. Man 
darf dem ,,.Innern“ dieses Intervalls drei Werte 4,, 4,, 4; voneinander un- 
abhingig und willkiirlich entnehmen, um auf diese Weise ein einzelnes, 
nicht an der Grenze des Kontinuums liegendes Gebilde eindeutig zu be- | 
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stimmen. Setzt man niamlich, was erlaubt ist, e, = 0, e,=1, ¢, = oo, 
so folgt: 
Oy =A, 6 =: As; 
wahrend fiir e, die Gleichung gilt: 
e,2(1 — dy) + ey (dydg + dgdg — aga, — 1) + 4,4, (1 — a.) = 0. 


Diese Gleichung hat nur eine Wurzel, die >1 ist; diese Wurzel ist e,. 
Deutet man auch die 4,, d,, 4, als rechtwinklige Raumkoordinaten, so 
liefern die Bedingungen 0< 4,< 1, O< 4, <1, QA; <1 wieder ein 
regulires Hexaeder, dessen Punkte unser Kontinuum darstellen. Dem 
Rande des Hexaeders entsprechen die Grenzgebilde mit koinzidierenden 
Punkten e. 

Die Untersuchung der Beziehung des ¢-Hexaeders auf das A- Hexaeder 
erfordert wieder ein Eingehen auf die Grenzgebilde. Fiir 4; = 0 gewinnen 
wir die Grundfliiche des ¢-Hexaeders, d. i. das Quadrat 

4A£=0, O<4<1, 0<4<1. 
Hier gelangen wir zum Kontinuum der Gebilde von der Signatur (0, 3; co), 
die bereits im vorigen Falle ihre Erledigung gefunden haben. 

Die Doppelverhiltnisse 4,, 4, sind hier gerade in derselben Bedeutung 
gebraucht wie oben, wahrend 4, = 0 zutrifft. Nach dem Fundamental- 
theorem fiir Signatur (0, 3; c0) ist das Quadrat: 

t#=-0, O<4is1, OS491 
eineindeutig stetig auf das Quadrat: 

A, = 0, 0<4, <1, 0<4<1 
bezogen, wobei homologe Seiten und Ecken einander zugeordnet sind. 
Homolog heiBen dabei die Seiten 4, = 0, 4, = 0 usw. In gleicher Weise 
findet man die Seitenflichen ¢, = 0 und 4, = 0 unserer Hexaeder aufein- 
ander bezogen, sowie drittens die Seitenfliichen 4, = 0 und 4, = 0. 

Wir wollen uns jetzt irgend einem Punkte 4%, #9, ¢; = 1 der Seiten- 
fliche 4, = 1, OS 4, <1, O< 4 <1 in der Art annihern, dab wir 1, 
festhalten und ¢, bis 1 anwachsen lassen; wir beschreiben somit im 
t-Hexaeder eine zur Grundfliche senkrecht stehende Gerade. Dieser 
Grenziibergang soll in zwei Weisen zur Ausfiihrung gelangen. Wir werden 
dabei von dem Prinzipe Gebrauch machen, daf der korrespondierende Weg 
im i-Hexaeder in beiden Fiillen ein und derselbe ist, was aus der Ein- 
deutigkeit der Abbildung des ¢-Hexaeders auf das 4-Hexaeder und dem 
Stetigkeitssatze sofort hervorgeht. 

Zur Erklarung der fraglichen Grenziibergiinge gehen wir auf Fig. 19 
zuriick und verstehen unter J)’ irgend eine hyperbolische Substitution, 
welche «, und «, zu Fixpunkten und also den Halbkreis ¢,¢, zur Bahn- 
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kurve hat; durch V mége die £-Ebene von «¢, nach ¢, hin verschoben 
werden. Lassen wir nun in Fig. 19 die Halbkreise ¢,¢, und «,¢, an Ort 
und Stelle, wihrend wir ¢,¢, durch eine beliebige Potenz V* von V 
verschieben, so behalten die Moduln ¢,, 4, ihre anfinglichen Werte 4, 40, 
wahrend sich ¢, als stetige GréBe dem Werte 1 annihert, falls sich s als 
stetige Variable dem Grenzwerte + oo niihert. Dieser erste Grenziiber- 
gang liefert Koinzidenz von ¢,, ¢,, ¢, und damit als nicht-zerfallendes 
Grenzgebilde die hyperbolische Diedergruppe der Invariante ¢, = 4. In 
der z-Ebene bewegen sich die Punkte e,, ---, e, stetig in der Art, daB 
schlieBlich e,, e,, e,; koinzidieren. Somit wird 4, = 1, A, kleidet sich in 
eine unbestimmte Gestalt, und 4, ist das Doppelverhiltnis des zur obigen 
Diedergruppe gehérenden algebraischen Gebildes. Nun gilt das Funda- 
mentaltheorem fiir das Kontinuum dieser Gruppen. Es ist somit der 
erhaltene Grenzwert 4, eine Funktion 4, =/h(t,), welche das Intervall 
0 <#t, <1 eineindeutig stetig (unter Einschlu8 der Endpunkte) auf das 
Intervall 0 <4, < 1 abbildet. Den erhaltenen Grenzwert des ersten 
Doppelverhiiltnisses bezeichnen wir durch 4, = h(#,). 

Um zu untersuchen, ob sich A, einem bestimmten Grenzwerte an- 
niihert, fiihren wir auf Grund des obengenannten Prinzips einen zweiten 
Grenziibergang aus, indem wir bei festbleibenden Kreisen «¢, und &,¢, 
den Kreis ¢,¢, durch V~* transformieren und wieder s als stetige GréBe 
der Grenze + co niihern. Das Grenzgebilde wird nun die hyperbolische 
Diedergruppe des Moduls ¢,©. Von den Doppelverhiiltnissen kleidet sich 
A, in unbestimmte Gestalt, 4, wird = 1, und 4, nimmt den Grenzwert 
A, = h(t) an, unter h(t) die eben so bezeichnete Funktion verstanden. 

Wir sind so zu dem Ergebnis gefiihrt: Die Seitenfliche t, = 1, 
O<t, <1, 0<t, <1 des t-Hexaeders ist eineindeutig stetig auf die homo- 
loge Seitenfldche 4,=1, O< a4, <1, O< A, <1 des A-Hexaeders bezogen. 
Die Abbildung hat insofern einen besonders elementaren Charakter, als sie 
durch zwei Gleichungen: 

Ay =h(t), Ay = h(t) 
darstellbar ist. Die beiden zu den Seiten des t-Quadrates parallelen Ge- 
radenscharen iibertragen sich auf die entsprechenden Geradenscharen des 
A-Quadrates. 

Genau dieselben Verhiiltnisse treffen wir bei den Seitenfliichen ¢, = 1 
und 4, =1 an. 

Man betrachte nun einen ebenen Horizontalschnitt des ¢t-Hexaeders, 
der ein durch 0 <#, <1, 0< 4 <1, t, = 4, gegebenes Quadrat darstellt. 
Auf das durch dieses Quadrat dargestellte Gruppenkontinuum lassen sich 
genau dieselben Uberlegungen anwenden, welche wir oben fiir das ein- 
zelne Kontinuum der Signatur (0, 3; /,) ausfiihrten. Dem Rande des 
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Quadrates kénnen wir ein ringférmig geschlossenes Kontinuum von Grenz- 
gebilden zuordnen, wenn wir nur an der Ecke 4, =1, 4 =1 zur Her- 
stellung der vollstiindigen Kontinuitiit die einfach unendlich vielen Rich- 
tungen aus dem Innern des Quadrates nach dem Eckpunkte unterscheiden. 
Wir kénnen alsdann fiir dieses Quadrat im speziellen den Kontinuitiits- 
beweis ausfiihren. Die den Flichen ¢4,=—1 und ¢,=1 angehérenden 
Quadratseiten iibertragen sich auf zwei Gerade in den homologen Ebenen 
4, =1 und 4,=1; und zwar sind es die Geraden 4, =/h(t,). Die beiden 
anderen Geraden iibertragen sich auf zwei den Ebenen 4, =0, 2,=0 an- 
gehérende Kurven, welche mit den beiden vorgenannten Geraden A, = h(t,) 
ein geschlossenes Viereck bilden. In dieses Viereck ist das Abbild der 
Fliche des durch ¢, = ¢, gegebenen Quadrates eingespannt, und zwar 
beweist man wie oben, daf es sich hier um eine (unter Einschlu8 der 
Riinder) eineindeutige stetige Beziehung handelt. 

Man lege jetzt durch das ¢-Hexaeder (» + 1) Horizontalschnitte in 
gleichen Abstinden hindurch; der unterste Schnitt falle mit der Grund- 
fliche ¢; = 0 zusammen, der oberste mit der gegeniiberliegenden Seiten- 
fliche 4, =0. Zugleich fiihre man das zu diesem Ebenensystem senkrecht 
stehende Geradenbiischel ein. Beide Gebilde iibertrage man auf das 
A-Hexaeder und diskutiere die entspringenden Abbildungen auf Grund 
des Unitiits- und des Stetigkeitssatzes; zum Zwecke der Anwendung des 
letzteren Satzes wird man vorschreiben, da die Zahl n beliebig groB ge- 
wihlt werden darf. Die Abbilder der Horizontalschnitte werden bei aus- 
reichend gro® gewihltem » beliebig nahe aneinander heranriicken; die 
Entfernungen zweier benachbarten Abbilder an irgend welchen Stellen 
mag man dabei mittelst der Abbilder der vertikalen Geraden messen. 
Man sieht, daB sich hier eine Betrachtung analog der beim Kontinuitiits- 
beweise fiir die Signatur (0, 3;/7,) durchfiihren li8t. Man findet, daB die 
beiden Hexaeder (unter EinschluB ihrer Oberfliichen) eineindeutig stetig 
aufeinander bezogen sind. 

Das Fundamentaltheorem fiir die Gebilde der Signatur (0,3) kénnen 
wir so formulieren: Gegeben sei eine zweibliittrige Riemannsche Flache 
mit sechs auf der reellen Achse liegenden Verzweigungspunkten ¢,, ¢, ---, é. 
Man lege einen ersten Riickkehrschnitt im bekannter Weise um e, und @, 
einen zweiten um é, und e, usw. So entspringen im ganzen sechs Riick- 
kehrschnitte, die wie die Glieder einer geschlossenen Kette ineinander- 
greifen. Man denke die Riickkehrschnitte jetzt um ihre jeweiligen Punkte e¢ 
zusammengezogen, soda der einzelne Schnitt nur noch aus zwei koinzi- 
dierenden Segmenten der reellen Achse und aus zwei dieselben verbin- 
denden unendlich kleinen Halbkreisen um die betreffenden Punkte e be- 
steht. Alsdann gilt der Satz: Auf der fraglichen Riemannschen Fiche 
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gibt es zwei und nur zwei wesentlich verschiedene polymorphe Funktionen 
£=f(2), welche die Fliche auf Hauptkreispolygone vom Typus der Fig. 18 
abbilden. Bei der einen Funktion § = f(2) gehen der erste, dritte und fiinfte 
Riickkehrschnitt in Segmente der reellen §-Achse iiber, bei der anderen aber 
der zweite, vierte und sechste. — 


Ill. Die Gebilde des Charakters p=—1, n= 1. 


Die Transformationstheorie der Polygone vom Charakter (1, 1) ist 
in A. F. I pag. 320 ff. dargestellt, die entsprechenden birationalen Trans- 
formationen der Moduln sind a. a. O. pag. 397 besprochen. Einige weitere 
vorliufige Angaben iiber die hier eintretende automorphe Modulgruppe 
und ihren DB sind in der Note ,,Uber die Theorie der automorphen 
Modulgruppen“*) gemacht. Wir miissen jetzt ausfiihrlich auf diesen DB 
eingehen und bedienen uns dabei, einem allgemeinen Prinzipe folgend, der 
Theorie der Normalpolygone. 


DB der automorphen Modulgruppe bei p=1, n=1. 


Nach A. F. I pag. 265 gibt es bei den Normalpolygonen der Gattung 
p=1, n=1 nur einen ,allgemeinen Typus“, nimlich das Zehneck der 
Fig. 20 mit einer festen Ecke e, und drei Zyklen zufalliger Ecken. Man 
bewege nun das Polygonzentrum C und halte gerade in dem Augenblicke 





Fig. 21. 


an, daB die feste Ecke e, im Begriffe steht, dem Polygon verloren zu 
gehen. Die Seiten 1 und 10 haben sich auf Punkte zusammengezogen, 
das Polygon ist zu dem Achteck der Fig. 21 mit zwei festen Ecken ¢,, ¢, 
geworden, die einen Zyklus bilden. Das Zentrum C liegt jetzt auf dem 
Mittellote der Verbindungsgeraden der beiden festen Ecken ¢,, e,. Man 
verschiebe C auf diesem Mittellote nach rechts, bis e, und e gleichzeitig 





*) Gottinger Nachrichten von 1896 Heft 2. 
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im Begriffe sind, dem Polygone verloren zu gehen. In diesem Augen- 
blicke haben sich die Seiten 6 und 9 auf Punkte zusammengezogen; das 
Polygon ist zu einem Sechseck geworden, dessen Gegenseiten einander 
zugeordnet sind (cf. Fig. 22). Die drei festen 
Ecken ¢,, @, ¢, bilden einen Zyklus, ebenso 
die drei zufilligen Ecken. 

Das gewonnene Normalsechseck liefere 
die Gruppenerzeugenden V,, V,, V,, wie 
in Fig. 22 angezeigt ist. Welche unter den 
erzeugenden Substitutionen V, sein soll, 
mége einstweilen dahingestellt bleiben; 
spiter wird dariiber zu entscheiden sein. 
Die erzeugenden Substitutionen sind verbunden durch die Relation: 


V.V,V,=1. - 


Die drei zu den festen Ecken gehérenden gleichberechtigten Substitutionen 
V., V., V.,, welche sowohl elliptisch als parabolisch als auch hyper- 
bolisch sein mégen, sind gegeben durch: 








Fig. 22. 


* = V, A Ve» ff al A V, if A _— To . V, ‘ 


Die gemeinsame Invariante j, dieser Substitutionen ist nach A. F. I pag. 360 
negativ anzunehmen. 

Jede Gruppe unserer Art ist bekanntlich eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe des Index 2 in einer Gruppe vom Charakter (0,4) und zwar 
handelt es sich hierbei um die Signatur (0, 4; 2, 2,2) fiir j, <— 2 (hyper- 
bolischer Fall) oder um die Signatur (0, 4; 2, 2, 2, oo) fiir j, = — 2 (para- 
bolischer Fall) oder endlich um (0, 4; 2,2,2,2/,) 
fiir j, > — 2 (elliptischer Fall). Einen DB 
dieser erweiterten Gruppe hat man in dem 
(in Fig. 23 schraffierten) Dreiecke ¢,, ¢, ¢. 
Das Zentrum C gehért diesem Dreiecke an. 
Die Fixpunkte der drei elliptischen Erzeugen- 
den der Periode 2 gewinnt man, indem man 
von C Lote auf die Seiten des Dreiecks faillt. 
In Fig. 23 sind diese Punkte mit e¢,’, e&’, e,' 
bezeichnet; ist j,2—2, so sind sie die 
Seitenmitten des Dreiecks. Im parabolischen Fall (j, =— 2) wiirde diese 
Bemerkung unstatthaft sein, weil die Punkte e,, ¢,,¢, im Sinne der zu- 
grundeliegenden projektiven MaSbestimmung unendlich fern sind. 

Man erkennt nun sofort im schraffierten Dreieck der Fig. 23 das 
zum Zentrum C gehérende Normalpolygon der erweiterten Gruppe. Weiter 








Fig. 23. 
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folgt: Fiir die Gruppe (0, 4) ist der Normalbereich in Gestalt des fraglichen 
Dreiecks eindeutig bestimmt. Dies folgt unmittelbar aus der Theorie der 
Normalpolygone (siehe z. B. den _,,Reziprozitiitssatz“ der Normalpolygone 
in A. F. I pag. 260). In der Tat erinnere man sich, daB man bereits die 
gesamten Normalpolygone einer vorgelegten Gruppe gewinnt, falls man 
mit dem Zentrum einen DB der Gruppe beschreibt. Liegt aber das 
Zentrum im Innern des Vierecks e,e,’Ce, der Fig. 23, so ragt das zu- 
gehérige Polygon nur an ¢,, aber an keinen weiteren mit e, aquivalenten 
Punkt heran. Ist das Zentrum auf der Geraden e,’C, aber nicht im End- 
punkt C selbst, gelegen, so ragt das Polygon an e, und e,, aber nicht 
an einen dritten mit jenen iiquivalenten Punkt heran. Durch Fortsetzung 
der Betrachtung erkennt man die Richtigkeit der Behauptung. 

Kinen DB der urspriinglichen Gruppe (1, 1) kann man auch dadurch 
gewinnen, da man das Dreieck e,e,e, etwa lings der Seite e,e, zum 
»Parallelogramm“*) ergiinzt. Letzteres wird alsdann durch die zum Fix- 
punkte ¢,’ gehérende Substitution V,, der Periode 2 in sich transformiert. 
Der Punkt C gehe hierbei iiber in C’. Fiir die einzelne Gruppe des 
Charakters (1,1) gibt es zwei und nur zwei Normalsechsecke unserer Art; 
beide sind miteinander kongruent und liefern demnach dieselben Invarianten. 
In der Tat erkennt man sofort, da& auBer C nur noch der Punkt C’ des 
Parallelogramms ein Sechseck liefert, welches letztere aber aus dem ersteren 
durch V,, hervorgeht. — 

Bei der Umkehrung der durchlaufenen Entwicklung kniipfen wir an 
ein beliebiges Dreieck e,e,e,, dessen Ecken zugleich entweder innerhalb 
oder auf oder auSerhalb der die MaSbestimmung begriindenden Ellipse 


gelegen sind. Im ersten Fall soll die Winkelsumme des Dreiecks r sein, 


wo |, eine gegebene ganze Zahl > 1 ist. Im ersten und dritten Falle 
wird ferner gefordert, daB der Mittelpunkt C des wmgeschriebenen Kreises, 
der durch das Dreieck eindeutig bestimmt ist, dem Innern des Dreiecks oder 
einer Seite desselben angehirt. Im zweiten Falle werde ein von einer Ecke 
verschiedener Punkt im Innern oder auf’ dem Rande des Dreiecks willkiirlith ® 
gewahlt und als Punkt C bezeichnet. Die Lote von C auf die Seiten 
moégen ¢,', ¢', ¢; heiBen; im ersten und dritten Falle handelt es sich um 
die Seitenmitten. Die zu ¢,’, ¢,’, ¢,’ als Fixpunkten gehdrenden elliptischen 
Substitutionen der Periode 2 seien V,,, V.,, V,,. Man erkennt ohne 
weiteres: Das so ausgestattete Dreieck ist der DB einer aus V,,, V,,., V,,, 
zu erzeugenden Gruppe vom Charakter (0, 4), und zwar haben wir im 
Dreieck das zum Punkte C als Zentrum gehorende Normalpolygon vor uns. 


*) Im Sinne der zugrundeliegenden projektiven MaBSbestimmung heiBt ,,Parallelo- 
gramm" soviel wie ,,Viereck mit gleichen Gegenseiten“. 
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Der Ubergang zum Sechseck der Untergruppe vom Charakter (1, 1) 
ist nun sofort vollzogen. Wir merken als Hauptergebnis an: Das im 
wesentlichen eindeutig bestimmte Normalsechseck einer Gruppe vom Cha- 
rakter (1,1) ist durch die Eigenschaft als charakterisiert anzusehen, dap 
das Zentrum C dem Innern oder dem Rande des Dreiecks e,e,e, angehirt. — 

Zur Darstellung der Polygonkontinua, welche bei der Gattung p = 1, 
n = 1 auftreten, dienen nach A. F. I pag. 360 die Invarianten j,, j,, j, der 
Erzeugenden V,, V,, V,*), denen wir jedoch hier sogleich die vorhin mit 
j, bezeichnete Invariante der gleichberechtigten Substitutionen V,, V., V,, 
hinzufiigen. Zwischen diesen Invarianten besteht die Relation: 


Ja + 5s’ + 5e' — Iaido =I. + 2- 
Zur Einfiihrung einer geometrischen Deutung setzen wir: 
Jathyijot l= aeryrect 
und interpretieren x, y, z,¢ als homogene Raumkoordinaten. Die an- 
gegebene Relation nimmt alsdann die Gestalt an: 


t(x? + y? + 2*) — xyz — (j,+2)P = 
Fiir den Einzelwert j, sehen wir uns hiernach auf eine bestimmte 


Flaiche dritter Ordnung F, eingeschrinkt. Was diese Werte j, angeht, 

so haben wir die dreifache Fallunterscheidung, daB entweder j, > — 2 

und dann gleich — 2 cos — ist (elliptischer Fall) oder j, = — 2 zutrifft 
1 

(parabolischer Fall) oder endlich j, < — 2 gilt (hyperbolischer Fall). 

Fiir jeden hiernach zulissigen speziellen Wert j, besitzt die zu- 
gehérige F, ein lings der Ebene ¢=0 in das Koordinatendreieck xyz =0 
eingespanntes Fliichenstiick, welches sackartig im Innern des Koordinaten- 
tetraeders hangt und einen einfach zusammenhiingenden Bereich darstellt. 
Fiir lim j, = — co ist die Flache des eben genannten sesscae selbst die 


Grenzlage der gedachten Flichenstiicke F,. Fiir j, = — 2 cos — ist dieses 


s einfach zusammenhiingende Flichenstiick F, direkt das Bild As Polygon- 
kontinuums, von dem man wei, daB es einen einfach zusammenhdngenden 
zweidimensionalen Bereich darstellt. Alle fir j,< — 2 eintretenden Fliichen- 
stiicke fillen den Raum zwischen der besonderen F;: 
t(a®? + y?+ 2*) — xyz =0 

und der Fliche des wiederholt genannten Dreiecks in der Ebene ¢ = 0 
einfach und vollstindig aus. Der so entspringende einfach zusammen- 
hiingende dreidimensionale Bereich ist wns das Gegenbild des einen im 





*) In A. F.I pag. 360 war j,=/j,, als Simultaninvariante des Paares V,, V, auf- 
gefaBt. 
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hyperbolischen Falle eintretenden Polygonkontinwums. Die Falle j, = — 2 
kann man nach Belieben als Randgebilde des letzteren Kontinuums auf- 
fassen oder auch fiir sich behandeln und alsdann als Grenzlage den ellip- 
tischen Fallen anreihen. 

DaB die einzelne F', durch die birationalen Modultransformationen 
in sich tibergefiihrt wird, wurde bereits in A. F. I pag. 397 festgestellt. 
Es gilt nun das allgemeine Prinzip, daB, wenn ein einfach zusammen- 
hangender Bereich durch eine Gruppe eineindeutiger stetiger Trans- 
formationen in sich iibergefiihrt wird, im Falle der eigentlichen Dis- 
kontinuitit der Gruppe der DB derselben als solcher gleichfalls einen 
einfach zusammenhingenden Bereich darstellt. Bei unseren zwei- bezw. 
dreidimensionalen Bereichen, welche die Polygonkontinua darstellen, muB 
nun die Gestalt der einfach zusammenhiingenden DB der Modulgruppen 
implizite in den obigen Entwicklungen iiber die Normalsechsecke ent- 
halten sein. Nur darf man hierbei nicht iibersehen, daB oben lediglich 
nur erst die Reihenfolge der Erzeugenden V,, V,, V, am Sechseck fest- 
gesetzt wurde. Dagegen ist eine zyklische Permutation derselben und 
also der Invarianten ),, j,, j, noch statthaft. 


Da auch fiir j,< — 2 diese Invariante j, gegeniiber den Modultrans- 
formationen unverindert bleibt, so kénnen wir auch im hyperbolischen 
Falle damit beginnen, den BD auf der einzelnen F zu fixieren. Man 
kniipft nun am einfachsten an das oben betrachtete Dreieck e¢,e,e, an. 
Ist dasselbe gleichseitig, resp. ist im parabolischen Falle der Punkt C der 
Héhenschnittpunkt, so hat das Dreieck den Charakter eines Normal- 
polygons. Andrerseits ist in diesem Falle 7, = j,=j, und also «= y = 2; 
dieser Punkt ist also auf der F’, jedenfalls dem gesuchten DB angehorig. 
Von dieser Anfangsstelle aus werden wir den fraglichen Bereich auf der 
F, bekommen, falls wir das Dreieck unter Festhaltung seiner Winkel- 
summe allen solchen stetigen Abanderungen 
unterwerfen, bei welchen das Zentrum C, 
wie oben vorgeschrieben, dem Dreieck er- 
halten bleibt. 

Hiernach gelangen wir an den Rand 
des zu konstruierenden Bereiches, wenn C 
auf eine der drei Seiten des Dreiecks riickt. 
Priifen wir etwa den Fall, daB C auf die Seite Fig." 24. 
€,@ riickt. Die Fig. 24, welche durch sich 
selber verstiindlich ist, deutet diesen Grenziibergang an. Man erkennt 
sofort, daB in der Grenzlage selbst die mit # und y bezeichneten Winkel 








e+y= ; geben. Fiihren wir demnach die Variable € derart ein, daf 
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der Hauptkreis die reelle €-Achse liefert, der Punkt C mit € = 7 zusammen- 
fallt und die Gerade e,’e,’ zur imaginiiren £-Achse wird, so liefert die 
Gerade e,’e,’ den Einheitskreis, und das lings e,e, zum _,,Parallelogramm“ 
ergiinzte Dreieck liefert den 
DB der Gruppe (1, 1) in 
Gestalt der Fig. 25*). 

Man hat also hier mit 
einem symmetrischen Ge- 
bilde zu tun, und insbe- 
sondere lift sich die zu- 
gehérige Gruppe (0, 4) 
durch Spiegelungen derart 
erweitern, dab die er- 
weiterte Gruppe ein von 
vier Symmetriekreisen eingegrenztes Viereck zum DB hat. Die Erzeugen 
den V,, V, der Gruppe (1,1) haben die Gestalt: 


a (Oy, ’) a *% a 

a 0, 3, ’ b Bs, &, ’ 
wie aus der Lagerung des DB in Fig. 25 direkt hervorgeht. Die In- 
varianten haben die Werte: 








Fig. 25. 


Ja = %+9,, y= 2g, Jo = day = % (% + 94); 
zwischen ihnen besteht demnach die Relation: 
Jado — 2), = 9. 
Umgekehrt folgt aus dieser Relation die hier vorliegende Gestalt des 
DB der Gruppe (1, 1). Nehmen wir nimlich, was uns freisteht, die 


¢ ) 
<l an, so folgt fiir v= ( “4 aus 


7% 


(ee, +91) (@ + Oy) = 2(@ 0% + 0,95), 
(a — 01) 0, = (@ — 0;) a. 


1) 


Substitution V, in der Gestalt (5 


jener Relation: 


Yer Os, 


Nun ist «, 2 6,, und also folgt a, = 0,. Die Gestalt von V,, sowie die 
Gleichung «, = 0, bleiben erhalten, falls man jetzt nachtriglich noch ver- 


0 
mége einer Substitution der Gestalt “ Mt transformiert. Letztere kann 


’ 


man dann so wiihlen, daB nach der Transformation die Gleichung p, = 7, 
zutrifft. Es wird demnach jedes Gebilde mit j,j, = 2j, am Rande des DB 
der automorphen Modulgruppe liegen. 


*) Als Beispiel ist in der Figur der parabolische Fall angenommen 
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Die Fille, daB C auf die zweite oder dritte Seite des Dreiecks riickt, 
behandelt man genau so. Man gelangt zu dem vorliufigen Ergebnis: 
Zur Gewinnung eines DB der automorphen Modulgruppe auf der ein- 


zelnen F,: 
t (a? +-y? +24) — eye — B(j, +2) = 0 


grenze man auf derselben einen dreieckigen Bereich ein, begrenet durch drei 
Kurven, welche auf der F durch die drei Flichen zweiten Grades Fy: 


yz—2rt=0, zx—2yt=0, ry—22t=0 


ausgeschnitten werden. 

Die hier vorliegenden geometrischen Verhiiltnisse wird man sich leicht 
klar machen; einige Andeutungen mégen geniigen. Man deute etwa hier- 
bei a, y, z als gewdhnliche rechtwinklige Koordinaten, indem man ¢ = 1 
setzt. Dann beachte man erstlich, daB die F, ginzlich im Oktanten 
2>2,y>2, 2>2 verliuft, wobei die Ebene « = 2 nur den unendlich 
fernen Punkt der Geraden y =z mit der F, gemein hat, und wobei Ent- - 
sprechendes von den Ebenen y=2, e=2 gilt. Die drei Geraden 
a=2,y=2; y¥=2,2¢=2; 2=2,2=y stehen nun auch zu den F, in 
nichster Beziehung. Diese F, sind jetzt 
hyperbolische Paraboloide; das erste von 
ihnen laiuft durch die zweite und dritte 
Gerade hindurch, das zweite durch die 
dritte und erste, das dritte durch die 
erste und zweite. 

Mit Benutzung dieser Angaben wird 
man sich den Verlauf der fraglichen 
Flaichen leicht weiter klar machen. Bei 
Ausspruch des Ergebnisses fiihren wir 
die vierte Variable und damit die pro- 
jektive Denkweise wieder ein. Die drei F, schneiden auf der F, einen drei- 
eckigen Bereich aus, dessen Eckpunkte der Ebene t=0 als Seitenmitten des 
Koordinatendreiecks x-y-2=0 angehdren. Wie in der schematisch zu verstehen- 
den Fig. 26 bereits angedeutet wurde, hat das gewonnene Dreieck die drei 
durch die Ebenen y= 2, 2=%, x=y ausgeschnittenen Kurven zu Sym- 
metrielinien. 

Diese drei Symmetrielinien zerlegen das Dreieck in sechs abwechselnd 
symmetrische und kongruente kleinere Dreiecke. Zum DB der auto- 
morphen Modulgruppe gelangen wir nun unmittelbar durch die Fest- 
setzung, daB die Invariante j, weder gréBer als j,, noch gréfer als j, sein 
soll, daB also die Ungleichungen «<y, x < z gelten sollen. Wir finden: 
Auf der F, ist das in Fig. 26 stark umrandete Doppeldreieck ein DB der 








Fig. 26. 
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automorphen Modulgruppe; die Zuordnung der Seiten des Doppeldreiecks ist 
in der Figur angegeben. 

Um daraufhin die Erzeugenden dieser Modulgruppe zu berechnen, 
bemerken wir, daB letztere offenbar durch Spiegelungen erweitert werden 
kann. Der DB der erweiterten Gruppe sei das schraffierte Dreieck des 
eben gewonnenen DB. Die Spiegelungen an den drei Seiten desselben sind: 

(S,) aiyia:t = at: yt: (cy—at):#, 

(S.) a:y:a:f =a:2:y:t, 

(S,) asofsast mysaiast. 
Um die geometrische Bedeutung von S, darzulegen, beachte man, daf 
die Tetraederecke « = y=t=0O der F angehért. Der von dieser Ecke 
an die F, gehende Tangentenkegel beriihrt, wie man leicht ausrechnet, lings 
der Symmetrielinie von S,, d. h. lings der Seite xy—2zt=—0O unseres DB. 
Auf der einen Seite dieses Kegels laufen vom Scheitelpunkte lauter Strahlen 
aus, welche die J’, in zwei weiteren, getrennt liegenden Punkten schneiden. 
Dann ist die Bedeutung von S,, dap diese Spiegelung jeweils zwei solche 
Schnittpunkte miteinander permutiert. Fiir die Spiegelungen S, und S, sind ganz 
entsprechende Bemerkungen giiltig. Ubrigens gelten vorstehende Angaben 
fiir alle F,, d. i. fiir jeden der bei uns in Betracht kommenden Werte von j,. 

Die Erzeugenden der urspriinglichen Modulgruppe berechnen sich nun so: 
(T,=8,8,), viyi:4:¢ =at: et: (a22e—yl): 8B, 
(T,=8,8;,), wiyra:t =ys2sact. 

Diese Formeln sind in Ubereinstimmung mit den beziiglichen Angaben 
in A. F. 1, wo die Transformationen der Moduln aus den Abinderungen 
des kanonischen Schnittsystems auf der 
Riemannschen Fliche berechnet wurden. 

Der ganzen hier vorliegenden auto- 
morphen Modulgruppe entspricht nun eine 
Einteilung der einzelnen Fliichenschale F,, in 
ein Netz unendlich vieler Dreiecke, welche 
diese Schale liickenlos und einfach bedecken, 
und welche gegen den Rand der Schale (das 


in der Ebene ¢ = 0 gelegene Koordinaten- 











=-0 dreieck) unendlich klein werden. Eine be- 
—_ sondere Betrachtung erfordert hierbei noch 
der Grenziibergang lim j, = — oo, wo im Grenzfalle selbst die F, zur Flache 


des dfter genannten Koordinatendreiecks geworden ist. Hinen der Grenze 
nahe gelegenen Fall kénnen wir am kiirzesten durch die (schematisch zu 
verstehende) Fig. 27 beschreiben. Die Symmetrielinien von S,, S,, S, ziehen 
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sich immer mehr an die Ecken des fraglichen Koordinatendreiecks heran. 
Im Grenzfalle selber sind vom ganzen Dreiecksnetze nur die sechs den Punkt 
x£=y=2, t=O rings umgebenden Dreiecke iibrig geblieben, welche die 
Fliche des Koordinatendreiecks bereits vollstindig fiillen; das gesamte iibrige 
Netz hat sich auf den Rand des Dreiecks zusammengezogen. 

Um jetzt fiir 7,<—2 zur Darstellung des in diesem Falle drei- 
dimensionalen Gruppenkontinuums zu gelangen, haben wir auf allen zu- 
gehérigen Schalen F, nach Mafgabe des in Fig. 26 stark umrandeten 
Doppeldreiecks den DB der automorphen Modulgruppe eingegrenzt zu 
denken. Diese kontinuierlich aufeinander folgenden Doppeldreiecke liefern 
als Gegenbild des fraglichen Gruppenkontinuums eine Hexaeder, welches 
durch drei Ebenen: 


z2—y=0, «—z=0, t=0, 
y ? ? 


zwei Flichen zweiten Grades: 
ay—2et=0, wze-—-2yt=0 
und die Fliiche dritter Ordnung: 
t(a® + y*?+ 2°) — ayz = 0 


eingegrenzt ist. Durch die Operation 7, wird die eine F, in die andere 
transformiert, durch 7’, die Ebene 2 = z in die durch y= dargestellte. — 


Gebilde der Signatur (1, 1; J,). 


Indem wir /, als ganze Zahl > 1 oder als oo gewihlt denken, wenden 
wir uns zur Spezialbetrachtung des Gruppenkontinuums der Signatur (1,1; /,), 
welches wir auf der zugehérigen F’, durch die Punkte des in Fig. 26 stark 
umrandeten Doppeldreiecks darstellen. Letzteres ragt mit einer Spitze an 
die Grenzkurve der Fliichenschale J, heran. Zur Vermeidung spiiterer 
Unterbrechungen miissen wir zuniichst feststellen, zu welchen Grenz- 
gebilden man gefiihrt wird, falls man in dem 
ebengenannten JB der automorphen Modul- 
gruppe oder auf dem Rande dieses DB an die 
fragliche Spitze herangeht. 

Zu diesem Ende setzen wir den DL der 
Gruppe zuniichst in die Gestalt eines ,,Parallelo- 
gramms“, dessen Gegenseiten durch V, und V, 
aufeinander bezogen sind (schraffierter Bereich 
der Fig. 28). Alsdann gehe man durch ,,erlaubte 
Abanderung“ zu dem stark umrandeten Bereich, 
indem man das obere Stiick des Parallelogramms lings der von e,’ aus- 
ziehenden Mittellinie abschneidet und unten anhingt. Der neue DB ist 
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Fig. 28. 
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ein Sechseck, welches als Erzeugende die beiden gleichberechtigten Sub- 
stitutionen V,, V,’ und die Substitution V,, liefert. 


a 

Der Grenziibergang zur gekennzeichneten Spitze des auf der F, ge- 
legenen Doppeldreiecks erfordert nun lim j, = 2, limj,=oo. Ein der 
Grenzlage nahegelegenes Sechseck ist in Fig. 29 darge- 
stellt. Im Grenzfalle selbst ziehen sich die beiden durch 
V, einander zugewiesenen Seiten auf Punkte der funda- 
mentalen Ellipse der projektiven MaBbestimmung zusam- 
men, die beiden gleichberechtigten Substitutionen V,, V,’ 
werden parabolisch. Das entspringende Viereck hat somit 
zwei parabolische Spitzen, sowie zwei zu einem Zyklus 
gehorende elliptische Ecken (seitlich in der Fig. 29), wobei 
die beiden an diesen Ecken liegenden Winkel (wie auch 





wu 
A 
sind. Wir haben hiernach den DB der Gruppe von der Signatur 
(0, 3; 1,, 00, 00) gewonnen: Jeder Ubergang aus dem Innern des DB der 
automorphen Modulgruppe nach der bei x = 2t= 0 gelegenen Spitze fiihrt 
als Grenzgebilde zu der Gruppe von der Signatur (0, 3; 1,, 0, 00). 


~~ & schon an den Sechsecken) einander gleich und gleich 


Unserem Gruppenkontinuum steht das Kontinuum der mit einem 
Punkte e signierten Riemannschen Flichen des Geschlechtes p = 1 gegen- 
iiber. Kine Riemannsche Fliche des Geschlechtes 1 laiBt stets eine kon- 
tinuierliche Gruppe von Transformationen in sich zu, und unter letzteren 
kann man stets solche angeben, welche eine beliebige Stelle der Fliache 
in eine beliebige andere iiberfiihren. Die Signierung einer einzelnen 
Stelle e ist demnach hier ohne Bedeutung, so daf wir mit dem Kon- 
tinuum der algebraischen Gebilde mit p = 1 
schlechthin zu operieren haben. 

Die fiir den vorliegenden Zweck geeig- 
netste Darstellung des fraglichen Kontinuums 
ist die durch die Punkte eines Doppeldreiecks 
des der Theorie der elliptischen Modulfunk- 
tionen zu Grunde liegenden Netzes der Drei- 
eck ein der w-Halbebene. Und zwar wihlen 
wir am passendsten das in Fig. 30 skizzierte 
w-0 Doppeldreieck, das wir den in Fig. 26 stark 

umrandeten DB der automorphen Modul- 
gruppe gegeniiberstellen. Diese Auswahl des Doppeldreiecks setzt voraus, 
daB den Substitutionen V,, V,, V, die folgenden Transformationen des 
dem elliptischen Gebilde angehérenden Integrals erster Gattung ent- 
sprechen: 














Fig. 30. 
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(V,.) w=u+a,, 
(V,) w=ut+ay,, 
(Vv. w=u—a, — a. 

Wir untersuchen nunmehr die Abbildung des auf der F, gelegenen 
Doppeldreiecks auf das -Doppeldreieck und beginnen mit dem Rande 
des ersteren Bereiches. Betrachten wir zuniichst die der Kurve zy —2zt=—0 
angehérende Seite des Bereiches! Die zugehérigen Gruppen-DB haben 
den in Fig. 25 dargestellten Typus, und da die hier vorliegenden Sym- 
metrien bei Abbildung auf die Ebene des Integrales w erhalten bleiben, 
so ist das in der u-Ebene gelegene Periodenparallelogramm ein Rechteck. 
Speziell entspricht der Ecke x = y, xy = 22t ein Quadrat, wihrend 
iibrigens wegen j, <j, notwendig @,| <|@,| folgt. Der Perioden- 
quotient @ ist rein imaginiir und absolut < 1; der Ecke x= y, xy = 2et 
gehért o =i zu. Dem anderen Endpunkte «= 2¢=0 gehirt das Ge- 
bilde der Signatur (0,3; 1,, co, co) zu. Es findet also Herabminderung 
des Geschlechtes auf p= 0 statt, und man hat @ = 0 erreicht. Fiir die 
beiden hier vorliegenden linearen Kontinua bildet man sofort ein spezielles 
Fundamentaltheorem durch: Die in Rede stehende Seite des DB der 
Fig. 26 ist eineindeutig stetig auf die = 7 und @ = (0 verbindende Seite 
des -Bereiches bezogen. 

Wir beschreiben zweitens die der Kurve « =y angehérende Seite 
vom Endpunkt «= y, zy = 2z2t zum anderen Endpunkt x =y=z. Er- 
giinzen wir das Dreieck der Fig. 24 lings der Seite e,e, zum Parallelo- 
gramm, so korrespondieren die Gegenseiten durch V, und V, Wegen 
Ja = J, hat man mit emem Rhombus zu tun, und da sich die Symmetrien 
desselben in der w-Ebene wiederfinden, so ist auch das Periodenparallelo- 
gramm ein Rhombus, und man findet, dab der Periodenquotient den 
absoluten Betrag 1 hat. Fiir « = y =z ist das Dreieck e¢,e,e, gleichseitig 
geworden (im parabolischen Falle ist C der Héhenschnittpunkt); hier 


stellt man leicht fest, dab a = ie geworden ist. Indem man fiir 


die beiden jetzt vorliegenden Kontinua rhombischer Gebilde unsere Kon- 

tinuititsbetrachtung durchfiihrt, findet man die durch 7 = y zu charak- 

—1 +iy3 
2 


terisierende Seite auf die @ =? und @ = verbindende, dem Ein- 


heitskreise der w-Ebene angehdrende Seite des Doppeldreiecks eineindeutig 
stetig bezogen. 

Man wird die so eingeleitete Betrachtung leicht weiterfiihren und 
demniichst wieder zu rhombischen Gebilden mit «=z und also j, =), 
gehen usw. Haben wir lings der Seite xz = 2yt die Spitze = 2¢=0 
wieder erreicht, so sind wir zum Gebilde (0,3; 1,, 00, 00) und damit 

31* 
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lings der vierten Seite des w-Doppeldreiecks zu @ = 0 zuriickgekehrt. 
Wir merken als vorliufiges Resultat an: Der Rand des DB der auto- 
morphen Modulgruppe auf der F, ist eineindeutig stetig auf den Rand des 
korrespondierenden w-Doppeldreiecks bezogen; dem Rande des ersten DB 
haben wir dabei ein ringformig geschlossenes Kontinuum von automorphen 
Gebilden zuordnen kinnen, d. h. auch am Grenzpunkte « = 2t =0 findet 
kontinuierlicher ZusammenschluB der Randgebilde statt. 

Hiermit ist der Boden geebnet, um eine Betrachtung durchzufiihren 
genau analog derjenigen von pag. 465ff. Wir iiberdecken die Flaiche des 
Doppeldreiecks der F', mit einem Systeme von geeignet gestalteten Kurven, 
wobei je zwei benachbarte Kurven einander so nahe gewihlt werden kénnen, 
als man will. Bei dem einfachen Charakter des fraglichen Bereiches hat 
die Ausfiihrung dieser Vorschrift keine Schwierigkeit. Wir bilden sodann 
dieses Kurvensystem auf das Doppeldreieck der @-Halbebene ab und 
diskutieren die Abbildung wie oben unter Benutzung des Stetigkeits- und 
des Unitiitssatzes. Das Ergebnis ist, daB beide Bereiche eineindeutig stetig 
aufeinander bezogen sind*). So vollenden wir auch im vorliegenden Falle 
den Beweis des Fundamentaltheorems: ine beliebig gegebene Riemannsche 
Fiche des Geschlechtes p=1 sei mit einem Punkte e signiert, dem cine 
ganze Zahl 1, >1 (co eingeschlossen) zugeordnet sei. Dann gibt es stets 
eine und im wesentlichen auch nur eine polymorphe Funktion § = f(z) 
auf der Fliche, welche die zerschnittene Fliiche auf ein Grenzkreispolygon 
unserer Art der Signatur (1,1; 1,) abbildet, in dem die feste Polygonecke 
der Stelle e der Fiche entspricht. — 


Gebilde der Signatur (1, 1). 


Das Gruppenkontinuum des Charakters (1, 1) ist dreidimensional; wir 
stellten dasselbe oben (pag. 481) durch die Punkte eines Hexaeders dar, 
welches durch drei ebenda angegebene Ebenen, zwei F, und eine F, be- 
grenzt war. Wir konnten das Hexaeder durch eine kontinuierliche Schar 
von Flachenstiicken F, ausfiillen, bei deren Darstellung der ,,Parameter“ 
j. von — 2 bis — co abzunehmen hat. 

Es fragt sich jetzt zuniichst, ob wir der Gesamtoberfliche des Hexa- 
eders ein iiberall geschlossenes zweidimensionales Kontinuum von Grenz- 
gebilden zuordnen kiénnen. Man betrachte erstlich eine einzelne der eben 
gemeinten /';, welche als dem Hexaeder angehérig ein Doppeldreieck triigt. 
Auf letzteres kénnen wir Schritt fiir Schritt die Betrachtung itbertragen, 


*) Wie aus der oben beschriebenen Zuordnung der Berandungen hervorgeht, 
handelt es sich hier um eine Abbildung, bei welcher der Drehungssinn der Winkel 
invertiert erscheint. 
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welche wir im vorigen Falle (1,1; /,) fiir die entsprechenden Doppeldrei- 
ecke ausfiihrten. Dem Rande des Doppeldreiecks gehért ein Kontinuum von 
Grenzgebilden zu, welches selbst im Grenzpunkte « = 2¢ = 0 geschlossen 
erscheint. An dieser Stelle haben wir mit dem Gebilde (0,3; co, co) der 
Invariante j, zu tun. 

Andern wir j, stetig, so reihen sich die gewonnenen Grenzgebilde 
stetig aneinander an. Das gewiinschte Kontinuum der Grenzgebilde wiirde 
damit fiir die das Hexaeder berandende F;, fiir die beiden F,, sowie fiir 
zwei unter den Ebenen bereits gewonnen sein. Nur tritt, was man be- 
achten wolle, die Besonderheit ein, dab dem Punkte = 0, y=2, t=0 
bereits jetzt ein ganzes Kontinuum von Grenzgebilden zugehért, nimlich 
jene Gruppen (0,3; co, co) mit alle in Betracht kommenden Werten j,. 
Wir scheiden die einzelne Gruppe aus, indem wir vorschreiben, lings 
welcher F, wir uns jener Stelle annihern. Alle diese F, beriihren dabei 
die Ebene x = 2¢. 

Nihern wir uns jetzt einem Punkte der Ebene ¢=0, der jedoch 
nicht der Kante « = 0, £=0 angehéren soll, so werden j,, j,, j, gleich- 
zeitig unendlich groB. Im der £-Ebene kénnen wir die DB unserer 
Gruppen, falls nicht 
je=—2 autrifft, stets 
in die durch Fig. 31 
dargestellte Gestalt 
setzen. Den Grenz- 
iibergang 
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lim j, == ©, 
lim 7, = co 
kann man dann so 
einrichten, dab gleich- 
zeitig alle vier Randkreise dieses J)B sich auf Punkte zusammenziehen. 
Der bezeichnete Grenziibergang zu einem Punkte der Ebene ¢ = 0 fiihrt 
zu einem nicht zerfallenden Grenzgebilde, dem die denkbar einfachste, 

nimlich nur aus der Identitaét 1 bestehende, Gruppe zugrunde liegt. 

Wir haben jetzt allerdings allen Randpunkten des Hexaeders Grenz- 
gebilde zugeordnet; indessen zeigt sich, daB lings der Kante x =0, t=0 
des Hexaeders keine Kontinuitit stattfindet. Zur naheren Untersuchung 
der hier eintretenden Verhiltnisse greifen wir zunachst einen Punkt y,, 2 
im ,.nnern“ derjenigen Hilfte der fraglichen Kante auf, welche durch 
Y) < 2 charakterisiert ist. Dann gilt: 


Fig. 31. 


2s, ww 
== J > 2. 
¥ Ja 


0 








486 R. Fricke. 


Fiir die Anniherung an den in Rede stehenden Punkt schreiben wir nun 


die geradlinige Bahn: 
r=jO-t, yj —2e 
vor, welche die Gleichung wy = 2zt befriedigt und also derjenigen das 


Hexaeder berandenden F, angehért, welche mit der Ebene ¢=0 die vorhin 
gewahlte Hilfte der Kante z= 0, ¢=0 gemein hat. Liings jener gerad- 


linigen Bahn ist nun . = j, konstant gleich j®, und man hat insgesamt: 


— 
7, hes aes: 


Ja — 
Beim Grenziibergang zum Kantenpunkte selbst wird lim ¢=0, also hat 
man bei konstantem j, = j, limj,= co. Als Grenzgebilde entspricht 
(ef. Fig. 31) die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariante j‘. Nahert 
man sich dem gleichen Kantenpunkte in der Ebene ¢= 0 an, so kommt, 
wie oben gezeigt wurde, das Grenzgebilde, dessen Gruppe aus der Identiat 
allein besteht. 

Um nun die Kontinuitiit zwischen diesen beiden Grenzfiillen herzustellen, 
haben wir zwischen den beiden Richtungen, welche eben benutzt wurden, 
etwa in der Ebene y- j°) = 22 die gesamten, dem Hexaeder angehérenden 
Anniiherungsrichtungen an den markierten Kantenpunkt einzuschalten. 
Um die einzelne dieser Richtungen auszuzeichnen, setzen wir j, gleich 
irgend einem positiven Werte > j® und beschreiben die Gerade: 

G—jart, yj = 2s. 
Nun entspringt die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariante j,. Ver- 
mége der Grenziibergiinge lim j, = j und limj,= oo stellen wir nun 
in der Tat den kontinuierlichen Zusammenhang zwischen den beiden oben 
gewonnenen Grenzfillen her. 

Fiir die Hexaederecke «=0, y=0, (=O findet man gleichfalls 
volle Kontinuitaét der Grenzgebilde. Hier tangiert nimlich die durch 
xy = 2zt gegebene Seitenfliiche des Hexaeders die Ebene ¢= 0. Jede An- 
naherung an diese Kcke liefert somit als Grenzgebilde die aus der Identitit 
allein bestehende Gruppe. 

Fiir die andere Hilfte der Kante x = 0, t= 0, fiir welche y>z zm- 
trifft, sowie fiir die Ecke x=0, t=0, 2=0 gelten analoge Ausfiihrungen. 
Eine besondere Bemerkung erfordert nun noch der Punkt x =0, y =z, 


¢=0. Niahern wir uns diesem Punkte etwa in der Ebene y = z in einer 
Bahn an, bei welcher 


lim = =j,>2 


ist, so durchschreiten wir sémtliche F, mit denen wir das Hexader aus- 
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fiillten, und gewinnen die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariante j, . 
Die Invariante j, ist fiir diese Gruppen durchweg gleich — co. Bei den- 
jenigen Bahnen nach dem fraglichen Punkte, welche tangential zur Ebene 
« = 2¢ einmiinden, hat man noch weiter zu unterscheiden, in welcher F, 
sie verlaufen, oder (was auf dasselbe hinausliiuft) welches der Grenzwert 
des Kriimmungsradius ist. Dem hier in Betracht kommenden linearen 
Kontinuum dieser Grenzwerte entsprechen die oben schon genannten 
Gruppen (0, 3; 00, co), an welche sich fiir limj,=— oo die an der 
fraglichen. Stelle schon gefundenen zyklischen hyperbolischen Gruppen 
ohne Unterbrechung der Kontinuitiit anschlieBen. 

Indem wir zusammenfassen, haben wir folgendes Ergebnis auszu- 
sprechen: Der Oberfldche des hexaedrischen DB der automorphen Modul- 
gruppe haben wir ein tiberall geschlossenes Kontinuum von Grenzgebilden 
zugeordnet, wobet im allgemeinen dem einzelnen Punkte der Oberfliche auch 
nur ein Gebilde zugehdrt. Nur entspricht dem einzelnen Punkte der Kante 
x=0, t=0 stets ein ganzes Kontinuwm von einfach unendlich vielen 
Gebilden, abgesehen von den beiden Ecken y=0O und z=0. Das einzelne 
Gebilde jedes solchen Kontinuums bestimmt man durch die SchluBrichtung 
der nach jenem Kantenpunkte zuriickgelegten Bahn, bezw. bei den an dem 
Punkte « =0, y=2, t=0 tangential gegen die Ebene «= 2t einmiin- 
denden Bahnen durch den SchluBwert des Kriimmungsradius. 

Die Gruppen des betrachteten Kontinuums liefern algebraische Ge- 
bilde des Geschlechtes p = 2, die orthosymmetrisch sind. Zur Gewinnung 
einer zweiwertigen Funktion z= (£) 
erweitere man im LKinzelfalle die 
Gruppe, wie oben ausfiihrlich beschrie- 
ben wurde, zu einer Gruppe der Sig- 
natur (0,3; 2, 2,2), indem man aus 
dem Normalsechseck das Dreieck e, ¢, 
ausschneidet und die Seitenmitten 
Cy’, @,@; zu Fixpunkten elliptischer 
Substitutionen V,,,, V,,, V,,, der Periode 
2 macht. In ihnen stellen sich dann 
die Erzeugenden der urspriinglichen 
Gruppe wie folgt dar: 


Fs = Ve ‘ Vas V, — Vi. Vows 
Ve.= Ve . Vi Fig. 32. 








Bei Fortgang zur €-Ebene gehen die hyperbolischen Ecken ¢,, ¢,, e, 
des Dreiecks verloren. Der DB der Gruppe von der Signatur (0, 3; 2, 2, 2) 
hat die in Fig. 32 dargestellte Gestalt. Die Hauptfunktion z= (§) kénnen 
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wir so einfiihren, daB sie den schraffierten Teil des eben angegebenen 
DB auf die positive z-Halbebene abbildet, den freien Teil auf die nega- 
tive Halbebene. Die den Fixpunkten e,’,---,¢,” entsprechenden Stellen z 
mégen die gleichen Bezeichnungen tragen. Um alsdann zu dem alge- 
braischen Gebilde zu gelangen, das der urspriinglichen Gruppe zugehért, 
haben wir die z-Ebene doppelt zu iiberdecken und an den paarweise einan- 
der beziiglich der reellen z-Achse symmetrisch liegenden Punkten ¢,’, ¢,”; 
Cy’, €:"; €3,@;" Verzweigungen beider Blitter anzubringen. 

Das gewonnene algebraische Gebilde kénnen wir offenbar durch das 
der positiven z-Halbebene angehérende Tripel der Punkte e,’, ¢,', ¢,' voll- 
staindig und eindeutig charakterisieren. Man beachte andrerseits, daB die 
Auswahl von z noch die Willkiir offen la8t, daB wir durch eine beliebige 
reelle Substitution: 


(oe mit ad—be>0 
transformieren diirfen. Alle Punktetripel, welche aus ¢,’, ¢', e;’ durch 
solche Transformationen hervorgehen, stellen ein und dasselbe Gebilde dar 
und sollen demnach als nicht wesentlich verschieden gelten. 

Um jetzt zum Kontinuum algebraischer Gebilde, welches unserem 
Gruppenkontinuum gegeniibersteht, zu gelangen, miissen wir alle im an- 
gegebenen Sinne wesentlich verschiedenen Punktetripel zusammenfassen. 
Zur invarianten Darstellung des Kontinuums eignen sich hier Doppel- 
verhiiltnisse nicht recht; vielmehr dienen wir den vorliegenden Zwecken 
mehr, wenn wir auf die z-Halbebene dieselbe hyperbolische Mafbestimmung 
wie auf die £-Halbebene beziehen, das Kreisbogendreieck der Ecken e,', €', es 
einfiihren und auf dieses die in A. F. I, pag. 348ff. entwickelte invariante 
Darstellung anwenden. Von den a. a. O. angegebenen Bedingungen kommt 
hier natiirlich die in Fortfall, daB die Winkel des Dreiecks aliquote Teile 
von a sein sollen. Die Winkel kénnen hier vielmehr irgend welche 
GréBen zwischen 0 und a haben, die Grenzen selbst eingeschlossen; nur 
muB natiirlich die Winkelsumme < 7z sein. 

Nach Vorschrift der a. a. O. gegebenen Regeln stellen wir nunmehr 
unser Dreieck und damit unser Kontinuum algebraischer Gebilde durch 
drei Invarianten j,, j,,j; dar, fiir welche wir zuvérderst folgende Be- 
dingungen anzumerken haben: 


hi” + Ja” + Js" + jrjods = 4, 
—2Sj,S+2, —25j,5+2, —25)j,5+2. 


Um ein anschauliches Bild des fraglichen Kontinuums zu gewinnen, deuten 
wir die j,, Js, jg als rechtwinklige Koordinaten und untersuchen den durch 
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die vorstehenden Ungleichungen charakterisierten Bereich. Letzterer ist das 
durch Fig. 33 dargestellte Tetraeder, welches von drei ebenen, geradlinig 
begrenzten Dreiecken und einem Stiick der durch: 


j* + je + j,* + jiJdeds =4 


dargestellte F', eingeschlossen wird. Dieses Tetraeder hat die drei Ebenen 


je =Js> Js =Jry Jy =Jg 7 Symmetrieebenen und geht in sich selbst tiber, 
wenn man es um die Achse 























ji =Je =Ja Vurch den Winkel G tee wt (-2,2,2) 
*™ dreht. Je drei hierbei in- ae 
3 _— ING0,2) f 
einander itbergehende Punkte (2-22) ——~ aa 1X / 
stellen dasselbe algebraische Ge- | 
bilde dar. Wir kommen hier 
zu analogen Verhiltnissen, wie os sn 
oben bei der Darstellung des \ —_— 
Gruppenkontinuums. Um jedes (200) 
algebraische Gebilde nur einmal Lv 
darzustellen, miissen wir uns — 
’ 
auf ein Drittel des Tetraeders 





beschriinken. Die nihere Unter- 

suchung zeigt, daB den oben oes 
getroffenen Festsetzungen j, </j,, — 

ja <j, die folgende Forderung parallel geht: 


ji Jay Ss: 
Das entsprechende Drittel des Tetraeders ist dasjenige kleinere Tetraeder, 
dessen Kanten in Fig. 33 stark markiert sind. 

Bei der Untersuchung der Beziehung dieses Tetraeders auf den DB 
der automorphen Modulgruppe stellen sich nun Umstindlichkeiten ein, 
die man am besten dadurch tiberwindet, daB man den Raum der ),, jo, Js 
vorab einer bestimmten Transformation unterwirft. Letztere ist den 
Rechnungen entnommen, welche sich beim Stndium der fraglichen Be- 
ziehung darboten; sie ist gegeben durch: 


-_ 2s + 23s ow 23 + 2), w= 21 + 2s . 


u os —s —s 
Jods +4’ Jsdi +4? Jide +4 


Deuten wir auch die uw, v, w als rechtwinklige Koordinaten, so handelt es 
sich, wie man leicht erkennt, hier um eine 1-2-deutige Beziehung beider 
Riiume aufeinander; und zwar entsprechen dem einzelnen Punkte (u, v, w) 


. . eo 4 4 4 
immer zwei Punkte (j,, jp, js) und G» 3’ z) : 
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Die Funktionaldeterminante der w(j,, jo, j,), °- + ist, abgesehen von 
einem numerischen Faktor: 
4—-J,)4@—i2)4—Js*) 
(Sas + 4)? is Ji + 4)* (i: Je + 4)° 
Dieselbe verschwindet lings der drei ebenen Seitenfliichen des Tetraeders. 
Letztere, ebenso wie die Tetraederecken, erfordern demnach eine besondere 
Untersuchung. Dem ,.nnern“ des Tetraeders kann von zwei Punkten 
ee 4 4 4 - : - “28 
(j,> Sos Sa)» (| zy ;) héchstens einer angehéren. Fiir das ,,.[nnere“ des 
71 J2 8 


Tetraeders und den entsprechenden Bereich im Raume der wu, v, w ist 
somit die angegebene Beziehung eine umkehrbar eindeutige. 
Wir wenden uns zur Untersuchung der ebenen Seitenfliichen des 
Tetraeders und betrachten als Beispiel j, = 2; die Fliche besteht aus 
dem in Fig. 34 stark umrandeten 
Jz Axe Dreieck. Fiir j, = 2 findet man nun 
tl pa u=v=1, so daB sich alle Punkte 
der Dreiecksfliiche auf die Gerade 
u—=v=1 iibertragen. Des niiheren 
hat man: 














| (20,2) — W( jy Je + 4) = 2, + Je. 
\| “4~47e Past man hier w als Parameter, der 
>? 
alle Werte von 0 bis 1 durchlaufen 
soll, und deutet j,, j. als Koordinaten 
in der Ebene j, = 2, so gewinnt man 
(2,-2,2) 


eine Schar von Hyperbeln, welche 
die Flaiche des Dreiecks in der in 
Fig. 34 skizzierten Art bedecken. Die Punkte des einzelnen solchen 
Hyperbelstiicks ziehen sich vermége unserer Transformation auf den 
einen Punkt w=v=1, w zusammen, wo w der zugehdrige Wert des 
Parameters ist. Die ganze Dreiecksfliiche bildet sich solchergestalt auf 
das von w=0O bis w=1 reichende Stiick der Geraden wu =v =1 ab; 
die Hypotenuse des Dreiecks liefert den Punkt w = 0, die beiden Katheten 
ziehen sich auf den Punkt w= 1 zusammen. 

Ganz analoge Bemerkungen gelten natiirlich von den beiden anderen 
ebenen Seitenflichen des j-Tetraeders. 

Man nihere sich jetzt der Ecke (2, 2, —2) des Tetraeders an. Hier 
ist w=1, wahrend uw und vp stetig vieldeutig werden. Um die Art 
dieser Vieldeutigkeit darzulegen, denken wir von der fraglichen Ecke 
aus Wegdifferentiale beschrieben und untersuchen die Grenzwerte w, », 
welche dem einzelnen Wegdifferentiale entsprechen. Zuerst untersuchen 


Fig. 34. 
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wir die Differentiale, welche den drei aus der fraglichen Ecke zusammen- 
laufenden Seitenfliichen des Tetraeders angehéren. Wir beginnen mit der 
Ebene j, = 2, reihen daran j, = 2 und dann die F,; d. h. wir durch- 
laufen die Differentiale, wie es die drei Pfeile der Fig. 35 vorschreiben. 


G40) 




















u=v=w-0 
Fig. 36. Fig 36. 

Diesen drei Scharen von Wegdifferentialen entsprechen in der Ebene 
w=1 die drei in Fig. 36 mit den Nummern 1, 2 und 3 versehenen 
Linien, und die zugefiigten Pfeile entsprechen denen in Fig. 35. Das 
Auftreten der beiden mit 1 und 2 bezeichneten Geraden ist aus den bis- 
herigen Entwicklungen bereits evident. Die Linie 3, welche den auf der F;: 


ji? + Ja” + js” + jrdods — 4 = 0 
gelegenen Differentialen entspricht, ist ein Stiick einer gewissen Kurve 
vierter Ordnung C,. Wenn wir niamlich die Koordinaten der Endpunkte 
jener Differentiale 2 + dj,, 2+ dj,, —2+ dj, nennen, so folgt aus der 
Gleichung der F',, welche in der fraglichen Ecke einen Knotenpunkt auf- 
weist, nach leichter Rechnung: 


(dj, + djy + djs)? — 4dj, - dj, = 0. 
Nun entspricht dem Punkte (2+d)j,, 2+dj,, —2+d),) im Raume der 
u,v, w der Punkt: 
digtdh 4, _ din tdi 


dj, — dj,’ aoe Os 


“= 


woraus sich umgekehrt ergibt: 
dj, : dj: Us = (ut+1) (v—1): (w—1) (0-1): (+1) (+1). 


Die Eintragung dieser Werte in die zwischen den Differentialen bestehende 
Relation ergibt als Gleichung der C,: 


5u®v® + Guo(u+v) + 5(w?+ v7) — dun — 2u — 20—3 =0. 
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Die hierdurch dargestellte Kurve verliiuft ganz im Bereiche 
—l<u<+l1, —l<v<+l 
und hat die in Fig. 37 dargestellte Gestalt. Der stiirker ausgezogene 
Teil der Kurve kommt bei der Abbildung unserer Tetraederecke zur Be- 
nutzung. Indem man sich der in Rede stehenden Ecke jetzt in allen 
Richtungen vom Tetraeder aus anniihert, findet man als Abbild der Ecke 
den in Fig. 36 schraffierten der Ebene w=1 angehérigen dreieckigen Bereich. 
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Fig. 37. Fig. 38. 


Fiir die beiden Ecken (2, —2,2) und (— 2, 2,2) kommt man selbst- 
verstandlich zu ganz analogen Ergebnissen. Die Abbilder der drei Ecken 
sind in Fig. 38 zusammengestellt; es handelt sich um die drei, in den 
Ebenen u = 1, v = 1, w= 1 gelegenen schraffierten dreieckigen Bereiche, 
welche von je zwei Geraden und je einer Kurve vierter Ordnung begrenzt 
sind. Die oben in der Ebene w = 1 speziell betrachtete Kurve ist in der 
Figur durch C,” bezeichnet. 

Es restiert die Abbildung des Flichenstiickes dritter Ordnung, welches 
das j-Tetraeder, neben den vier ebenen Dreiecken, berandet. Die Glei- 
chung des Abbildes im Raume der w, v, w gewinnt man durch Elimination 
von j,, Je, Jz; aus den vier Gleichungen: 
2J2 + 2s 2Js + 2d, + 2s 
Jods +4’ Ishi $4’ Jidz +4 ’ 

je +5? + Js" + ji Jods —4=0. 
Die etwas umstiindliche Rechnung liefert als Resultat: 


{ (wow—u—v—w)?+2(u+1) (v+1) (w+1) (uv+uw+ovw—1) 
— 4(uv+uw+ow)— 8uvw}*=4{(u4+1)(v+1)(w4+1)} 
- (1—w) (1—v) (1—w). 


“= => w= 
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Fiir w = 1 wird die rechte Seite dieser Gleichung 0, die linke aber liefert 
das Quadrat der linken Seite der oben fiir die C,” ausgerechneten Glei- 
chung. Die im Raume der uw, v, w gewonnene F,, beriihrt die drei 
Ebenen wu = 1, v = 1, w= 1 lings der Kurven C,, C,', C,”. Ein in diese 
drei Kurven eingespanntes Stiick der FF, gewinnen wir als gesuchtes 
Abbild des Flichenstiicks F;. 

Endlich beachte man noch, daB die Symmetrieebenen j, = j,, jp = Js, 
Js =Jj, Sich bezw. iibertragen auf die Ebenen u=v, v=w, w=u, welche 
gleichfalls den Charakter von Symmetrieebenen bekommen. Auch iiber- 
lege man noch, wie sich die vorhin schon besprochene Ungleichung 
Ji Jey Jr SJ aut die u, v, w iibertriigt. Wir finden als SchluBergebnis: 

Das j-Tetraeder iibertrigt sich auf ein Tetraeder im Rawme der u, v, w; 
und zwar liefert die Seite I’, des ersten Tetraeders die Seite F',, des zweiten, 
die Ecken (2,2, —2), (2,—2,2) und (—2, 2, 2) des j-Tetraeders gehen in 
die drei ebenen Seitenfliichen des neuen Tetraeders diber, die drei ebenen 
Seitenflichen des j-Tetraeders ergeben die drei geradlinigen Kanten des 
zweiten Tetraeders, endlich ziehen sich die drei in der Ecke (2, 2,2) zusam- 
menlaufenden Kanten auf die Ecke u=v=w=1 zusammen. Fiir die 
Darstellung unseres Kontinuums algebraischer Gebilde aber gilt: Wir 
stellen das fragliche Kontinuuwm gerade erschipfend dar, indem wir aus 
dem gewonnenen Bereiche dasjenige, ein Pentaeder bildende, Drittel aus- 
sondern, welches den Ungleichungen u < v, u < w entspricht. 

Wir haben nunmehr die Abbildung des hexaedrischen DB der auto- 
morphen Modulgruppe auf das eben zuletzt gewonnene, den Ungleichungen 
u <v, « <w entsprechende Pentaeder niher zu untersuchen und beginnen 
in tiblicher Weise mit der Betrachtung der Oberfliichen beider Bereiche. 

In dieser Hinsicht konstatieren wir zuniichst, daB die Seitenfliche F, 
des Hexaeders auf die F,, des Pentaeders eineindeutig stetig bezogen ist. 
Dies ergibt sich unmittelbar aus dem oben bereits bewiesenen Funda- 
mentaltheoreme fiir die Gebilde der Signatur (1,1; co). Zu bemerken 
ist hierbei nur, daB das Kreisbogendreieck e,'e,'e,) der positiven z-Halb- 
ebene, welches uns die Grundlage fiir die invariante Darstellung des 
Kontinuums der algebraischen Gebilde abgab, bei der oben vorgeschriebenen 
Auswahl der Hauptfunktion z gegenwiirtig unendlich klein wird. Damit 
das Dreieck endlich ausgedehnt bleibt, hat man die reelle ¢-Achse auf die 
Peripherie eines Kreises der z-Ebene mit endlichem Radius abzubilden und 
muB alsdann diesen Kreis beim Ubergange zum parabolischen Grenzfalle 
auf einen Punkt zusammenziehen. 

Man nihere sich jetzt einem Punkte der Seitenfliche ¢ = 0 des Hexa- 
eders an, und zwar tangential zu dieser Fliche, falls es sich um einen 
Kantenpunkt «=0, /=0 handeln sollte. Hier wird limj, = oo, limj, = oo. 
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Wahlten wir somit den DB der Gruppe als Parallelogramm des Zentrums 
e;, so werden im Grenzfalle die Punkte e¢,’, e,” an zwei getrennte Stellen 
der Ellipse riicken. Da die Gruppe 7 schlieBlich nur noch aus der 
Identitét besteht, so wird im Grenzfalle die £-Ebene mit der z-Ebene 
identisch sein, und also folgt j, = 2, j, = 2, d. h. wir gelangen zu einem 
Kantenpunkt des j-Tetraeders, der einer der drei von der Ecke (2, 2, 2) 
ausziehenden Kanten angehért. Aber beim Ubergange zum Raume der 
u, v, w ziehen sich diese Kanten auf die Ecke u = v = w = 1 zusammen. 
Die Folge ist, daB sich bei der Abbildung des Hexaeders auf das Penta- 
eder die Seitenfliche ¢= 0 des ersteren auf den Eckpunkt u = v = w = 1 
des letzteren zusammenzieht. 

Wir haben nun am Hexaeder noch vier weitere Seitenflichen, nim- 
lich zwei Dreiecke, welche auf den F,: 

ry —2zt=0, 2x — 2yt=0 

gelegen sind, und zwei Vierecke, den Ebenen «= y, z= angehirig. 
Die beiden ersten Flichen stehen koordiniert, und was von der einen 
gilt, iibertrigt sich sofort auf die andere; in demselben Sinne sind die 
beiden letzten Fliichen ko- 
ordiniert. Wir brauchen 
demnach von jedem Paare 
nur eine Fliche in Betracht 
za ziehen. 

Gehen wir erstlich zum 
Dreieck der Fliche 

xy —2z2t=0, 

so haben wir mit den DB 
der in Fig. 39 angegebenen 
symmetrischen Gestalt zu 
tun. Bei der Abbildung 
auf die z-Ebene werden die 





Punkte e,’, ¢’,e, auf einen 
zur reellen z-Achse ortho- 
gonalen Halbkreis riicken, 
und zwar liegt auf diesem 








Fig. 39. Halbkreise e,’ zwischen e,’ 
und e,. Wir haben somit 
ji = 2; Je = 2, Jy =— 2 und gelangen im Raume der wu, v, w zur Seiten- 


fliche w= 1 des Pentaeders, welche die Gestalt eines ebenen Dreiecks 
besitzt. 


Man muB8 nun fiir die beiden solchergestalt in Korrespondenz gesetzten 
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dreieckigen Flichen ein besonderes Fundamentaltheorem aufstellen, was 
in der iiblichen Weise geschieht. Eine erste Seite hat das Hexaeder- 
dreieck mit der F der parabolischen Gebilde gemein. Diese Seite ist, 
wie wir bereits wissen, stetig eindeutig auf die von der (,” gelieferten 
Seite des anderen Dreiecks bezogen. Als zweite Seite ersteren Dreiecks 
reihen wir hieran die durch x = y gegebene. Hier haben wir j, =/j,, so 
daB der DB der Fig. 39 als neue Symmetriekreise diejenigen gewinnt, 
welche die imaginiire ¢-Achse bei § = +i, d. h. an den Stellen e,’, e,”, 
unter 45° schneiden. Da die neue Symmetrie bei Abbildung auf die 
z-Ebene erhalten bleibt, so werden in der z-Halbebene die Abstiinde e,'¢,’ 
und e,’e,’ im Sinne der projektiven Mafbestimmung einander gleich. Wir 
gelangen somit zur Geraden wu =v, d. i. zur zweiten Seite des Dreiecks 
in der Ebene w=1. Fir lim¢t=0O werden wir dabei notwendig zur 
Ecke «=v =1 gefiihrt; wir finden daraufhin in iiblicher Schlubweise, 
daB die beiden in Rede stehenden Seiten eineindeutig stetig aufeinander 
bezogen sind. 

Etwas mehr Umstiinde verursacht das letzte Seitenpaar unserer beiden 
Dreiecke. Nihern wir uns auf dem Hexaederdreieck der Seite « = 0, so 
gewinnen wir zyklische hyperbolische Gruppen der Invariante j,; und 
zwar sind die Werte j,=2 bis j,=+ 0 stetig auf die Punkte jener 
Seite vom Endpunkt y = z beginnend bis zum andern Endpunkte bezogen. 
Diese zyklischen hyperbolischen Gruppen fiihren nun in der z-Halbebene 
auf Dreiecke, bei denen, wie Fig. 40 
zeigt, der Punkt e,’ auf die reelle 
Achse riickt. Verschiebt man e¢,’ 
bei festgehaltenen Punkten e,’, e,' 
lings des Segmentes ab der reellen 
z-Achse etwa im Sinne des Pfeiles, 
so bleibt erstlich das algebraische 
Gebilde unverindert; andrerseits 
beschreibt hierbei, wie die nihere 
Untersuchung zeigt, der Punkt (j,, j,, j;) im ‘dem das j-Tetraeder be- 
grenzende Dreieck j, = 2 ein bestimmtes unter den in Fig. 34 dargestellten 
Hyperbelstiicken von der Ecke (2,—2,2) zur Ecke (2,2,—2). Der 
Parameter dieser Hyperbelschar ist w, und es sind (Fundamentaltheorem 
der zyklischen hyperbolischen Gruppen) die hier in Betracht kommenden 
Parameterwerte von u=0 bis u=1 stetig eindeutig auf die Werte j,=2 
bis j, =o bezogen. Fiir unsere in Betracht kommende Seite cy —2zt=0 
des Hexaeders liegt nun in Fig. 40 der Punkt ¢,’ allemal an der Stelle ), 
d. h. es handelt sich, den unterschiedenen Werten j, entsprechend, um 
die in der Seitenfliiche j, = 2 des j-Tetraeders an der Ecke (2, 2, —2) 








Fig. 40. 
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errichteten Wegdifferentiale. Letztere aber bezogen wir oben bereits auf die 
Punkte der durch v= 1, w= 1 gegebenen Kante des Tetraeders der Fig. 38. 

Hiernach sind in der Tat die beiden noch fehlenden Seiten unserer 
beiden dreieckigen Bereiche eineindeutig stetig eimander zugeordnet, und 
wir beweisen in iiblicher Weise die gleiche Art der Beziehung fiir diese 
gesamten Bereiche. 

In ganz analoger Art zeigt man, da sich die auf der Fliche zweiten 
Grades zz -— 2yt=O geleyene Seitenfliiche des Hexaeders eineindeutig 
stetig auf diejenige dreieckige Seitenfliche des Pentaeders iibertriigt, welche 
der Ebene v = 1 angehért. 

Es restieren endlich noch die beiden viereckigen Grenzflichen des 
Hexaeders, welche in den Ebenen «= y bezw. z = gelegen sind. Be- 
ginnen wir mit der ersteren Fiche, so zieht sich die der Ebene t = 0 
angehérende Seite im Raume der u,v, w, wie wir bereits wissen, auf 
den Eckpunkt « = »v = w=1 des Pentaeders zusammen. Auch das Ab- 
bild der durch wy — 2z2t = 0, « — y = O dargestellten zweiten Seite haben 
wir schon aufgefunden; es ist die Gerade u =v, w= 1 in ihrem Verlauf 
von der Ecke «=v =1 bis zur Kurve (,”. Endlich ergibt sich als 
Abbild der durch «= y auf der F, ausgeschnittenen Seite des Vierecks 
die entsprechend durch « = v auf der J’. ausgeschnittene Kurve, und zwar 
von der C,” aus bis zum Punkte u =v = w der F,,. Dies folgt aus der 
oben bereits festgestellten Beziehung der F, auf die F,,. 

Neu festzustellen ist hier nur das Abbild der Seite x=y=z. Es 
ist von vornherein selbstverstiindlich, da® sich dieselbe auf die Gerade 
u =v =w iibertrigt; und es hat keine Schwierigkeit, fiir die hier in 
Betracht kommenden linearen Kontinua ein spezielles Fundamentaltheorem 
zu beweisen. Dem einen Endpunkte der Seite = y =z, welche der I, 
angehért, entspricht der auf der F, gelegene Endpunkt der Seite 
u=v=w; der andere, auf ¢=0 gelegene, Endpunkt liefert den End- 
punkt w=v=—w=1. 

Da sich allgemein die Symmetrieen von der ¢-Ebene auf die z-Ebene 
iibertragen, so folgt aus*a—=y notwendig «=v. Das unser Hexaeder 
begrenzende, in die vier besprochenen Seiten eingespannte ebene Viereck 
wird somit sein Abbild in der Ebene u =v finden. Auf Grund der schon 
gewonnenen Feststellungen erhalten wir durch iibliche Fortsetzung der 
Kontinuitiitsbetrachtung als Abbild jenes Vierecks ein der Ebene u = v 
angehérendes Dreieck, das in die Seiten w =1, w=v—w und in eine 
dritte auf der F, gelegene Seite eingespannt ist. 

Die viereckige der Ebene z = x angehérige Grenzfliiche des Hexaeders 
iibertrigt sich entsprechend auf das in der Ebene ww gelegene Dreieck, 
welches das Pentaeder begrenzt. 
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Gehen wir jetzt auf das iiberall geschlossene Kontinuum der Grenz- 
gebilde zuriick, das wir oben den gesamten Oberflichenpunkten des 
hexaedrischen DB der automorphen Modulgruppe zugeordnet fanden, so 
bleibt nur noch eine Bemerkung iibrig betreffs derjenigen Gruppen 
(0, 3; oo, c©) sowie derjenigen zyklischen hyperbolischen Gruppen, welche 
wir bei Anniherung an die Kante « = 0, ¢=0 aus dem Innern des DB 
antrafen. Nun liefern die Gruppen (0, 3; c0, oo) algebraische Gebilde 
mit p=0; sie gehen aus den Riemannschen Flichen des Geschlechtes 
p =1 hervor, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammenriicken und eine 
Trennung der beiden Blatter an der Koinzidenzstelle eintritt, wobei dann 
die beiden Narben den parabolischen Spitzen des Polygons entsprechen. 
In unserem Falle werden die beiden Punkte e,’, ¢,’ koinzidieren, so daB 
wir j; = 2, je =— Jj; gewinnen. Wir gelangen somit zu der durch diese 
Gleichungen dargestellten Kante des j-Tetraeders und damit zur Ecke 
u=0,v=1, w=1 im Raume der wu, v, w. DaB andrerseits die hyper- 
bolischen zyklischen Gruppen im letzteren Raume ihren Ort auf der Kante 
v=1, w=1 fanden, stellten wir bereits fest. 

Indem wir die Ergebnisse zusammenfassen, haben wir folgenden Satz 
gewonnen: Das iiberall geschlossene Kontinuum der Grenzgebilde, welches 
wir der Oberfliche des hexaedrischen DB der automorphen Modulgruppe 
bei der Signatur (1, 1) zugeordnet fanden, iibertrigt diese Oberfliche stetig 
auf die rings geschlossene Oberfliche des im Raume der u, v, w eingegrenzten 
pentaedrischen Bereiches. 

Hiermit ist der Grund fiir die Durchfiihrung der schlieBlichen Kon- 
tinuitiitsbetrachtung gelegt. Wir erfiillen das Hexaeder durch eine Schar 
ausreichend nahe zueinander verlaufender Flichen und untersuchen auf 
Grund des Stetigkeits- und des Unitiitssatzes deren Abbildung auf das 
Pentaederinnere. Es ergibt sich, daB das Hexaederinnere eineindeutig 
stetig auf das Innere des Pentaeders bezogen ist: Auf jeder Riemannschen 
zweiblittrigen I'lache mit sechs zur reellen Achse paarweise symmetrischen 
Verzweigungspunkten existiert eine und im wesentlichen auch nur eine poly- 
morphe Funktion § = f(z), welche die zerschnittene Fliche auf ein ortho- 
symmetrisches Hauptkreispolygon vom Charakter (1,1) abbildet. — 


IV. Die Grenzkreisgebilde des Charakters p= 0, n= 4. 


Unter den Gebilden des Charakters (0,4) sollen hier nur diejenigen 
mit Grenzkreis betrachtet werden. Ein paar Angaben iiber die hierbei 
eintretenden Erzeugenden der automorphen Modulgruppe sind in A. F. I, 
pag. 395 gemacht. Wir werden die fraglichen Formeln unten auf einem 
neuen Wege wieder finden. 


Mathematische Annalen. LIX. 32 
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DB der aitomorphen Modulgruppe bei p=0, n= 4. 


Die gesamte Gattung der Grenzkreisgebilde vom Charakter (0, 4) 
zerfallt in unendlich viele Familien, deren einzelne durch ihre Signatur 
(0, 4; 1,,4,4,,%,) eimdeutig bestimmt ist. Signaturen, die sich nur durch 
die Reihenfolge der Zahlen / unterscheiden, liefern ein und dieselbe Familie. 
Die einzelne Familie bildet ein zweidimensionales Kontinuum automorpher 
Gebilde. Zur invarianten Darstellung dienen die Moduln: 

Ji» Jes Is» Jar Jig =Jsa» Jos = Jar» Jas» Jea- 

Von diesen Moduln haben die ersten vier bei dem einzelnen Kon- 

tinuum die festen Werte: 

jy = 2 cos > Je = 2 cos > 

1 2 

Wir wollen aus ihnen die drei Ausdriicke herstellen: 

U=JiJe+dsdas V=)idstJader W=dide t+ Jods, 
welche Zahlen des Intervalles O<u,v,w<8 sind. Die drei Werte 
u=0, v=0, w=0 treten bei der Signatur (0,4; 2,2,2,1,) ein. .In 
diesem Falle muB /, > 2 sein. Ist 1, = 2m, eine gerade Zahl, so kommen 
wir zu dem bereits unter [II behandelten Gruppen, deren jede eine aus- 
gezeichnete Untergruppe des Index 2 von der Signatur (1, 1; m,) enthiilt. 
Die hier zu erwartenden Entwicklungen wird man demnach in manchem 
Betracht als Verallgemeinerungen derjenigen unter II] anzusehen haben. 
Der entgegengesetzte Extremfall, daB niimlich wu = 8, v = 8, w = 8 zutrifft, 
wird von der Signatur (0, 3; 00, 00, 00, co) geliefert. 

Aus den Invarianten j,, j,, js, j, Wollen wir gleich auch noch die 
Verbindung: 


. v4 
+) Jg = 2 CoB l 


J = ji Je IsJa + i? + de® + Js? + 5? — 4 
herstellen. Der Zahlwert von J ist im Intervall — 3 < J < 28 enthalten. 
Die untere Grenze wird bei der Signatur (0,4; 2,2,2,3) erreicht, die 
obere bei (0, 4; 00, 00, 00, 00). 
Zwischen den vier weiteren Moduln j,,, jis, jy4) Jog miissen zwei Re- 
lationen bestehen, damit wir zu einem zweidimensionalen Kontinuum 
kommen. Diese Relationen lauten nach A. F. I, pag. 394: 


Fis + Fis — Jisdea — “Hie — Wy + J =O, 
izdia + dis + Jog — 0 = 
Zur Einfiihrung einer geometrischen Sprechweise setzen wir: 
jathsitjuyi —lL=a:y:e:t 
und deuten x, y, z, ¢ als homogene Raumkoordinaten. Die Invariante j,, 
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driicken wir vermége der zweiten eben angegebenen Relation in den 
x,y, 2, ¢ aus und finden alsdann fiir die erste jener Relationen die neue 
Gestalt: 
t(a®+y?+ 2") — vyz + B(ur+voy+wz) + Jt =0. 

Diese eine noch bleibende Relation haben wir bei fest gegebenen U,V, W, J 
als I’'liiche dritter Ordnung F zu deuten. In dem schon genannten Spezial- 
falle der Signatur (0,4; 2, 2,2, 2m,) kommen wir auf die in III zugrunde 
gelegte Flaiche F, zuriick. 

Das Pelygonkontinuum bei der einzelnen Signatur (0, 4; 1, l,, ls, l,) 
ist zweidimensional und wurde in der Note ,,Uber die in der Theorie der 
automorphen Funktionen auftretenden Polygonkontinua* (Géttinger Nachr. 
1903, Heft 5) als ,einfach“ zusammenhiingend erkannt. Die charakte- 
ristischen Ungleichungen sind hier j,. <— 2, jy << — 2, jyy< — 2 oder 
in den x, y, 2, t geschrieben: 

z>2t, y>2t, #>2t. 
Zur Darstellung des fraglichen Kontinuums haben wir somit denjenigen 
Teil der F’, zu benutzen, welcher dem durch die vier Ebenen: 
x—-2t=0, y—2t=0, 2z—2t=0, t=0 
eingegrenzten Tetraeder angehért. 

Um den Verlauf der F, innerhalb dieses Tetraeders zu erkennen, 
setzen wir fiir einen Augenblick ¢=1 und deuten der gréBeren Anschaulich- 
keit wegen x, y, 2 als rechtwinklige Koordinaten. Man schneide die F, 
mit einer Horizontalebene z= 2/, wo i: > 1 gewiahlt werde. Der Schnitt 
ist die Hyperbel: 


v?— 2kay+y?+ ux + vy + (442+2kw4d) = 0 
mit den Mittelpunktskoordinaten: 


ut vk _ v+uk 
2k? —1)? Yo 2(@*—1) 


y = «(k+Vi—1) 
gegebenen Asymptotenrichtungen. Einer der beiden Zweige dieser Hyperbel 
gehért dem fiir uns in Betracht kommenden Quadranten 2 >2, y > 2 
der gewahlten Horizontalebene an. Fiir lim / = 1 zieht sich dieser Zweig 
auf den unendlich fernen Punkt der Winkelhalbierenden 2 = y zusammen. 
Die Asymptotenrichtungen koinzidieren fiir lim / = 1 mit dieser Richtung 
2=y. Wiichst / von 1 bis co, so entfernen sich die Asymptotenrich- 
tungen mehr und mehr voneinander und werden schlieBlich fiir lim / = co 
die Richtungen der Achsen der x und y. 

Durch Fortsetzung dieser elementaren Betrachtung stellt man unter 
Riickkehr zur projektiven Sprechweise folgendes Ergebnis fest: Die Fldche F,, 
82* 


Ly = 
und den durch: 
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d. h. der uns interessierende Teil derselben, welcher dem durch die Ebenen 
2=2t, y=2t, e=2t, t=O eingegrenzten Tetraeder angehirt, ist ein 
einfach zusammenhingendes, in den Rand der Tetraederseite t= 0 ein- 
gespanntes Flichenstiick, welches iibrigens sackartig in das Innere des 
Tetraeders hineinhiingt. Die durch die Kante 2 = 0, t = 0 hindurchzulegen- 
den Ebenen z2—2kt=0O schneiden die F, auBer in jener Kante noch in 
Kurven des 2" Grades, welche sich fiir limk =1 auf den Punkt x = y, 
z= t= 0 zusammenziehen und fiir lim k = oo in das Geradenpaar x-y=0 
ausarten. Entsprechendes gilt natiirlich fiir die Ebenen x —2kt =0 und 
y— 2kt=0. 

Ehe wir auf der Ff; den DB der automorphen Modulgruppe auf- 
suchen, sei folgende Betrachtung eingeschaltet. Unter den vier ganzen 
Zahlen J; seien erstlich keine zwei einander gleich. Stellt alsdann (1,’, /,’, /,’,1,’) 
eine beliebige Permutation der (I,, 1,, /;,1,) dar, so wird die Signatur 
(0, 4; 1,’, 1’, 1,', l,) awar, allgemein zu reden, neue Polygone liefern; aber 
dieselben kénnen durch Transformation auf die oben bevorzugten Polygone 
zuriickgefiihrt werden (cf. A. F. 1, pag. 301) und liefern demnach dieselben 
automorphen Gebilde. Sind, wie einstweilen angenommen wurde, die 
L,, 1, l5, 4, durchaus voneinander verschieden, so gilt dasselbe von uw, v, w. 
Gegeniiber den 24 Permutationen der J; erfahren die u,v, w ihre sechs 
Permutationen. Wir werden somit hier zu sechs verschiedenen Flichen F, 
gefiihrt, deren Gleichungen durch Permutationen der u, v, w auseinander 
hervorgehen, und die somit selbst durch wiederholte Spiegelung an den 
Ebenen y= 2, 2=2, ©=y aus einer unter ihnen hergestellt werden 
kénnen. Jede unter diesen sechs F lichen ist ebenso gut wie jede andere 
zur Darstellung des Polygonkontinuums geeignet; sie werden durch die oben 
erwihnten Modultransformationen ineinander iibergefiihrt. Bei dieser Sach- 
lage werden wir an der oben ausgesuchten F festhalten. 

Besonderheiten liegen vor, wenn zwei oder gar drei unter den Zahlen 
l,, 4,, 45, 4, eimander gleich werden. Im ersteren Falle sind zwei unter 
den u,v, w einander gleich, im letzteren sogar alle drei. Wir haben 
entsprechend nur drei verschiedene Flachen F oder gar nur eine einzige F,. 
Dies hat zur Folge, dap in den fraglichen besonderen Fiillen die automorphen 
Modulgruppen Erweiterungen durch Spiegelungen gestatten, denen alsdann 
entsprechende Verkleinerungen der DB parallel gehen. Wir kommen darauf. 
unten zuriick. 

Eine weitere Bemerkung erfordert die oben befolgte unsymmetrische 
Behandlung der vier Invarianten j,,, j,3, j14; Jeg. Halten wir an der An- 
ordnung (I,, /,, 1;, U4) fest, so sind doch die Invarianten j,, und j,, vollig 
koordiniert. Statt also j,, zu eliminieren, kénnen wir auch mit j,, so 
verfahren. Wir haben alsdann zu schreiben: 





—— 








Scone 
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TES TES Vite ot at Ae At i 
und finden, wie man sofort feststellt: 
t (a ®+y/?+2'%) — aye + t (ue +oy'+w2) + Jt =0. 
Wir gelangen somit zu derselben Flaiche F, wie vorhin; das oben durch 
den Punkt (x,y, 2,¢) dargestellte Polygon wird jetzt durch (2’, y’, 2’, t’) 
geliefert; und es gilt, wie man leicht aus der zweiten Relation zwischen 
den Invarianten j,,,--- abliest: 
eiyi:2:t = at: (wz—yt—vt?): zt: 
Durch diese Transformation mu8 somit unsere F, in sich selbst iiber- 
gefiihrt werden, was man in der Tat durch direkte Rechnung leicht be- 
weist. Die geometrische Bedeutung der fraglichen Transformation ist die, 
dap sie eine symmetrische Umformung der F, in sich ist, deren Symmetrie- 
oder Ubergangslinie auf der F, durch die Fliiche zweiten Grades: 
xe — 2yt— vt? =0 

ausgeschnitten wird. Diese Flaiche heiBe F,, die Symmetrielinie C, und 
die symmetrische Umformung selbst werde durch das Symbol V’ bezeichnet. 

Aus der analytischen Gestalt von V folgt a’: 2':t'’=a:2:t. Je zwei 
einander durch V zugeordnete Punkte liegen hiernach mit der Tetraederecke 
x=2=t=O0 auf einer Geraden. Beachtet man, daB diese Ecke selbst 
der F angehért, und daB somit jeder von ihr ausziehende Strahl die F, 
entweder gar nicht oder in zwei weiteren Punkten schneidet, so ist die 
Transformation V, welche diese beiden Punkte permutiert, in ihrer ein- 
fachsten Bedeutung erkannt. Zugleich erkennen wir in C, den geometrischen 
Ort aller Beriihrungspunkte der von der fraglichen Tetraederecke an die F, 
laufenden Tangenten. Setzen wir wie oben ¢=1 und deuten die 2, y, 2 
als rechtwinklige Koordinaten, so handelt es sich um die zur y-Achse 
parallelen Tangenten. Zieht man die hyperbolischen Horizontalschnitte der 
F, mit den Ebenen z = 2k wieder heran, so gewinnt man leicht weitere 
Aufschliisse itiber den Verlauf von C,. Insbesondere erinnere man sich 
des Grenziibergangs lim k= 1, wo sich die Hyperbel auf den unendlich 
fernen Punkt der Winkelhalbierenden « = y zusammenzieht. Unter Riick- 
kehr zur projektiven Darstellung finden wir: Die C, ist eine tiber die F, 
hinziehende Kurve, welche den Mittelpunkt x = y der Tetraederkante z=0, 
t=O mit dem Mittelpunkte y =z der Kante x = 0, t = 0 verbindet. 

Wir gehen nun gleich noch einen Schritt weiter: V ist eine unter 
drei koordiniert stehenden symmetrischen Umformungen der F, in sich: 


(0) ayia! = (yz—at—ul): yt: et: 3, 
(V) a:y se :t' = xt: (ex—yt—vt?®): at: €, 
(W) a:y:2:t'=at: yt: (cy—2t—wt?): t3, 
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von denen offenbar ganz entsprechende Bemerkungen gelten wie von V. Die 
Ubergangslinien C,, C,, C,, werden auf der F', durch die drei Flachen 
zweiten Grades: 


(F,,) yz — 22t—ut?=0, 
(F,) 2x — 2yt — vt? = 0, 
(F.,) zy — 2z2t —wt? =0 


ausgeschnitten. Die drei Kurven C,, C,, C, grenzen auf der F, einen 
Bereich ein, von dem Fig. 41 ein schematisches Bild liefert: Es handelt 
sich um einen dreieckigen Bereich, und zwar ragt dieser Bereich mit 
seinen drei Ecken an die Ebene t=O heran, welche er in den Mittel- 
punkten der Tetraederkanten erreicht. Wir werden diesen Bereich alsbald 
von anderer Seite her wieder finden. — 

Auf Grundlage der vorstehenden Ergebnisse gehen wir jetzt daran, 


den DB der automorphen Modulgruppe auf der einzelnen F, auszusondern. 











Fig. 41. 





Nach allgemeinen Prinzipien soll uns hierzu die Theorie der Normal- 
polygone wieder die Grundlage liefern. Zufolge A. F. 1, pag. 263 ist das 
Normalpolygon bei der Gattung p= 0, »=4 im allgemeinen ein Zehn- 
eck mit vier festen Ecken und zwei Zyklen zufilliger Ecken. Die Gestalt 
des Zehnecks ist in Fig. 42 gegeben; doch kénnte es auch sein, daB die 
hyperbolische Erzeugende V, die Ecken e,, e, von e,, ¢, trennt. Bewegen 
wir jetzt das Polygonzentrum C so, daB das Polygon gerade in Begriff 
steht die Ecke e, zu verlassen, so haben sich die durch V, einander zu- 
gewiesenen Seiten auf Punkte zusammengezogen, und das Polygon hat 
die Gestalt des in Fig. 43 (folg. Seite) skizzierten Achtecks angenommen. 
C liegt nun auf dem Mittellote der Verbindungsgeraden e¢,e,’ bezw. fir 
1, = oo auf einem Lote zu dieser Geraden. Man bewege jetzt C auf 
diesem Lote weiter, bis das Polygon im Begriffe steht, die Punkte ¢,, ¢,’ 
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zu verlassen. In diesem Augenblick haben sich die durch V; einander 
zugeordneten Seiten auf Punkte zusammengezogen, und das Polygon ist 
zum Sechseck der Fig. 44 geworden. 

Man kénnte an der Allgemeingiiltigkeit der vorstehenden Uberlegung 
zweifeln und tatsichlich gibt es auch Fille, in denen die Herstellung 
eines Normalsechsecks bezeichneter Art auf dem vorgeschriebenen Wege 





Fig, 44. 


nicht durchfiihrbar ist. Um eine einwurfsfreie Uberlegung zu begriinden, 
kniipfen wir an die Ausartung der Normalpolygone an, welche man ge- 
winnt, falls das Zentrum C in den Punkt e, hineinriickt. Man gelangt 
so zu einem Netze von Bereichen, deren einzelner aus /, (also im Falle 
einer parabolischen Substitution V, aus unendlich vielen) DB der Gruppe 
besteht. Zufolge des ,,Reziprozitiitssatzes* der Normalpolygone umfaft der 
zu é, gehdrige Bereich alle die Punkte, welche als Zentren C gewihlt 
Normalpolygone liefern, die eben an diesen Punkt e, heranreichen. Der 
fragliche Bereich teilt insofern die Gestalt der Normalpolygone, als er 
geradlinig begrenzt ist und dreigliedrige zufillige Ecken mit konkaven 
Winkeln aufweist. 

Wihlen wir nun einen solchen dreigliedrigen Eckpunkt zum Zentrum C, 
so muf das zugehérige Normalpolygon an die drei zugehérigen Punkte 
5 &, & heranreichen und ein Sechseck darstellen. Aber man hat die 
zwei Fille zu unterscheiden, daB die Reihen- 
folge der Ecken e,, e,, ¢, lings des Sechseck- 
umfanges sowohl die in Fig. 44 gewihlte, 
als auch die entgegengesetzte sein kann. 

Wir legen nun erstlich die in Fig. 44 
gewihlte Eckenanordnung zu Grunde, ver- 
binden das Zentrum C geradlinig mit den 
sechs Ecken und ziehen das Dreieck e,, ¢5, ¢, 
(cf. Fig. 45). Die drei Geraden von C nach 
€,, &, ¢” sind hier einander gleich; und 
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also sind die Dreiecke e¢,e,C und e,’e,C einander kongruent, desgleichen 
die Dreiecke e,’e,C und ¢,”¢,C, sowie endlich e,”¢,C und e,e,C. Denkt 
man die mit Ce,, Ce,, Ce, iquivalenten Geraden in allen Sechsecken des 
Netzes gezogen, zugleich aber alle iibrigen Verbindungsgerade von Punkten 
e fortgenommen, so restiert die Ausartung des Polygonnetzes, welche wir 
oben durch Verschiebung von C in den Punkt ¢, erzielten. Wir erkennen: 
Das fragliche ausgeartete Polygonnetz weist erstens ,,feste“ mit @, é5, €, 
aiquivalente Ecken auf; alle weiteren Ecken sind mit dem Zentrum C des 
Normalsechsecks ‘quivalent. Daraus aber ergibt sich sofort: Bei der 
einzelnen Gruppe gibt es stets ein und nur ein Normalsechseck mit einem 
dreigliedrigen Zyklus fester Ecken e,, e,', e,". 

Die bei dem ausgearteten Polygonnetze an den _,,zufilligen“ Ecken 
auftretenden drei Winkel liegen in Fig. 45 als Winkel zwischen den drei 
Geraden von C nach e,, e,, e¢, vor. Da diese Winkel nie konvex werden 
kénnen, so merken wir als eine weitere Kigenschaft des Normalsechsecks 
an, daB das Zentrum C notwendig dem Dreieck e,, €,, e, angehdrt. 

Die gegebene Entwicklung ist der Umkehrung fihig: Jedes Sechseck, 
welches die bislang genannten Kigenschaften besitzt, dessen Winkel an 
den Ecken @,, ¢,, ¢, bezw. dessen Winkelsumme am Zyklus ¢,, ¢,', ¢,” die 
vorgeschriebene GréBe haben, ist ein Normalsechseck unserer Art. Erst- 
lich niamlich stellt es offenbar den DB einer Gruppe der Signatur 
(0, 4; l,,---) dar; zweitens aber liefert der Punkt C als Zentrum not- 
wendig gerade das vorgelegte Sechseck als Normalpolygon. Wir stellen 
somit jede Gruppe unseres ,Gruppenkontinuums“ einmal und nur einmal 
dar, falls wir alle inkongruenten Sechsecke beschriebener Gestalt und 
zwar sowohl fiir die in Fig. 45 vorliegende Anordnung der Ecken ¢,, ¢,, ¢, 
als fiir die entgegengesetzte zulassen. 

Der DB der automorphen Modulgruppe wird nun auf der F durch 
alle diejenigen Punkte dargestellt, welche den vorbezeichneten Sechsecken 
korrespondieren. Um diesen DB einzugrenzen, miissen wir die Grenzfille 
der Normalsechsecke untersuchen und beginnen wieder mit der in Fig. 45 
zu Grunde gelegten Reihenfolge der Ecken ¢,, ¢,, ¢,. Wir gelangen nun 
zu einem Grenzfalle, wenn das Zentrum C entweder auf eine der Seiten 
oder in eine der Ecken des Dreiecks ¢, ¢, ¢, riickt. 

Man nehme erstlich an, das Zentrum ( sei ein Punkt der Seite e,¢,, 
jedoch weder e, noch e, selbst. In diesem Falle ist die Summe der 
beiden Winkel < e,Ce,, c e,Ce, gleich 2 geworden; und da andrerseits: 


Ke, Ce = Ke, Ce, 
K & Ce, = Ke," Ce, 
gilt, so sind die beiden einander gleichen Winkel < e,'Ce, und < e,”Ce, 
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zu 0 geworden: Die Ecken e,’, ¢,, e,” sind auf der absoluten Ellipse der 
MaBbestimmung zur Koinzidenz gekommen und liefern zusammen mit e, 
einen Zyklus parabolischer Spitzen (cf. Fig. 46); die Gerade e,e, ist zur 
Symmetrielinie geworden. Man wird ganz entsprechende Uberlegungen 
fiir den Fall durchfiihren, daB C auf eine der beiden anderen Seiten des 
Dreiecks ¢,e,e, riickt. Indem wir zusammenfassen, erhalten wir das Re- 
sultat: Riickt C auf eine der Seiten des Dreiecks e,e,e,, jedoch nicht in 








a c 
EO) , 








Fig. 47, 


eine Ecke, so erhalten wir als Grenzgebilde dasjenige der Signatur (0,3; 00, l;, 1,) 
resp. (0,3; l,, 00,1), (0,3; i, 1;, 00). Die drei zugehérigen Punkte der 
F, werden wir weiter unten angeben. 

Es riicke jetzt zweitens C in die Ecke e,. Unter diesen Umstiinden 
nimmt das Seckseck die in Fig. 47 angegebene Gestalt an. Wir haben 
hier noch das Dreieck e,”¢,¢, abgetrennt und vermége der Substitution V, 
verlegt. Der DB der Gruppe erscheint jetzt aus zwei ,konjugierten Vier- 
ecken“ ¢,¢,¢,¢, und ¢,'¢,¢,e,/ zusammengesetzt (cf. A. F. 1, pag. 304). Das 
Besondere ist aber hier, daB diese beiden Vierecke einander symmetrisch 
sind; denn aus den allgemeinen Winkelrelationen am Zentrum C und der 
Ecke e, des Sechsecks folgert man hier sofort: 


, . , 
K Cyl = K CC €s, KX ly 054 = K Cpls 
woraus die Symmetrie beider Vierecke hervorgeht. 


7 7 4 w . 

et Se ee dieser 
Reihenfolge liefern nun, wie man sofort feststellt, ein eindimensionales 
Kontinuum. Um dieses Kontinuum invariant zu charakterisieren, bemerken 


wir, daB die zu den Punkten e,’, e,’ gehérenden Substitutionen: 
Vi =V.-*V, V2, Vie =V3V,V5-* 


sind. Soll somit die Spiegelung S an der Seite e,e, unseren DB in sich 
selbst transformieren, so werden die durch S transformierten Substitutionen 
Vi, Ve, Va, V, mit V,’-*, V,-', V,-', V,-* gleich sein: 


SV,8=V,"V,"V,, SV,S=V,-!, SV,S=V,-", SV,S = ¥, Vi. Va". 


Die Kreisbogenvierecke mit den Winkeln 
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Hieraus ergibt sich: . 
SV,8-8V,8 = V,-*V,-' Vv, - V,-*. 
Da aber S*=1 und V,V,=V,~-'V,~' gilt, so folgt weiter: 
S(V, Vs)S = Vg(V, V2) Vs~*. 


V,V,; und V,V, haben somit, als ineinander transformierbar, gleiche In- 
varianten, d. h. es gilt j., = j,, und also zufolge der zweiten Invarianten- 
relation: 

Jiedu + 2j3 — 0 = 9. 
In den homogenen Koordinaten geschrieben lautet diese Relation: 

vz— 2yt— vt? =0, 
so daB die zu unserem linearen Gruppenkontinuum gehérenden Punkte 
der F, auf der oben eingefiihrten Kurve C, gelegen sind. 

Man zeigt nun leicht durch das iibliche SchluBverfahren weiter, dap 
das lineare Kontinwum der symmetrischen Gebilde gerade eineindeutig auf’ die 
C, bezogen ist. In der Tat hat unser Kontinuum zwei Grenzfille. Der 
erste wird erreicht, wenn e, und e, oder (was im projektiven Sinne auf 
dasselbe hinausliuft) e, und e, zu einem parabolischen Punkte verschmelzen. 
Wihlen wir letztere Alternative, so kommt in der Grenze das Gebilde: 
(0,3; co, 1;,1,), das wir oben bereits fiir den Fall erreichten, daB C auf 
die Seite e,e, riickt. Ganz entsprechend finden wir als zweites Grenz- 
gebilde dasjenige der Signatur (0, 3; /,,/;, 00), welches oben fiir ein auf 
der Geraden e,e, gelegenes Zentrum C eintrat. Der Grenziibergang zum 
Gebilde (0, 3; oo, J, l,) erfordert lim j,,=—2, der zum _ Gebilde 
(0, 3; 1,, 1,,00) aber lim j,, = — 2. Im ersten Falle werden wir zu dem 
auf der Kante x = 0, t= 0 des Tetraeders gelegenem Endpunkte von C, 
gefiihrt, im zweiten Falle zum Endpunkte auf der Kante z= 0, ¢=0. 

Fragen wir jetzt weiter, wie viele Kontinua symmetrischer Gebilde 
in unserem Gruppenkontinuum iiberhaupt enthalten sind, so werden hier- 
bei diejenigen Anordnungen der Punkte ¢, welche durch zyklische Permu- 
tationen ineinander iibergehen, als nicht verschieden zu gelten haben. 
Unter den sechs restierenden Anordnungen werden dann noch je zwei 
solche, die einander entgegengesetzt sind, wie (¢,, ¢), 3, €,) und (€,, 5, €, &), 
stets zu gleichen Kontinuis fiihren; in der Tat beachte man, daB z. B. in 
Fig. 47 die Anordnung ¢,, @;, &, ¢, am ,konjugierten* Vierecke vorliegt. 
Es bleiben somit im ganzen nur drei Kontinua symmetrischer Gebilde, 
welche den Anordnungen: 


(Cr» 2» 3» Ca)> (Cry 5s Car C2)r (Cry Cas Cas 5) 
korrespondieren. Zu diesen drei Kontinuis werden wir gefiihrt, falls das 
Polygonzentrum C resp. in die Ecken ¢,, e,, e, des Dreiecks ¢@, ¢ ¢, 
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hineinriickt. Auf der F', entsprechen diesen drei Kontinuis symmetrischer 
Gebilde die drei Kurven C,, C,,, C,; das von diesen Kurven eingegrenate 
in Fig. 41 schraffierte Dreieck stellt denjenigen Teil des DB der automorphen 
Modulgruppe dar, welcher unseren Normalsechsecken mit der in Fig. 45 
gewahlten Eckenanordnung e,e,¢, entspricht. 

Der Fall, daB die Reihenfolge der Punkte e,, ¢,, ¢, lings des Um- 
fangs des Normalsechsecks nicht die bisher angenommene, sondern die 
entgegengesetzte ist, erledigt sich jetzt 
sehr leicht. -In Fig. 48 ist ein Sechseck 
dieser Art stark umrandet; es hat die 
Ecken ¢,, €:, ¢') €, &", ¢s- Durch Ver- 
legung des Dreiecks ¢, e,'¢,"" vermége V,~' 
entspringt das schraffierte Doppelviereck, 
welches aus zwei konjugierten Vierecken 
€1, Cg) 3, &, und @,’, &, es, e, besteht. 
Letztere sind gegenwirtig eimander nicht 
symmetrisch; die Spiegelung S an e, ¢, 
liefert somit, ausgeiibt auf Fig. 48, den 
D Beiner neuen Gruppe. Dieser D Baber ist 
ein Sechseck, bei dem die Eckenfolge die oben zuerst zu Grunde gelegte ist. 
Rechnen wir somit die Transformation des DB durch die Spiegelung S 
auf die Invarianten j,,, j;3, j,, oder auf #, y, z,¢ um, so haben wir die- 
jenige Transformation gewonnen, welche wir auf das von C,, C,, C,, ein- 
gegrenzte Dreieck ausiiben miissen, um den uns noch fehlenden Teil des 
DB der automorphen Modulgruppe zu gewinnen. 

Der invariante Darstellung des Gebildes legten wir nun allemal die 
ZU €,, €y, €s, €, (ef. Fig. 48) gehérenden Substitutionen zu Grunde. Nach 
der vorgeschriebenen Transformation treten an Stelle dieser vier Sub- 
stitutionen V,, V,, V3, V, die folgenden vier: 


V,'=SV,-'V,-'V,8, V,,=SV,-'S, V,=SV,-'S, V,=SV,V,-'V,-'S, 
wie man ohne Miihe feststellen wird. Hieraus ergeben sich sofort die 
nachfolgenden Gleichungen: 


V, Vz = 8V,-'V,-'8 = S(V, V,)-'*8, 
Vz V, = SV,-1V,-1V,-1 0,8 = S(V,V,)8, 
V, Vs = SV,-'V,-1S = S(V, V,)-'S8. 
Es gelten somit fiir die Invarianten folgende Gleichungen: 
Jig = Jia» dis = Jos =—jidu—dist% dy dau 
In x, y, 2, ¢ schreibt sich die gewonnene Transformation: 





vsyieit = at: (2x—yt—vt*): 2t: t?; 
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sie ist somit keine andere als die oben mit V bezeichnete symmetrische 
Umformung der F, in sich mit der Ubergangslinie C,. Transformiert 
man das auf der F, durch die Kurven C,, C,, C,, eingegrenzte Dreieck 
durch V, so ist das aus dem urspriinglichen und dem transformierten Dreieck 
aufgebaute Doppeldreieck ein DB der 
automorphen Modulgruppe. Fig. 49 gibt 
ein schematisches Bild des Doppel- 
dreiecks, welches die der Zeichnung 
zu Grunde liegende Ebene ¢ = 0 mit 
den vier Ecken erreicht. Als Erzeu- 
gende der automorphen Modulgruppe 
liefert der DB die beiden Transfor- 


mationen: 
U-WV, w-VU, 


die den in der Figur angegebenen Pfeil- 
richtungen entsprechen. Statt durch 
V kénnen wir das urspriingliche durch C,, C,, C, eingegrenzte Dreieck 
auch lings C, oder C,, vermige der Substitutionen U resp. W reproduzieren. 
Entsprechend werden wir im Interesse der Symmetrie die drei Trans- 


formationen: 








(410,0) 
Fig. 49. 


U-W.¥, V-U0-W, w=V7-U 


als Erzeugende der automorphen Modulgruppe bezeichnen, zwischen denen 
alsdann die Beziehung besteht: 


W-V-U=1. 


Die einfachste ausfiihrliche Gestalt dieser Transformationen ist: 


4 a Ae Se a a es aes 
(U) ys 3 aS Te ae ;"“ yo 
, eee es Boe Se eS 
(V) ie ee tal te et ek LO ree 

Ce oe 2.2 ee. Se 
(W) tt se ee ee ee 


Die Invarianz der F, ist mit Hilfe dieser Gestalt der Erzeugenden be- 
sonders leicht zu zeigen. Der gesamten Modulgruppe entspricht ein Netz 
von Dreiecken, welches die F, liickenlos und einfach bedeckt: die Grenze des 
Netzes wird von den drei in der Ebene t= 0 gelegenen Tetraederkanten 
gebildet, in welche die F, eingespannt ist. Die Transformationen U, V, W 
sind aperiodisch. Die vorliegende automorphe Modulgruppe erweist sich als 
isomorph mit der in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen auftreten- 
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den Hauptkongruenzgruppe 2. Stufe, d. i. mit der Gruppe der Signatur 
(0, 3; co, oo, oo). i 

Die gewonnenen Ergebnisse sind in voller Ubereinstimmung mit den 
vorliufigen Angaben iiber die Erzeugung der Modulgruppe in A. F. I, 
pag. 395. Die damals mit 7, bezeichnete Transformation war durch Ab- 
iinderung des kanonischen Querschnittsystems auf der Riemannschen 
Flache berechnet und hatte die Gestalt: 


a . , . iy ; 
Iie =e dig = Jia» Isa = — Jas ia — ig FY, 
v=, o=w, w' =v. 
Es tritt also hier noch eine Permutation der u, v, w ein, d. h. ein Uber- 
gang zu einer anderen unter den oben erwihnten sechs Fliichen F,. Da- 
gegen transformiert 7';° unsere F, in sich: 


(T.) jis = hier Js = — Jada — As + Y, 
Sra = Fig dua + divdis — Che — Ju + ¥- 
Offenbar kann man diese Transformation 7,? auch so schreiben: 

ied» Sedu this tis —%=9, Sigdis thu tiy— v= 9. 
Damit aber ha’. wir unsere obige Transformation U erreicht. 

Es sind jetzt nur noch die beiden Fille zu betrachten, daB es unter 
den Zahlen /,, /,, 1,, 1, entweder zwei oder gar noch mehr als zwei gleiche 
gibt. Im ersten Falle sind unter den u, v, w zwei einander gleich, im 
zweiten ist u =v = w. 

Es gelte etwa zuerst » = w2u. Alsdann wird unsere F samt dem 
auf ihr gelegenen Dreiecksnetze durch die Spiegelung: 

(S,) “=, y = 2, e=y, ti =t 
in sich transformiert, so daB die Erweiterung der Modulgruppe durch 
diese Spiegelung statthaft ist. Der DB der erweiterten Gruppe, welche 





Fig. 50. Fig. 51. 


nunmehr mit der Gruppe der Sinatur (0, 3; 2, 00, 00) isomorph ausfiillt, 
ist in Fig. 50 stark umrandet; die Erzeugenden sind W und: 


(SV = T7,) ay :a':t' = vtret:(we—yt—vt*):t?. 
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In der That ist diese letztere Substitution keine andere als die oben mit 
T, bezeichnete. 

Sind endlich mindestens drei unter den Zahlen /,, /,, /;, 1, eimander 
gleich, so gilt «—v—w. Dann ist die Erweiterung der Gruppe durch 
alle drei Spiegelungen S,, S,, S,; an den Ebenen y=2z, z=2, r=y 
méglich. Der DB der so erweiterten Gruppe, welche sich mit der Gruppe 
der Signatur (0, 3; 2,3, co) isomorph erweist, ist jetzt das in Fig. 51 
(s. pag. 509) stark umrandete Dreieck; die Erzeugenden sind T, und: 
(SV = 7,) a’ sy’ :2:t' =2t:(a2—yt—ut®): ct: — 


Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises bei den Gebilden der 
Signatur (0, 4; U,, 4, ds, 44). 


Die Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises fiir die Gebilde der Signatur 
(0, 4; 1, 4, 4, 44) gestaltet sich nun héchst einfach. Sei z= g(£) bei 
einem einzelnen Gebilde eine Hauptfunktion. Vermége derselben wird 
das Polygon auf die Ebene der Variabelen z abgebildet. In letzterer 
entsprechen den festen Polygonecken vier Punkte, deren Werte z wir 
gleich selbst wieder mit ¢,, €, €;, ¢, bezeichnen. Unserem Gruppenkon- 
tinuum steht demnach als Kontinuum algebraischer Gebilde die Mannig- 
faltigkeit der mit vier Punkten signierten Ebenen gegeniiber, wobei diesen 
vier Punkten e,, €:, 3, &, vier ganze Zahlen l,, l,, 1, 1, zugeordnet sind. 

Natiirlich sind zwei derart signierte Ebenen, welche durch lineare 
Transformation von z ineinander iiberfiihrbar sind, als nicht wesentlich 
voneinander verschieden anzusehen. Um demnach zu einer invarianten 
Darstellung des Kontinuums der algebraischen Gebilde zu gelangen, haben 
wir das Doppelverhiltnis: 

2D adb et (€, — &s) (@s — &%) 
(€, — &) (& — &s) 

der vier Punkte e der z-Ebene einzufiihren. 

Wir nehmen zuvérderst wieder an, daB die siimtlichen Zahlen 1,, J, 
l,, l, voneinander verschieden sind. Gegeniiber den 24 Permutationen 
der e erfahrt 4 seine wohlbekannten sechs Substitutionen. In der Tat 
bleibt 4 bei den Permutationen der Vierergruppe unveriindert, da diese 
vier Permutationen, aber auch nur diese vier durch lineare Transforma- 
tionen von z bewirkt werden kénnen. Nehmen wir demnach irgend eine 
Permutation vor, bei der 4 eine von der Identitit verschiedene Substitution 
erfihrt, so werden wir, da unter den Zahlen / keine zwei einander gleich 
sind, zu einem wesentlich neuen Gebilde gelangen. Gegenwiirtig miissen 
wir somit die ganze Ebene der komplexen Variabelen 2 heranziehen, wm jedes 
algebraische Gebilde unseres Kontinuums, und jedes nur einmal zu gewinnen. 
Nun ist der in Fig. 49 dargestellte DB der automorphen Modulgruppe 
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eindeutig stetig auf die 4-Ebene abgebildet, und umgekehrt ist die Be- 
ziehung der 4-Ebene auf jenen DB ,héchstens“ eindeutig, wobei man 
jedoch je zwei einander zugeordnete Randpunkte des DB als nicht 
wesentlich verschieden anzusehen hat. Wie ist des niiheren diese Be- 
ziehung beschaffen? 

Die Punkte der (, liefern die symmetrischen Gebilde bei der An- 
ordnung ¢, ¢:, ¢;, €. Hier wird 4 reell und gehért dem Intervall 
0<i<i1 an. Den Ubergang 2u dem auf der Kante x =0, t=—0 ge- 
legenen Endpunkte von C, erzielten wir oben durch Verschmelzen der 
Polygonecken e¢,, €, zu einer parabolischen Spitze. Diesem Grenzfalle 
gehirt 40 zu. Ebenso findet man dem anderen Endpunkte von C, 
den Wert 2 =1 zugeordnet. Man wende auf die beiden uns soeben be- 
schaftigenden linearen Kontinua unsere wohlbekannte SchluBweise des 
Kontinuitiatsbeweises an und findet: Die Kurve C, bildet sich eineindeutig 
stetig auf die von 2=0 bis 4 =1 reichende Strecke der reellen 4-Achse 
ab. In genau derselben Weise finden wir die C, auf die Strecke von 
A=1 his 4=ow, die C,, auf diejenigen von 1=— oo bis 4=0 der 
reellen 4-Achse abgebildet, so daB der Rand des in Fig. 49 schraffierten 
Dreiecks gerade eineindeutig stetig auf die reelle A-Achse bezogen ist. 

Es fragt sich nun, ob das Innere jenes Dreiecks sich auf die positive 
oder die negative 4-Halbebene abbildet. Hieriiber ist durch eine be- 
sondere Untersuchung zu entscheiden. Man kann zu diesem Zwecke 
z B. so verfahren. Man transformiere einen Punkt der Kurve C, durch 
U=T,? und beschreibe einen Weg vom ersten zum _ transformierten 
Punkt; dieser Weg fiihrt zuniichst durch das schraffierte Dreieck. Die 
Bedeutung von 7? als Transformation des Schnittsystems der Riemann- 
schen Fliache (z-Ebene) ist in A. F. 1, pag. 300ff. dargelegt. Die Be- 
schreibung des eben genannten Weges auf der F, lauft hier darauf hinaus, 
daB wir den Ubergang vom ersten zum zweiten Schnittsystem durch 
Umliufe der Punkte e herstellt. Am einfachsten ist es, e, = 0, ¢, = 1, 
e, = co festzuhalten und ¢, = 4 allein laufen zu lassen. Im obigen Falle 
wird 4 zuniichst die positive Halbebene betreten, so daB das Abbild des 
schraffierten Dreiecks der Fig. 49 in der positiven Halbebene 4 zu suchen ist. 

Es ist jetzt alles vorbereitet, um das Kontinuitiitsverfahren in der 
iiblichen Gestalt zur Anwendung zu bringen. Wir werden finden, daf 
das schraffierte Dreieck auf die positive 4-Halbebene umkehrbar eindeutig 
stetig bezogen ist. 

Die Operation V bedeutete nun am Polygon der £-Halbebene eine 
Spiegelung desselben an einem Kreise. Beim Ubergang zur z-Ebene bleibt 
der Charakter der Transformation als einer Spiegelung an einem Kreise 
gewahrt. Die Folge ist, daB 4 bei Austibung von V in seinen konjugiert 
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komplexen Wert iibergeht: Das nicht-schraffierte Dreieck der Fig. 49 
liefert, auf die 4-Ebene iibertragen, die negative Halbebene. Indem wir 
zusammenfassen, finden wir als Resultat: Der DB der automorphen Modul- 
gruppe ist im Falle lauter verschiedener Zahlen 1,, l,, 1, 1, eineindeutig 
stetig auf die 2-Ebene bezogen. 

Sind zwei unter den Zahlen / einander gleich, ist etwa /, = l,, 





wihrend keine weiteren Gleichheiten auftreten, so gilt v=w2u, und 


der DB der Modulgruppe reduziert sich auf den in Fig. 50 stark um- 
randeten Bereich. Bei den alge- 
braischen Gebilden liefert ein Aus- 
tausch von e, und e, bei festen e,, e, 
kein neues Gebilde. Bei diesem Aus- 
tausch aber erfaihrt 4 die Substitution 
T eigen 

4—1 
den in Fig. 52 stark umrandeten Kreis 
zu, welcher uns nunmehr das Kon- 
tinuum der algebraischen Gebilde ein- 
deutig darstellt. Es kommen in diesem 
Falle neue symmetrische Gebilde hinzu, 
bei denen e, und e, auf der reellen 
z-Achse liegen, wihrend e, und e, konjugiert komplex sind. Indem man 
auf diese Gebilde unsere Kontinuitiitsbetrachtung ausiibt, findet man in 
gewohnter Art, daB sich die Seite y= z des DB der automorphen Modul- 
gruppe auf den der positiven 
4-Halbebene angehérenden, von 
4=0 bis 4 = 2 ziehenden Halb- 
kreis abbildet, usw. In bekannter 
Fortsetzung des Verfahrens ge- 
langen wir zu dem Schlusse, 
dap sich auch jetzt der DB der 
automorphen Modulgruppe ein- 
eindeutig stetig auf den das Kon- 
tinuum der algebraischen Gebilde 


ihr ordnen wir als DB 








Fig. 52. 





iin 7 











“YfYyy darstellenden Bereich abbildet. 

DY : : ; 

—— Endlich gelangen wir zum 
oe extremen Falle uw=v=w, wo 


der DB der automorphen Modulgruppe in Fig. 51 stark umrandet ist. 
Man wird ohne Miihe den Nachweis fiihren kénnen, daf sich derselbe 
auf den in Fig. 53 stark wmrandeten Bereich abbildet, welcher gegenwértig 
das Kontinuum algebraischer Gebilde darstelit. 
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Als SchluBergebnis diirfen wir hiernach das Fundamentaltheorem fiir 
die Gebilde der Signatur (0, 4; J,, J,, 15, 1.) in folgenden Worten zum 
Ausdruck bringen: Die Ebene der Variabelen z sei in irgend einer Art 
mit vier Punkten e¢,, :, 3, €, signiert, denen vier ganze Zahlen 1,>1 
(co eingeschlossen) zugeordnet seien. Es gibt alsdann auf dieser Ebene 
stets eine und im wesentlichen auch nur eine polymorphe Funktion £ = (2), 
welche die geeignet zerschnittene Ebene auf ein Grenzkreispolygon der Sig- 
natur (0, 4; 1,, l,, 1, l,) derart abbildet, dap die vier signierten Punkte die 
festen Ecken: des Polygons liefern. — 


Braunschweig, Juli 1904. 
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Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann. 
(Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe.) 
. Von 


E. Zermeco in Géttingen. 


... Der betreffende Beweis ist aus Unterhaltungen entstanden, die ich 
in der vorigen Woche mit Herrn Erhard Schmidt gefiihrt habe, und 
ist folgender. 

1) Es sei M eine beliebige Menge von der Michtigkeit m, deren 
Elemente mit m bezeichnet werden mégen, M’ von der Michtigkeit m’ 
eine ihrer Teilmengen, welche mindestens ein Element m enthalten muB, 
aber auch alle Elemente von M umfassen darf, und M— M’ die zu M’ 
»komplementiire* Teilmenge. Zwei Teilmengen gelten als verschieden, 
wenn eine von beiden irgend ein Element enthilt, das in der anderen 
nicht vorkommt. Die Menge aller Teilmengen M’ werde mit M bezeichnet. 

2) Jeder Teilmenge M’ denke man sich ein beliebiges Element m,' zu- 
geordnet, das in M’ selbst vorkommt und das ,,ausgezeichnete“ Element von 
M’ genannt werden’ midge. So entsteht eine ,,Belegung“ y der Menge M 
mit Elementen der Menge M von besonderer Art. Die Anzahl dieser 
Belegungen y ist gleich dem Produkte TTm’ erstreckt iiber alle Teil- 
mengen MM’ und ist daher jedenfalls von 0 verschieden. Im folgenden 
wird nun eine beliebige Belegung y zu grunde gelegt und aus ihr eine 
bestimmte Wohlordnung der Elemente von M abgeleitet. 

3) Definition. Als ,,y-Menge“ werde bezeichnet jede wohlgeordnete 
Menge M, aus lauter verschiedenen Elementen von M, welche folgende 
Beschaffenheit besitzt: ist a ein beliebiges Element von M, und A der 
yzugehérige* Abschnitt, der aus den vorangehenden Elementen «<a von 
M,, besteht, so ist a immer das ,,ausgezeichnete“ Element von M — A. 

4) Es gibt y-Mengen innerhalb M. So ist z. B. m,, das ausgezeichnete 
Element von M’ = M, selbst eine y-Menge, ebenso die (geordnete) Menge 
M, = (m,, m,), wo m, das ausgezeichnete Element von M— m, ist. 

5) Sind M,’ wnd M,” irgend zwei verschiedene y-Mengen (die aber 
zu derselben ein fiir allemal gewahlten Belegung y gehéren!), so ist immer 
eme von beiden identisch mit einem Abschnitte der anderen. 
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Ks sei nimlich M,’ die eine der beiden wohlgeordneten Mengen, welche 
auf die andere, M,”, oder einen ihrer Abschnitte ahnlich abbildbar ist. Dann 
miissen je zwei bei dieser Abbildung einander entsprechende Elemente 
miteinander identisch sein. Denn das erste Element jeder y-Menge ist m,, 
da der zugehérige Abschnitt A kein Element enthilt, also M— A= M 
ist. Wire nun m’ das erste Element von M,’, welches von dem ent- 
sprechenden Elemente m” verschieden wiire, so miissten die zugehérigen 
Abschnitte A’ und A” noch miteinander identisch sein, mithin auch die 
Komplementiirmengen M— A’ und M— A” und als deren ausgezeichnete 
Elemente m’ und m” selbst, gegen die Annahme. 

6) Folgerungen. Haben zwei y-Mengen ein Element a gemeinsam, so 
haben sie auch den Abschnitt A der vorangehenden Elemente gemein. 
Haben sie zwei Elemente a, b gemein, so ist in beiden Mengen ent- 
weder a <b oder b <a. 

7) Bezeichnet man als ,,y-Element“ jedes Element von M, das in 
irgend einer y-Menge vorkommt, so gilt der Satz: Die Gesamtheit L,, aller 
y-Elemente lipt sich so ordnen, daB sie selbst eine y-Menge darstellt, und 
umfaft alle Elemente der urspriinglichen Menge M. Die letztere ist damit 
selbst wohlgeordnet. 

I) Sind a, b zwei beliebige y-Elemente und M,’ und M,” irgend 
zwei y-Mengen, denen sie angehéren, so enthilt nach 5) die gréBere der 
beiden y-Mengen beide Elemente und bestimmt die Ordnungsbeziehung 
a <b oder b <a. Diese Ordnungsbeziehung ist nach 6) unabhingig von 
der Wahl der verwendeten y-Menge. 

II) Sind a, b, ¢ drei beliebige y-Elemente und a<b und b <¢, so 
ist immer a~<c. Denn jede ¢ enthaltende y-Menge enthiilt nach 6) 
auch 6 und mithin a, und da sie einfach geordnet ist, so folgt in ihr 
aus a<b und b<e in der Tat a<c. Die Menge L, ist also einfach 
geordnet. 

III) Ist ZL,’ eine beliebige Teilmenge von L, und a eines ihrer 
Elemente, das der y-Menge M, angehéren mége, so enthilt M, nach 6) 
alle Elemente <a, also auch die Teilmenge L,”, welche aus L,’ durch 
Weglassung aller auf a folgenden Elemente entsteht, und L,” besitzt 
als Teilmenge der wohlgeordneten Menge M, ein erstes Element, das 
zugleich erstes Element von L,’ ist. L, ist also auch wohlgeordnet. 

IV) Ist a ein beliebiges y-Element und A die Gesamtheit aller 
vorangehenden Elemente «~<a, so ist A nach 6) der zu a gehérige 
Abschnitt in jeder Menge M,, welche a enthilt, und a ist mithin nach 3) 
das ausgezeichnete Element von M— A. Also ist L, selbst eine y-Menge. 

V) Giibe es ein Element von M, das keiner y-Menge angehiérte, also 
Element von M— L, wiire, so giibe es auch ein ausgezeichnetes Element m,’ 

33* 
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von M— L,, und die geordnete Menge (L,, m,'), in der jedes y-Element 
dem Element m,’ voranginge, wiire nach 3) selbst eine »-Menge. Also 
wiire auch m,’ ein y-Element gegen die Annahme, und es ist in Wirk- 
lichkeit L, = M, also M selbst eine wohlgeordnete Menge. 

Somit entspricht jeder Belegung y eine ganz bestimmte Wohlordnung 
der Menge M, wenn auch nicht zwei verschiedenen Belegungen immer 
verschiedene. Jedenfalls muB es mindestens eine solche Wohlordnung geben, 
und jede Menge, fiir welche die Gesamtheit der Teilmengen usw. einen 
Sinn hat, darf als eine wohlgeordnete, ihre Miichtigkeit als ein ,,Alef“ 
betrachtet werden. So folgt also fiir jede transfinite Michtigkeit 

m= 2m = Sm = m® usw., 
und je zwei Mengen sind miteinander ,,vergleichbar“, d. h. es ist immer 
die eine ein-eindeutig abbildbar auf die andere oder einen ihrer Teile. 

Der vorliegende Beweis beruht auf der Voraussetzung, daB Be- 
legungen y iiberhaupt existieren, also auf dem Prinzip, daB es auch fiir 
eine unendliche Gesamtheit von Mengen immer Zuordnungen gibt, bei 
denen jeder Menge eines ihrer Elemente entspricht, oder formal aus- 
gedriickt, daB das Produkt einer unendlichen Gesamtheit von Mengen, 
deren jede mindestens ein Klement enthiilt, selbst von Null verschieden 
ist. Dieses logische Prinzip liBt sich zwar nicht auf ein noch einfacheres 
guriickfiihren, wird aber in der mathematischen Deduktion iiberall un- 
bedenklich angewendet. So kann z. B. die Allgemeingiiltigkeit des Satzes, 
daB die Anzahl der Teile, in die eine Menge zerfallt, kleiner oder gleich 
ist der Anzahl aller ihrer Elemente, nicht anders bewiesen werden, als 
indem man sich jedem der betrachteten Teile eines seiner Elemente zu- 
geordnet denkt. 

Die Idee, unter Berufung auf dieses Prinzip eine beliebige Belegung y 
der Wohlordnung zu grunde zu legen, verdanke ich Herrn Erhard Schmidt; 
meine Durchfiihrung des Beweises beruht dann auf der Verschmelzung der 
verschiedenen méglichen ,,y-Mengen“, d. h. der durch das Ordnungsprinzip 
sich ergebenden wohlgeordneten Abschnitte. 


Miinden i. Hann., den 24. September 1904. 














Max Caspar. Abzi&hlungen beziiglich des Strahls im m»-dimensionalen Raum. 517 


Abzahlungen beztiglich des Strahls im »-dimensionalen Raum. 
Von 


Max Caspar in Tiibingen. 


Das Problem der Bestimmung der Anzahlen eines /-dimensionalen 
linearen Raumes [k] in einem -dimensionalen linearen Fundamental- 
raum [| wurde zuerst von Herrn Schubert in Angriff genommen in 
der Abhandlung: ,,Die »-dimensionalen Verallgemeinerungen der funda- 
mentalen Anzahlen unseres Raums“ (Math. Ann. Bd. 26, 1886, 8. 26—51). 
Einem linearen Raum [i] werden die Bedingungen auferlegt, andere ge- 
gebene lineare Riiume von niederer Dimension in einem Punkte, einer 
Geraden usw. zu schneiden und gleichzeitig in gegebenen linearen Riiumen 
von hédherer Dimension enthalten zu sein. Es ist die Frage: wieviele 
Riume [/] erfiillen diese Bedingungen, wenn die Zahl der Konstanten, 
von denen der [Xk] abhiingt, gleich der Zahl der Gleichungen ist, denen 
die Bedingungen iiquivalent sind. Nach einer Reihe von allgemeinen Vor- 
untersuchungen stellt Herr Schubert eine Formel auf, welche die Berech- 
nung samtlicher Anzahlen des Strahls (= 1) erméglicht. An diese 
Arbeit schlieBt sich eine weitere*) desselben Verfassers an, in welcher 
ein Ausdruck fiir die Anzahlen des Strahls abgeleitet wird, der nur die 
Konstanten der gegebenen linearen Riiume enthilt. Von Bedeutung fiir 
die Theorie ist vor allem der symbolische Kalkiil, welechen Herr Schubert 
in seiner ersten grundlegenden Arbeit einfiihrt. Derselbe wurde in allen 
folgenden Abhandlungen iiber diesen Gegenstand beibehalten und hat sich 
bewihrt. Die angewandte Beweismethode jedoch, die wesentlich auf geo- 
metrischer Anschauung beruht, macht durchweg Gebrauch von dem Prinzip 
der Erhaltsxg der Anzahl, dessen Anwendbarkeit nicht jedem Zweifel ent- 
riickt ist, und das beziiglich der Grenzen seiner Giiltigkeit noch immer zur 
Diskussion steht.**) 





*) Beitrag zur Liniengeometrie in » Dimensionen. Mitt. der Hamburger 
Math. Ges. Bd. III, 1892, S. 86—97. 

**) Vgl. die Einwiinde gegen das Prinzip von Herrn Kohn, Archiv der Math. 
u. Phys. II, Reihe IV, 8. 312 ff. 
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Dieser Umstand laiBt eine rein algebraische Behandlung des Problems 
wiinschenswert erscheinen. Eine solche soll im folgenden fiir den 
Strahl (k = 1) versucht werden. 

Nachdem in § 1 die Frage algebraisch formuliert ist, wird in § 2 
auf Grund gewisser Beziehungen zwischen den Determinanten einer Matrix, 
die aus gleichartigen Elementen besteht, eine Formel aufgestellt, welche 
der von Herrn Schubert gegebenen vollstiindig entspricht, und wie diese 
die Berechnung samtlicher Anzahlen des Strahls erméglicht. § 3 bringt 
einige Anwendungen dieser Formel.*) 

Meinem verehrten Lehrer Herrn Professor von Brill, welcher mich zur 
Behandlung des vorliegenden Themas veranla®t hat, sei herzlicher Dank 
gesagt fiir die mannigfaltige Anregung und Férderung, die ich von seiner 
Seite erfahren durfte. 


§ 1. 

Das Schubertsche Symbol (a,, a,) bedeutet die Bedingung, daB ein 
Strahl ganz in einem beliebigen ebenen Raum [a,]| liege, und einen ge- 
gebenen in dem [a,| liegenden |a,] in einem Punkte schneide. Diese 
Bedingungen lassen sich auf folgende Weise algebraisch formulieren. 

Jeder Strahl des Fundamentalraums [| la8t sich darstellen durch 
die Gleichungen in homogenen Koordinaten: 


(1) E-= 2, + Ay;. i=O0,1,--+-,m. 
Als Unbekannte sehen wir die Verhialtnisse der x und die der y an; nur 
ist, einer Verschiebung der zwei Grundpunkte auf der Geraden entsprechend, 
noch ein 2, und ein y, (k+/) willkiirlich annehmbar, so daB die Zahl 
der Unbekannten 2” — 2 ist. Der Raum |[a,], in welchem der Strahl 
liegen soll, sei gegeben durch die » — a, a 
(2) AO = Ab, + AE, + ay +--+ + WE, = 
t= 1,2,---,n—ay,. 
Der Raum |a,|, der ganz in dem Raum [a,| enthalten ist, sei gegeben 
durch die » — a, Gleichungen: 
(3) A® = of Eo + a, + aE +--+ A ae 
[=1,2,---,n—ady. 
Substituiert man die Werte (1) in (2), d. h. bringt man den Strahl zum 
Schnitt mit dem [a,], so erhalt man: 
(4) A®+ iAP =0, i=1,2,----n—a,, 


*) Der allgemeine Fall (4 > 1) ist erst in neuester Zeit durch Arbeiten von 
Herrn Giambelli zu einem gewissen AbschluB gebracht worden. Siehe besonders die 
Abhandlung ,,Risoluzione del problema degli spazi secanti‘ Accad. R. delle Scienze 
di Torino, 8. I. Tom. LIT. 1902. p. 171 ff. 
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wo A) und Af) die in den Variabeln x bezw. y geschriebenen Formen 
A” bedeuten. 

Die Gleichungen (4) miissen fiir jedes 4 befriedigt werden, da der 
Strahl] ganz in dem [a,] liegen soll; es muB also sein: 
(5) A®=0; A =O. i=1,2,---,n—a,. 
Bringt man ebenso den Strahl mit dem Raum [a,] zum Schnitt, so er- 
halt man: 
(6) A® + AA) =0. 1=1,2,---,»—ady. 
Die Elimination von 4 aus diesen » — a, Gleichungen ergibt das Ver- 
schwinden simtlicher Determinanten der Matrix aus den A, und A 
wir durch 


(7) 


y> Was 


1 Oe — a) | 
| ADAG)... Are | 


= () 
! Af) A?) = Af = 4%) | 


bezeichnen wollen. Wegen (5) kann man an Stelle dieses Gleichungs- 

systems das folgende setzen: 

ee Aga Agma 49. AG-Ad | 
Ale 41+) Alma 42)... Ala) | 

Diese Matrix besitzt nur a, — a, Vertikalreihen. 

Die Schubertsche Bedingung (ay), 4,) ist also ausgedriickt durch die Glei- 
chungssysteme (5) und (8). 

Zur Abkiirzung werde folgende Bezeichnung eingefiihrt: Es bezeichne 
eine Zahl @ in runden Klammern (g) das Verschwinden der Determinanten 
einer Matrix von 2 Horizontalreihen und @ Vertikalreihen. Die Ele- 
mente der ersten Horizontalreihe seien lineare, homogene Formen der 
x, (é=0,1,---,”); die Elemente der zweiten Horizontalreihe seien dieselben 
Formen geschrieben in y; (i =0,1,-+-+,). 

An Stelle der verschwindenden Matrix (8)*) tritt daher das Symbol 


(a, — a9). 
Das Symbol (1) bezeichnet infolgedessen ein Paar linearer Gleichungen 
mit denselben Koeffizienten, von welchen die eine in 2, die andere in y 
geschrieben ist. 
Das gleichzeitige Verschwinden der Determinanten von uw Matrices, 
von welchen jede @ Vertikalreihen besitzt, werde mit (@)" bezeichnet. 
Danach tritt an Stelle der Gleichungen (5) das einfache Symbol 


(eps ; 


*) Wir, sagen ,,eine Matrix verschwindet“, wenn alle ihre Determinanten gleich 
Null werden. 
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Mit [(0,) (@,) --- (@,)] werde die Zahl der gemeinschaftlichen Lésungen 
der Gleichungen, die aus dem Verschwinden von r Matrices von o; (t=1, 2,---, 7) 
Vertikalreihen entstehen, bezeichnet, wobei eventuell eine Anzahl der Varia- 
beln als konstant anzusehen ist. 

Die Zahl der gemeinschaftlichen Lésungen der Gleichungssysteme (5) 
und (8) ist demzufolge dargestellt durch den symbolischen Ausdruck 


[(1)"-* (a, — ap)). 


Die Zahl der Gleichungen, welchen die Systeme in der eckigen 

Klammer fquivalent sind, ist 
2n — 2a, + a, —a, —1=2n—a,—a,—1. 
Herr Schubert nennt diese Zahl die ,,Dimension“ der Bedingung (dp, a, ). 

Das Produkt zweier oder mehrerer Schubertscher Symbole (a), a,) 
(by, ,) +--+ besagt, daB der Strahl alle Bedingungen einzeln erfiillen soll. 
In unserer algebraischen Formulierung ist die Zahl der Strahlen, welche 
die zusammengesetzte Bedingung (a, @,) (b,6,) erfiillen, repriisentiert 
durch den symbolischen Ausdruck: 

[(1)?*-a—% (ay — iy) (b, — bp)]- 

Man sieht: dem geometrischen Problem der Bestimmung der Anzahlen 
des Strahls im »-dimensionalen Raum entspricht in algebraischer Behand- 
lung das folgende: 

Man soll die Zahl der gemeinschaftlichen Lésungen der Gleichungen 
bestimmen, die aus dem Verschwinden von beliebig vielen, etwa r Matrices 
von zwei Horizontalreihen und beliebig vielen Vertikalreihen entstehen; 
die Elemente der ersten Horizontalreihe jeder Matrix sind lineare Formen 
der n+ 1 homogenen Variabeln x, die der zweiten Horizontalreihe die- 
selben Formen geschrieben in den m+ 1 homogenen Variabeln y; d. h. in 
unserer Formulierung: gesucht ist die Zahl 


[(1)" (@1) (@2) - - - (@,)]. 
Die Zahl der Gleichungen, der die Systeme in diesem Ausdruck aquivalent 
sind, muB gleich der Zahl der Unbekannten sein: 
So—r+2u=2n-2. 
Es sei bemerkt, daB die Ubersetzung der algebraischen Symbole in 
Schubertsche Symbole nicht eindeutig ist, wihrend dies umgekehrt zutrifft. 
Es entspricht nimlich dem algebraischen Symbol 


(9) [(1)" (e,) (es) «+= (@,)], 


in welchem die Elemente der Matrices Formen von n+ 1 homogenen 
Variabeln sind, folgendes Schubertsche Symbol im Raum [», | 


(10) (a, — @1) a) (ag — Qe, ay) a (a, — @,, a,), 
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wenn », und die a die Beziehungen erfiillen: 
(r—1)n,+n—w=2a; n>n—a4; 
0; <a, < Ny. (i=1,2,---r) 


Denn iibertragt man dieses Schubertsche Symbol in algebraische 
Formulierung, so erhailt man: 


[(1)"™-*4 (0,) (eg) «= - (@,)] 
oder wegen der vorstehenden Gleichung: 
(11) | [A)e—@—" (a4) (@1) +++ @,)]- 
Hierin sind jedoch die Elemente der Matrices lineare Formen von », + 1 
Variabeln. Ist nun n, >, so kann man mit Hilfe von n,—m der w—n+n, 
Paare linearer Gleichungen »,—x Variable x und die entsprechenden 
n, —” Variabeln y eliminieren, und gelangt so zu (9). Ist ny <n, so 
gelangt man von (9) nach (11), indem man in (9) mittels » — n, der 
« Paare linearer Gleichungen » —, Variable x und y eliminiert. Die 
Zahl (9) gibt also die Zahl der Strahlen an, welche den Bedingungen (10) 
geniigen. 


g§ 2. 


Zur weiteren Behandlung des Problems bedarf es einer Formel, 
welche Herr Brill*) aufgestellt hat. Bezeichnet man mit 


(12 ---q), 


| 1] 
| Ay, Mes? Hy | 


| 
| 


| Ag, Ugg ** * Mg, || 


die Matrix 


in welcher die a allgemeine ganze Funktionen von hinlinglich vielen 
Variabeln sind, und mit 
[(12--+ qo] 


die Zahl der Lésungen, die dem Verschwinden der Determinanten der 
Matrix entsprechen, so hat man die Beziehung: 


(12) [(12---q),] = [(12---g— 1), (¢—1 42] — [C12 ---g — 2)2 (9 — 1)9] 

d. h. die Zahl der Lésungen, die das Verschwinden aller Determinanten 
der gegebenen Matrix enthilt, ist gleich der Zahl der gemeinschaftlichen 
Lésungen folgender Gleichungssysteme: 


Ay, ors | &, a,, | 
1 “3a “2s 1lg—1 | ¥ 1g—1 “19 
—0; \=0 
Ago —1 Ag» | 


= 
gy Ugg ** Ago 1 || 





*) In seiner Abhandlung: ,,Uber Elimination aus einem gewissen System von 
Gleichungen“* Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 380; vgl. die Abhandlung desselben Ver- 
fassers: ,,Uber algebraische Korrespondenzen Math, Ann. Bd. 36, 1890, S. 321 ff. 
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vermindert um die Zahl der Lésungen der Gleichungssysteme: 


* |) yy Qyg + * Oy o_g ait a,,-, = 9, 
|| G1 Mag *** Ayo Ay,_, = 9. 

An Stelle dieser Formel, deren Beweis a. a. QO. streng erbracht wird, 
laBt sich die etwas allgemeinere setzen: 
(13) [(12---q)p]=[(12---p)y (+++ Ge] — [U2 ---p— 1a (pt1---ae (Pe, 
wo l<p<qgq sein mub. , 

Macht man nun beziiglich der Elemente der Matrices die Voraus- 
setzungen von § 1 und fiihrt die dort angewandte Bezeichnung ein, so 
tritt an Stelle der Formel (13) die folgende: 


(14) L(a)] = i) (@—-p + 1) —w—-D@—p))), 

wo ebenfalls 1<p<q ist; fir p=2 oder p=q—1 erhilt man 
(14a) L(@)] = L2)@—1)1—L@—2)()], 

welche Formel der Gleichung (12) entspricht; fiir g = 3 erhilt man 
(14b) [(3)] = [(2) (2)] — [()]. 

Der Umstand, daB in dem Ausdruck [(12---p)(p---q)] auf der 
rechten Seite von Formel (13) die beiden Matrices eine gleiche Vertikal- 
reihe besitzen, iibt auf die Stufe*) und die Ordnung des durch diese 
Gleichungssysteme repriisentierten algebraischen Gebildes keinen Einflu8 
aus, so daB die vereinfachte Bezeichnung in Formel (14) ihre volle 
Giiltigkeit behiilt. 

Die Formel (14) wird nun zur Herleitung eines Ausdrucks fiir die 
Zahl [(0,) (@,)], Wo @, > Q, sei, in folgender Weise angewandt. Es be- 
stehen dieser Formel gemi® folgende Gleichungen: 

L(@: + @2 — 1)]=[(e1) (e2)] - LC) (1 — 1) (@2 — 1)], 
U1) (@1 + es — 3)] = 04) er — 1) (@s — DI-14 (er — 2) (es — 2), 


[(1)- ea+e- 2i+1)] =[(1)-*(¢,—i+1)(e—i+1)1— [(1) (@,—*) (e—i)) 
[ay fi cade a (eo 1) i i Nas aa ii 


[(1)e-8 ee By) = 1)e-"(0, —o, +3)(3 1-101 Jes-"(9, — 9 +2)( (2)} 
[(1)™-? (a — @, + 3)] = [1 *(0:—02 + 2)(2)]—[(1)*— "(0,92 + 1)]. 


*) Es sei bei dieser Gelegenheit auf den Unterschied hingewiesen, welcher 
zwischen dem Kroneckerschen Begriff der ,,Stufe und dem von Herrn Schubert in 
die abziihlende Geometrie eingefiihrten besteht. In der im Crelleschen Journal Bd. 92 
abgedruckten Festschrift von Kronecker wird in § 10 durch die Zahl der Gleichungen, 
denen eine Teilresolvente eines algebraischen Gleichungssystems iiquivalent ist, die 
»Stufe des durch diese Teilresolvente reprisentierten algebraischen Gebildes definiert, 
so da8 eine Resolvente k*** Stufe eine (n — k) fache Mannigfaltigkeit darstellt. In der 
abziithlenden Geometrie besitzt ein Gebilde k*** Stufe eine k fache Mannigfaltigkeit. 
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Addiert man diese g, — 1 Gleichungen, so ergibt sich: 
[(o1)(e2)] =LA)*"*(e— eat 1) +1)? (02 +3)] +10)*- 9: -@2—5)] 
+ +++ +[(1)(@ + @:—3)] + [er + 02—1)]. 


Fiigt man noch jedem Glied den Faktor (1) hinzu, so erhilt man die 
grundlegende Formel: 


(15) [(1)" (1) (@2)] = LA)" +>" (ee +1] + [+ -? (0, 92 + 3)] 
+++ + [)** (e+ 03 —3)] + [0 (e: + 03 — 1)I- 

Diese Formel liefert die Zahl der gemeinschaftlichen Lésungen aller 
Gleichungen, die durch das simultane Verschwinden von zwei Matrices 
entstehen, ausgedriickt durch die Zahl der gemeinschaftlichen Liésungen 
der Gleichungen, die dem Verschwinden von nur einer Matrix entsprechen. 
Die Zahl der Gleichungen, welchen die in den einzelnen Gliedern auf- 
tretenden Systeme fquivalent sind, ist 


2u +O + 0 — 2. 

Die Formel (15) entspricht Glied fiir Glied der Haxptformel, welche 
Herr Schubert zur Berechnung der Anzahlen des Strahls aufstellt.*) Die- 
selbe lautet namlich fiir a,—a, > b, —b, 

(9, A) (Do, 0) = (dy +b, —n, by +a,—n+1) + (ay +b, —n—1,b)+a,—n+2) 
+ (49 +b, —n—2,b,+4,—n+3)+---+ (ag +b,—n+1, a+), —n). 
Gibt man dieser Formel die algebraische Form nach der in § 1 ange- 
gebenen Weise, so erhailt man Formel (15), wenn man setzt: 

a, — M =; 0, —bo = 0,3 2n—a,—b, =H. 

Ist ein Ausdruck [(1)"(0,)(@,) «++ (o,)] zur Berechnung vorgelegt, so 
liBt sich ein solcher durch wiederholte Anwendung von Formel (15) dar- 
stellen durch die Zahl der gemeinschaftlichen Liésungen, die dem Ver- 
schwinden von nur einer Matrix entsprechen. 

Die Formel (15) wurde abgeleitet unter der Voraussetzung 0, > 0} 
die Zahl der Vertikalreihen der in den einzelnen Gliedern auf der rechten 
Seite auftretenden Matrices ist daher durchweg >1. Ist 0, = 0, so 
geht das erste Glied [(1)“+®~-1(9,—@.+1)] auf der rechten Seite, dessen 
Matrix die kleinste Zahl von Vertikalreihen besitzt, mit Riicksicht auf 
die Gleichung (14b) tiber in [(1)"+@-"]. Es gilt daher bei Anwendung 
der Formel (15) folgende Regel. Es ist zu setzen: 


[(1)"(6)] =[(1)] fir o=1. 


Kine weitere Beziehung, die zwischen v und 6 erfiillt sein mu, damit 


*) In seiner Abhandlung Math. Ann. Bd. 26, S. 40. 
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die Zahl [(1)"(e)] nicht 0 wird, erhilt man durch folgende Uberlegung: 
Das Symbol [(1)”(¢)] gibt die Zahl der Strahlen an, welche ganz in einem 
Raume [x — v] liegen und einen Raum [nm — v—e6] in einem Punkte 
treffen. Damit das Problem einen Sinn hat, muB also sein n—v—o>0. 
In algebraischer Ansdrucksweise ist zu sagen: Die » + 6 Gleichungen 


AO = of, + aE, +---— cE =O, 1=1,2,---v +, 
welche den Raum [nx — v— 6] darstellen, haben hei beliebigen Koef- 
fizienten « keine Lésung (auber & = 0; 7 =0,1,---,m), wenn y+ o> 
ist. Man kann daher folgende Regel aussprechen: es ist 
(17) [((1)"(o)]=90, fir y+ o>n. 


Wenn nun in dem Ausdruck [(1)" (0,) (o,)---(o,)] die Zahl der 
aquivalenten Gleichungen gleich ist der Zahl der Unbekannten, d. h. wenn 


Dor t+2u=2n—-2 
ist, so gelangt man durch fortgesetzte Anwendung der Formel (15) auf 
einen linearen Ausdruck fiir [(1)“(0,)---(0,)], welcher Glieder enthilt 
von der Form: 
[((1)}“+™(2n — 2u — 2m — 1)]. 
Nach den Regeln (16) und (17) aber sind 0 zu setzen diejenigen 


Glieder, fiir welche 
2n —2m—2u—-1<1 


oder 
n—u—l<om 
und 
uw+tm+2n—2u—2m—1>n 
oder 


n—u—1l>m 
ist, d. h. es bleibt allein iibrig das Glied, fiir welches 


n—u—l=m 


((1)"~"]. 

Die Zahl der Lésungen der in diesem Symbol enthaltenen 2” — 2 line- 
aren Gleichungen ist aber 1. Daher ist die Zahl [(1)" (0,) (os) --- (@,)] 
gleich dem Koeffizienten dieses Gliedes. 

Mit Hilfe der Formel (17) 1a8t sich auch sofort entscheiden, ob ein 
Produkt von r Bedingungen in der Schubertschen Schreibweise 

(4, b,) (ay, bs) cw (4, b,) 
iiberhaupt von einem Strahl erfiillt werden kann. In algebraischer Formu- 
lierung stellt sich dieses Bedingungsprodukt dar durch den Ausdruck: 


rer (b, — a,) par (6, _— a,)). 


ist, also das Glied 
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Da aber nach jener Formel keine Lésung existiert, wenn die Summe 
des Exponenten von (1) und irgend einer Differenz b;— a, gréBer wird 
als n, so kann man beziiglich der Schubertschen Symbolik den Satz aus- 
sprechen: 

Die zusammengesetzte Bedingung 

(41, B,) (dg, bg) ++ + (4,, b,) 
ist nur erfiillbar, wenn 
b, — a, < Sb —n(r—1) 


~ 


1,2,-++,9 


ist. 


8 3. 


Mit Hilfe der Formel (15) laiBt sich ein Ausdruck herstellen fiir die 
Zahl [(2)']. Man erhiilt der Reihe nach: 


L(2)"] = [(3)] + (0)], 
L(2)*] = [4] + 210) @)], 
[(2)"] = [)] + 3[C) (3)] + 2[()"] usw. 
Durch den Schlu8 von i auf 7+ 1 soll nun die Richtigkeit folgender 
Formel bewiesen werden: 
(18) (2) = BOLE + 1) + BOLD) @—D] + BOL? G—3)] + -- 
se BY [ (1-1 — 2m + 38)| + BM (1) — 2m + 1)] +--- 
m) — 1 —2m+1 (i+1)— 
i" = i+1 ( m ) 


Die Reihe ist fortzusetzen, solange es die bei Anwendung der Formel (15) 
geltende Regel (16) gestattet. 

Fiigt man niimlich jedem Glied den Faktor (2) hinzu und wendet 
dann auf jedes Glied der rechten Seite die Formel (15) an, so erhalt man: 


L(2)'**] = BO [G+2)] + (BO+BO}(DO] + (BO+B)(0)PC—2)]+ -- 
sae + Fe 1) + Bm} |(1)™ (i— 2m + 2)] + a 
= CY, lé+2)] + CHG) @] +--+ C8910)" @— 2m +2)] +--- 

Es ist nun 


On) — Be-9 + Re — Sets (ott) + See (C4 





i+1 m—1 i+1 m 
—'-2m+?2 (' + *) =— Bm 
i+2 m é+1° 


Die fiir [(2)'+'] gefundene Formel geht also aus Formel (18) hervor, 
indem man in dieser 7+ 1 statt 7 setzt. 
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Ist i = 2n — 2, d.h. ist die Zahl der Bedingungsgleichungen gleich 
der Konstantenzahl des Strahls, so ist das allgemeine Glied auf der rechten 
Seite der Formel 


2(m— m)—1 /2n —1 ¢ P ; 

el. ( = ) ("2x —2m— 1). 
Die Anwendung der Regeln (16) und (17) auf den Klammerausdruck er- 
gibt, daB alle Glieder 0 zu setzen sind, mit Ausnahme des Gliedes, fiir 
welches 


m=n—1 
ist. Es ist daher: 


‘)\2n—2) __ 1 2n—1 a~-t} 1 2n—1 
(19) (2)? j- oa (, a ces | MP 
Um die Zahl [(1)*(2)'(e)] zu berechnen, wo ebenfalls die Zahl der 

zu erfiillenden Bedingungsgleichungen gleich der Konstantenzahl des 
Strahls, also 
(20) 2A+i+o—1=2n—2 
sei, fiige man jedem Glied der Formel (18) den Faktor (1)*(@) hinzu. 
Das allgemeine Glied auf der rechten Seite ist dann 

—aert( tt 

 §+1 \m 
Wendet man die Formel (17) auf den Klammerausdruck an, so ergibt 
sich mit Riicksicht auf (20), daB alle Glieder gleich O zu setzen sind, aus- 
genommen das Glied, fiir welches 


) ("+4 (@) G—2m + 1). 


m=A+t+i—n4+1 
ist. Es ist daher 


7 9\i 1 —2 +1 J 1 2i4-—n+i ‘C ‘ ; 2 
[ay @y = A (FE) aye @n—2a—i- 18], 


wo m=A+i—n-+1 ist. Nach Formel (15) ist aber 
[(1)24-" +41 (2n —24 —i—1)?] =[(1)"-"] = 1, 


so daB man erhilt: 


(21) (1) 2) (ey] = FREE (TY) = (' i os 


m m 2 


t—1 i—1 
na ——— 3) ~ (; — ) ; 
Setzt man A= 0; i= 2n—2, so kommt man wieder auf Formel (19), 
welche ein Spezialfall von (21) ist. 
Die Gleichung 


ior. (0:) 


nN - 
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gestattet eine doppelte geometrische Interpretation. Die 2n—2 Gleichungen, 
welche das Symbol [(2)?"-?] enthilt, seien: 
Qty + ar, + + alz, — ty + Aa, +--+ Bay | 
aly + ayy t+ + ayy — BLY + BY yy ++ + BOY | 
¢=1,2,---,2n—2. 
Auf diese Gleichungen kommt man, sowohl wenn man den Strahl 
f= aX + hy, (k=0,1,---,m) 
die 2m — 2 gegebenen Riume [n — 2] 
AO = mF + m8 +--- + 0,8, = 0 
BO = B,& + Be +---+ B,&, = 0 


schneiden lift, als auch wenn man dem Raume [n» — 2] 


dob + 2,8 +--+ 4,6, =9, 
Yoko + mb +--+ 8, = 9 
die Bedingung auferlegt, die 2n — 2 gegebenen Strahlen 
E=a +A4B (i=0,1,---,n3h=1,2,---,2n—2) 
zu schneiden, so daB der Satz gilt: Die Zahl der Strahlen, welche 
2n —2 gegebene Riiume |x — 2] je in einem Punkte treffen, ist gleich 
der Zahl von Raumen [xn — 2], welche 2n— 2 gegebene Geraden je in 


ju 3,3,---90—9 


einem Punkte schneiden. Beide Zahlen sind _— fF Ks tritt hier 
das Prinzip der Dualitit auf. 

Die Anzahl (21) hat a. a. O. § 5 bereits Herr Schubert berechnet. 
Sie bedeutet bei ihm die Zahl der Strahlen, welche die zusammengesetzte 
Bedingung (n — 2, )***~*(a, @) erfiillen. Die von Herrn Schubert an- 
—a (“ +a 


a 
gegebene Zahl —— 


+ ) geht in die in Formel (21) angegebene iiber, 
wenn man A=n—a;i=a+a—1 setzt. 

Da die Formel (15) Glied fiir Glied der Hauptregel von Herrn 
Schubert entspricht, so lassen sich mit ihrer Hilfe alle Resultate her- 
leiten, welche Herr Schubert mit seiner Hauptregel gewonnen hat, nament- 
lich auch die explizite Formel, welche in der Abhandlung: ,,Beitrag zur 
Liniengeometrie in » Dimensionen“ (Mitt. der Hamb. Math. Ges. Bd. II 
1892) fiir die Anzahlen des Strahls im -dimensionalen Raum _be- 
rechnet wird. 

Die fiir das Symbol |[(2)?"-*] berechnete Zahl ,- 2 ae tritt 

2n—1\n—1 
auch bei einem invariantentheoretischen Problem auf.*) Sie gibt niimlich 


*) Siehe D. Hilbert, Uber Biischel von biniren Formen mit vorgeschriebener 
Funktionaldeterminante“. Math. Ann. Bd. 33, 1889, S. 229 If. 
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die Zahl der Involutionen x‘ Ordnung mit 2” — 2 gegebenen Doppel- 
elementen oder die Zahl der Biischel von biniiren Formen n** Ordnung 
mit vorgeschriebener Funktionaldeterminante an. Um die Ubereinstim- 
mung in dem algebraischen Charakter der beiden Probleme zu erkennen, 
betrachte man z. B. die Gleichungen, welche fiir » = 4 in dem Symbol [(2)*| 
enthalten sind. Sieht man in denselben statt der « und y die Determi- 
nanten der Matrix 

|| Hoy Xi, ° +, Ly | 


| Yor Yo * 9 Yn | 


als Unbekannte an, so erhialt man ein Gleichungssystem von derselben 
Art, wie es in der Arbeit*) von Herrn Brill auftritt, wo eben jenes 
invariantentheoretische Problem fiir » = 4 algebraisch behandelt wird.**) 


Tiibingen, Marz 1904. 


*) ,Uber biniire Formen und die Gleichung 6. Grades“. Math. Ann. Bd. 20, 
1882, S. 330 ff. 

**) Ebenso tritt bei der Anzahlbestimmung [(2)*] =5 der algebraische Zusammen- 
hang zwischen zwei Resultaten klar zu Tage, von denen in einer Notiz im 26. Bd. 
der Math. Ann. 1886 S. 154—156 Herr Fr. Meyer (,,Uber die elliptische Kurve 5. Ord. 
des Raums von 4 Dimensionen") spricht; es handelt sich um eine Kurve, welche fiinf 
Hyperfliichen 2. Ord. im 4-dimensionalen Raum gemeinsam haben. Die Ordnung 
dieser Kurve ist gleich der Zahl der Involutionen 4. Ordnung mit gemeinsamen Doppel- 
elementen, niimlich gleich 5. 
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Sur les fonctions cylindriques. 
(Extrait d’un Lettre adressée 4 M. Niels Nielsen, 4 Copenhague.) 


Par 


N. Sonim, & St. Pétersbourg. 


L’étude de Votre excellent ouvrage*) m’a inspiré quelques con- 
sidérations sur les intégrales définies contenant les fonctions cylindriques 
que je vais soumettre dans ce qui suit & Votre approbation. 

1. Dans mes Recherches sur les fonctions cylindriques**) que Vous 
avez eu la bonté de citer plusieurs fois dans Votre Livre, j'ai déduit 
la formule 


n+1 
said QO. q . m m ee 
(1) Jmtntt(ag) = mages i lh ah a 


que Vous employez au § 102 pour la sommation de la série 


r= 


> a,S't841(2). 


n=0 


J’ai trouvé cette formule en partant de l’expression de J™(x) par 
lintégrale définie 


oo) 


ea . a 
: a\m 1 |G Ot"? scart dr 

(2) J™ (x) = (*) . xf (epra* ’ R(m) >-— 1. 

Maintenant je pose la question: qu’est ce qu’on peut conclure par 
rapport a la fonction F(x) de deux variables 2, m, lorsqu’on sait 
qu'elle satisfait & l’équation analogue a (1), c’est-a-dire lorsqu’on a 

*) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. 1904. 

**) Math. Ann. XVI, 36. 

***) Cette formule est déduite plusieurs fois dans Votre ouvrage, a savoir: 
formule (8) § 68; un cas particulier formule (2) § 68, od » = — m— 1; formule (3) 


-1 


§ 32, ot par mégarde Vous avez écrit (cos g)"~* au lieu de (cos ee. 


Mathematische Annalen. LIX. 34 
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n+1 . 
(3) F™+"+1(aq) os Pre meen | PM caant'(at—2tan? 
0 


On voit tout d’abord que lorsqu’on connait une fonction qui satisfait a 
cette égalité, on peut en former une infinité d’autres qui ont la méme 
propriété. I] suffit en effet de substituer gt au lieu de q dans l’égalité 
(3) et de la multiplier par 

o(t) 


pmtnti 





pour voir que les fonctions 


F™ (at F" (at 
>= ot, f we? a(t) at 


a 





ont la méme propriété (3), oa o(¢) désigne une fonction arbitraire de ¢ 
et la sommation s’étend aux valeurs quelconques de ¢, pourvu que les 
expressions ci-dessus soient convergentes. 
2. Je vais maintenant déterminer la plus simple solution de ]’équation 
(3) qui se réduit & une puissance avec un coefficient. Posant donc 
F™(2) = A,x?™), 
nous aurons de l’équation (3) 


a 
n+1 


( a ee ieee ™ 1 m 2 2 . 
An+n41(@9)? TD es 2"TI(n)a™ tnt A, q°' » fam +9™(a?—a*)"da, 
d’ot il suit immédiatement 


p(m+n+1)=g(m)+n+1, 


ou 
p(m+n+1) — (m+n+1) = p(m) — m = const., 
de sorte que 
y(m) = m + 2k, 


k étant une constante. 
Pour cette expression de g(m) l’égalité précédente donne 


a 
M+n+14+ 2k __ An = 2m+2Zk+1/p2__ p2\n 
Ansnyit jon mown f (a x") dz. 
0 


Pour la convergence de l’integrale il faut et il suffit d’admettre 
m+k+1>0, n>—1 
et alors légalité devient 


A qmensi¢ ak Ama "tt TH(m+k) T1(m) 
, , : m+n+l 2"t1T1(m)  T1(m+n+k+1)’ 
ou Pon obtient 


Ansnsi i (m+n+k+1)2m+"+1 = A TT(m+k)2™ = const. 
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En désignant la constante par o(k/), on aura donc 





‘m o(k) ; 
F(a) = Tm” @* m+k+1>0. 


On conclut de la que la propriété (3) appartient aux fonctions 


¥ 
m va o(k)x we sar o(k)a** 
F™(a) = (5 -) Siti dk, F™(a)= (5) TT (m-+-k)’ 


ot la somme s’étend aux valeurs quelconques de k > — m — 1. 





Posant k =1 +s, 6(k) = wig +5’ on aura en particulier 
prs 
m+2t % ee — (5 " 
(4) F*@)=(3) THT) tipa? MTEtI>O. 


Pour 1=0, p=0 cette fonction devient J"(x); pour p= =, [= = on 


obtient la fonction que Vous avez cosidérée au § 18 (p. 54) et désignée 
Z"(x): Votre formule (6) au § 32 (p. 95) n’est done qu’un cas particulier 
de la formule générale (3) applicable a cette fonction; enfin pour 


p=l—2—", m=v 


la fonction (4) ne différera que par un facteur cos ~ 3 (@—¥) de la fonction 
que Vous avez désignée TT’¢(x) et nommée ein de Lommel. 

3. En multipliant légalité (3) par a™+"+? a 4 da et Vintégrant 
par rapport 4 a de 0 jusqu’a b, on aura 


_— age (aq) am+n+2(5?_— a®* da 


n+1 a 
— ee 2S —— 2. 42\p J m Mm +1 (72 __ »2\n 
pola fet a®)? da | F™(qx)a™+!(a*§—2*)"dax 


= ore nf Pen atdg fioey ear da. 
L’intégrale 
6 
Jf (@—a?"(—a' ra da, n+1>0, p+1>0, 


34* 
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en y posant 
a? = 2? + y(b?@—2%), 
se réduit a 
1 
y @—atyrrest f y(1—y)P dy 
0 
— 12 TM) Mr) (b?—a3)nte+1 


2 1(n+p+1) 
et la formule précédente devient 








6 
1 ° 
—_— Fmtntt(qg) a™t+"+?(b2?—a* da 
Fig, Peart —ey 
. 
” ‘ode im m +1 }? 2\n+p+1 1 
=-_ FF ineipiD F™ (xq) a" *1(b?—<2?) dz. 
Or, le second membre de cette égalité, en vertu de l’équation (3), est 
égal a pmtntpt?2 , - 
a — Bo 9); 


par conséquent, cette égalité devient 
6 


p+ 
Fntnteti(bg) Sait ran, f Pag) am+"+2(b?—a*)Pda. 
0 


Le resultat de cette analyse peut etre formulé ainsi: 

Lorsqu’on donne une valeur constante queleonque a m et qu’on choisit 
arbitrairement la fonction d’une variable x pour F™(ax), la formule (3) 
servira a former une fonction F™+"**(a~) de deux variables x et m+n+1>m 
qui possedera la propriété exprimee par Vequation (3), o& m est supposé 
variable. 

Posant, par exemple, F(x) = Aa™*+**, on aura 

TH(k-+m) 

2” tT (k 4+ m+ n-+1) 


dou, en admettant m-+2+1=—yr>~m, on trouve 


F"t*+1(aq) = A (ag)? t*t!+2, k+m+1>0, n+ 1>0, 


+(q) — ARTE) oan . 
F (x) 2” TT (k+ ») x ? v>m, +v+1>0, 


ce qui s’accord avec le résultat précédent obtenu d’une autre manieére. 
4. Pour n+1>0 on a cette formule de Cauchy 


a” 1 A dr 
an Sgeeero 7 __ ' Rik 
TT () af (k rit)? a - V0, (k) > 0, 
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lintégrale s’annulant lorsqu’on y met — a au lieu de a: On aura donc 
~ —z : (a*§—2*)" 
fe = (k+ré) dr = a (2a)” TT(n) pour zx < a, 
v4 . n\n 
J. (k-+ri) 0 pour «><a, 


En vertu de cette formule l’égalité (3) prendra ‘la forme 


oD o 
n+1 a — x P 
y 1 ———— ere dr 
(5 Fetnti(g — : ae [v- x gmti e 2a ~A 
\ ) ( q) 2aa™t) (q ) : (k+ri"*} 


0 —@ 


ao a 
n+1 a ‘ k+ri 
q J yktr) dr [i Looe * 
= -*-— e - F(qz)a*t'e %* dz 
6 m+1 . n+1 " 
20a (k-+1r4) y 
—@ 


Il suffit done de connaitre la valeur de lintégrale 
[F-(qz)ae-*dz, — R(h) > 0, 
0 


pour une certaine valeur de m et la formule (5) nous fournira |’expression 
de F(x) pour v>m. 

Légalité (3), étant multipliée par a™*"+?e-"“da et intégrée par 
rapport a a de 0 jusqu’a oo, donne 


wo 
[ Fe+"+3(aq) amtnt? e-ha da 
e 
0 


i) 
n+1 


a 
ae see —ha? m(, m+1 2_ y2\n 
atrin,f ° ada F (aq) at! (a®—2*)" dx 


io} 


n+1 - 
= fa, F* (aq) a" dx fe (at—at ya da 
0 


x 


2h 
0 


Cette égalité peut étre écrite sous la forme 


2h n+m+1 * 
=) _[Botett(eg)amtnttet# da, 
0 


- (=) [Fm (aq)a™+e-'* da, 
° 
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doa l’on voit que l'expression 
() [Fea gmt ght dy 
0 


ne change pas de valeur lorsqu’on augmente m. En supposant q réel et 
positif et posant xq = y, on transforme cette expression en 


«© 
h 


1 /2h\™*! -=9 
2h Cs) [Progr vi dy, 
ry 
dot lon voit qu'elle a la forme = y (4), la fonction v(x) ne dépendant 
pas de m. On aura ainsi 


v 


6 F™(qa) a+ e-** dx = —1- t) 
6) fP@ dz = a ¥ (2 
0 


et la formule (5) donnera 


m+n+1 ° a k . 2 
m+n+1 eet. Db errr ( 2aq" ) en ae 


- 
—@ 


q 


» 
~ 


ou lon peut remplacer a par 2a, q par 


Lorsque la forme de la fonction de deux variables F'(a) est établie, 
la formule (6) fournira la fonction ~(x) pour une valeur particuliére de m. 
Pour la forme (4) de la fonction F(x) on aura 


s=@ 








le 21 
2) = (= ss Me 
v(at) = (5) 2 Prise 7 (a) W, (@). 
Posant 
\ (2 2p — 2p s=@ (a? 
on aura 
, gf? x ; 
y (x) = 2?-it}(p—1) 2 (x), 


d’ou l’on trouve pour p > 0 


xz 


e 4 e = 
9(«) = 2? (p—1) fe y??—*dy. 


0 
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Cette formule fournira aussi la valeur de g(x) a la limite p = 0, lors 
qu’on écrira 


x x 
2 a a 
( te ; ly? e § A 2 2 ‘| 
zt) = —— e* dy®? = -_ e4 g?P — Pd-e4 
9) = sony | = BG A in 
0 0 


d’ot lon trouve, en passant a la limite p = 0: 
mi 
g(a) =e 4. 
Posant dans l’intégrale qui represente g(x) y= xt, on obtient 


1 


nn 2 x\*P -< = 7-1 dt 
9 (x) ‘ae T(p— 1) (5) € € ? 


d’ot Von conclut 
2 _ i=? 
Wy (x?) => rata, f° 4 t2p—-1 dt 


~ Bt 
1 oe = 
= nan, ° “(—ttdt, — p>o. 
0 


Lorsyue p <0, désignons par g un nombre entier tel que p+g>0 
et nous pourrons écrire 


oS jae ? 2p+2g _ ps 
* (3) 2 Paayatt (3) > Fr ia 
- (3)” > _ (—2* 


<2" T1(p+8) 


1 
49 Spt+2g _ 2 7? wf 
+e (Fe J ne 
0 
dot Von obtient 
1 


s=g-1 1-2 
2) — > WE ws A 2(—a"f e i 2 {2P+29-1 dt 
HC) 2"TH(p-ts) > Tp +9—1) 
0 


s=0 
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En nous bornant au cas p>O, nous aurons pour la fonction (4), en 
appliquant la formule (7): 


1 o 
m+2l I hae 2e 
2 TT (p —1) 2x keri titt 
0 —-e 
1 


t m+t + 22 
_ (24 2 J™*!(aqVi—#) jop-1 
— (4) nen) (yvi—e)"*! t??-1 dt, 


ce qui pour ¢= sin @ reproduira Votre formule (1) § 32. 
5. La formule (1) s’est presentée dans mes Recherches --- comme un 
cas particulier, pour z= 0, de la formule*) 


(8) qmtnti q” zg” dilitiee (aVq?+ 2*) 
. (Va? 22)™t"+! 


=f Jm(qa)am' ym (Va? — x) Va? — z*)"dz, m>—1, n>—1. 
0 


Cette formule definit presque complétement la fonction analytique J™(2). 


En effet, qg et z étant quelconques, nous devons admettre que dans un 
certain domaine la fonction 


rena FEP) 

(Var atte 
sera développable en série procédant suivant les puissance de q*, ce qui 
conduit a cette forme de la fonction J™(q): 





ma (See 


En divisant légalité (8) par g™2" et posant q = 0, z=0, on aura 
Am+ntt a Am. An, 
En substituant ici successivement 
m+n+1, m+ 2(n+1),---,m+ (p—1)(n+1) 
au lieu de m, on trouvera aisément 


Az+ro+h — An(As)?, 





*) Votre Livre, p. 181, form. (7). 
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dod il résulte pour » = 0 
Ag+? = A( Ad)? 


s . . pe 
et pour n+ 1 = p? ous est un nombre entier positif, 


(ay ~') 
Ag+? = Ap(Apy’ = Ag Ae ; 
Cela nous donne 
Ag = (49), 
dou il suit définitivement, en posant A? = a, 
Am = (Adm +t gn), 
Pour z= 0 la formule (8) deviendra 


Y wa ott 


qn te+t Jeteti(gg) — "FT [o (qx)a™+1(a? —a*) "daz, 


et la comparaison des termes en g”™*+”"*+!+?* aux deux membres de cette 
égalité donnera 
Are = Q" 2m. 


dod il suit 
Am +n+1 AM 
+. Ts = a FI = 
gh tnt? gti A,, 


ot A, ne dépend pas de m et A, = 1. 
On aura donc 


s=@ 


J™(q) = (4)" gee 2 22° —. 


Lorsqu’on introduit cette expression dans l’équation (8), on sera conduit 
a l’égalité 

A(¢+2t) = 4,472", p+g=s, 
qui donne 


i. Pi) -A (p+9)!_ 4.4 


ptg pig! Pp g? 
dow il suit 
A,: s! = (A,)° one B**. 
Si lon pose maintenant « = Af, on conclut que la fonction analytique la 
plus générale qui a la propriété exprimée par Vegalité (8) est 
an+1pJ(B2), 

ou B, A sont deux constantes arbitraires. 

6. En multipliant légalité (8) par e~**q™*'dq et intégrant les deux 
membres entre les limites 0 et oo, on aura (§ 53 de mes Recherches): 
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m+n+1 yn {Ge p— hg g2m+1 J 
*)  Verapren SOT 


-fo (2 Va? — x") (Va? — a?) gmt ax { om (qx) e~*¢ q"t'dq 
0 


= I J* (2 Va? — x*) (Va? — 2*)"e “i a 


(2 hy” +1 da 


= nf. J" (2 Va? — 4hy) (Va? —4hy)" e-4y™ dy 


ou l'on a posé 2? = 4hy, en supposant h réel. 


Nous supposons maintenant h trés petit et décomposons la derniére 
intégrale en deux autres, a savoir 


=. # 
4Vh 4h 
+f 
% 
4Va 
Soit z=u+vi, 2=u—vi. En appliquant toujours le premier théoreme 
de la moyenne, nous aurons 
@ 
4Vh 
1 


a 





4Vh 
J a eet ae Mk (Vi—eya)” f e-ryndy 
2” 2] . 


at 


- i 
Pe if eat 1—6'Vh) ee (aV Ovi" fervray 








= "{azn(1—yh)} , J” {az'n(1—yh)} intial 
if 7 2n(1—Vh) }” ° { az’n (1—YVh)}” fe y™ (a —4hy) dy 


1 | I*fasn (1—Vh)} "fae (1—VO)} (vymcq2_ahyyr 
+3] Teeth  leracypye f CoO Aoray, 


a 
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oi 9, 0’, n, y sont contenus entre 0 et 1. Remarquant maintenant que 
. cea a a? a® 
g— Uaggm a 
la fonction e~’y” diminue toujours entre iVi eb an lorsque h est assez 
petit, nous aurons 


4h 
> 


oo 2 \™[a2(y_yh)tt 


Nous avons effectué ce calcul pour pouvoir passer a la limite h=0, 
ce qui nous fournira, en vertu d'un théoreme connu de Dirichlet, 


m+1 in ® m+n+1 2 7) 
(9) J"(az) = a r a ay 


2m+1 1 
‘ ¢ ao 
2™ TT (m) $ (V+ gym tntt vi q; 


lorsque Vintégrale est convergente. 
; , 1 
7. Posons en premier lieu »+m-+1—=— et remarquons que 
1 
- 9 
J? (2) = y= sin z. La formule (9) devient, lorsqu’on y change m en — m, 


1 
m— 


m— : 3 2 . i . 7?) 
10° a. = / sin (V4 +2 1—2mq] 
( ) J (2) 2-™TT(— m) Vi, Ve+2? 4 od 


ot il faut admettre pour la convergence de l’intégrale 0< m< 1. Nous 
choisirons celle de deux valeurs du radical dont la partie réelle est 
positive et nous poserons 
Ve+teFe=y, 
ot le signe devant < doit étre contraire a celui de la partie réelle de z, 
de sorte qu’on ait y= 0 pour q=0. Lorsque z = u + vi et qu’on admet 
y=U-+ Vi, on aura 
g = y(y+22) = U?— V(V+2v) + 2i(U V4 Vut+U»), 
d’ou il suit 
UV+Vu+Uv=0, 
ou 
(U+u) (V+v) = uv. 
On voit done que le point y décrit une branche de l’hyperbole équi- 
laterale qui passe par l’origine des coordonnées et a pour asymptotes 
deux droites menées par le point — z parallélement aux axes. 
La formule (10) devient par l’introduction de la variable y: 


m— 


1 
1 2 > 
The 3 ] sinyts)dy 4 
@) F'@-nas We, ete O<m<i. 
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Cette intégrale est prise le long de la branche de l’hyperbole; mais on 
peut remplacer ce chemin par un autre composé de l’axe réel et d’une 
droite menée a l’infini parallélement a l’axe imaginaire entre l’axe réel et 
Yasymptote de Vhyperbole. L’intégrale prise le long de cette derniére 
droite (ok y=co+Vi et V prend les valeurs de 0 jusqu’a + v) étant 
évidemment égale 4 zéro, nous pouvons admettre que la variable y dans 
lintégrale (11) reste réelle. 


1 
En divisant la formule (11) par ze * et posant ¢=0, on trouve, 


«o 


oH 4 d _ ) 
ie W—m) Vx, O<m<l, 
e 


y o2m ee 7) 
2 T1(m 3 
0 
m 
oi, en remplagant m par ,, 
a d n(- 2) 
J - = V2, O<m<2, 
p y 2" TT — ) 
0 


L’intégration par parties donnera 


@ ao 


) > n(—"#*) 
cosy dy sin y dy 2 = 
=F == m ff - = m —-_——_—— a O0<m<l. 
jy y™ . “yntt a+r () V : <a 
0 0 


On réduit aisement ces valeurs des intégrales d’Euler que nous avons 
obtenues en passant aux formes ordinaires 





. 4 re d > 
fRgtt—m—mycootye, [AREY T—msin, O<m<t, 
0 0 
a Taide des égalités 


TI(x—1) T1(—2) = TI(2— 1)1(«—>)= 2-22 TT (Q2— si 


sin — 
8. La formule (11) fournit la fonction asymptotique de a 2 (2) au 
moyen de |’integration par parties. 
Nous allons considérer lintégrale plus générale 


o = f Betewy, O0<m<il, n>O0, R(u)>0. 
yy + uy" : 





cr w 


oo Ge 
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En lécrivant sous la forme 


---f 1 ,4 fe eeaey, 
4 YT y 


nous aurons, en intégrant par parties: 





x i on < dy a 


u” y™ ( y + a “)” +1 y™ 


L’intégration par parties du second terme donnera de nouveau 


2D wo 
1 sin (y + 2) dy n F sin (y + 2) dy 
Qo=> — — ere d Eee 
of y” af : y” 
0 0 y 


, id dy  (*sin (yt2z)dy 
+ a(t) {7 = fof? = 
OO J ot0 ot at 


etc. et l'on aura en général 


1 sin (yt e)dy a uu" Wangs 
o = — 
2, f sou: ye 
0 


sad & 
a dy J sin (y+ 2) dy | 


+ du, (y+ uw)” y™ 
0 


y 


Pour calculer les coefficients rémarquons que l’intégrale multiple 


fe “f ‘s) sin (y + 2) dy 
aon ? 


qui peut étre représentée sous la forme 


sin (y, + 2) dy, 
fafafe fi J ( ae , 


s’évalue aisément au moyen de la formule de transformation 


6 4 


J dx [re y)dy “J wu free y) dx 


que l’on appliquera successivement. On aura 
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Ys 


sin y,t# dy, sin (y, +2) dys 
fe nf ( ae -f" ( a * fas 
Ys 


¥,—9 %s—9 


“sin (y, = 2) dy, 
7 yt™ es (¥,—Y,—3)> 
sin (y, +2) dy, sin Es zd Y, . 
fi fo Jf ( ee 8 ” in ( ats inn 
Ys—y Ys_g Y 


- ‘sin n(Y, + 2) dy, (Y, — Y,—- 3s) 
7 alas 2 


%s_3 


sin y,t% dy, ‘sin (y, + z)dy, (y,—y)* 
fom fiw of ( ee =f a ( ot ’ 
Ys_4 y ) 
enfin 
sin yt dy, 1 f sin(y, +2) dy, 
Sufi i ( eee ‘ — uf ( m ) . 
. ¥y; 
0 


On obtient ce résultat autrement, en réduisant les limites des intégrales 
& 1 et oo, ce qu'on fait en posant successivement 


Ye= Yo-thes Yor = Ysa hats * 1 a= der w= YA. 
On réduit ainsi iat dont il s’agit a celle-ci: 


ai, “sin (1, 4, ‘Ay 4) di 
Saf’ Maa gh dyes Agy)” ila 


qui est égale a 


“ah sin(atz)d’_ 1 "im (A+ 2) di 
. a, : 1 qm a 4” ? 
0 


ot lon a ‘on Ayags °° i =A. 


Posant 
fay f° my t)d9 _ o(4 2,8, m), 
0 y - 


~» 

















not 


en 
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nous aurons donc 


p(+2,8,m+s) = af sin (y + #) dy, 
0 


y 


D’aprés cela on détermine aisément la valeur de 


yp (+2 pomestm fa vf” sin (y + 2) 


yntet y, 


en remarquant que l’intégration par parties donne 
sin (y +- 5) dy sin (y+ #—) ‘sin ( sin(yts—2)a y 
fssee —s ym te— 1 +(m+s * y™te ? 
y 


d’ot lon trouvera 


y(+2,s,m+s—1) 
= —9(+-- 378—1,m+s—1) oo (m+s—1) 9 (+2— +78) m +8) 


1 a+e—1 “sin (yte—F) ay 
“gig "a ee icles 
0 
et finalement 


a 


eo. oa 
sin (y+2——)dy 
peamte nt ( 4, 


™ 


y 


0 
Remarquant que 


na sin (y+ 2 —— sin (yte—> dy 
sin(y +2)d ( =) 7 
/ ee y = ynte— 2 + (m + oo of ye 1 ? 


y 


on trouvera: 
y (+2,s,m+s—2) 


= —9(4+2— 3 8—1,m+s—2) tf (m+s—2) @(+2— =» 8, m+s—1) 
~[— 22 + @ete—9 Se 2) ay 
(s— 7 m , 


y 
0 
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ao 





2. bi 4 
sin (y+ 2—2-—)dy 
m — 1) (m — 2) ( =) 
9 (+4,8,m+s—2) = ene f ” 
0 
En continuant ainsi, on trouve 4 la fin: 
*. ba 
; ; )(m — i sin (yt e—s-5) dy 
py (+2,8,m) = =5> me A a ( ee 2) ae 
s: : y 
0 


Les coefficients du développement de lintégrale 


D 
— f setae 
vy yytu" 
seront done connus, parce que 


| sin wtady = TI (—m) cos (+ s—*). 
y 


0 


9. Pour transformer l’intégrale 


(k) 
a Sf pty [Ped 
du‘. a +)" y™ 


qui représente le terme complementaire dans le développement de I ’inté- 
grale w, posons 





®) sin(y+z)dy _ 
k 
J ” = ~(+2,k,m), 


et nous trouverons, en intégrant par parties: 
w(+e2,k,m) = v (47-3, k—1, m) + my (+2— =, k,m-+ 1), 
od Von aura, en vertu de cette méme formule: 
v(+2— +k —1,m) 
€ ™ © ‘ m 
— y(+2-2- ; ,k —2, m) + my (+2— 2.7 k—-1,m+1), 
(4+2- 37 kym + 1) 


= — y(+2—2-3,k—1, m+ 1) + (m+1) v(+2—2: km + 2). 
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En substituant ces expressions, on obtient 
v(+2,k,m) = v(+e-2- +k —2, m) ~ 2my(+2—2-5,k— 1,m+ 1) 
+ m(m+ 1) (42-2. Fok, m+ 2). 
En répétant le méme procédé, on parvient a la formule 


w(+e,k,m)—=(—1)"| v(+e—s- 37k—sm)—(1) my(+2—s-5, k—s+1,m+1) 
+ (5) m (m+ 1) v(+e—s- sk—8+2, m-+2) +... 


ao (*) m(m-+1)- -(m+s—1)¥(+e—s- 37k,m-+s)} 
que l’on démontre par l’induction complete. Pour s=k le résultat peut 
s’écrire ainsi: 
sin (yt2—k-2) 
»(+4,k,m) = (—1) gproeets 
s=k 
+ (— 1 >(- 1)" (<) m(m+1)--+(m+s—1) v(+e—k- 515m +8). 


s=1 


Mais nous avons déja trouvé une formule que l’on peut écrire sous la 
forme: 


Pa 


2 
(*)sin (y+ 2)dy _ J sin (¢ + 2) (¢— y)~ 


y (+ a, 5, m + 8) a y™*e gmte (s =e 1)! dt; 


y 
on aura done: 


sin (yte—* ®) 


= pecemennseiatmn 


w(+2,k,m) = (—1)'- 


.. ' 5 dae “4 — 
a / sin (' - k 2) Sy (—,")s(¢—yytete dt, 


s=1 
y 


ce qui se réduit a 


“i + —k-= snk 
%(+4,k,m) = (— wg [= { vid : 2 Sec) (t—y)* t*-* dt. 


y 
Mathematische Annalen. LIX. 35 
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Par conséquent l’expression de R, devient 


sin (tte—k- s=k —_ 
=(—11 £ fs fer BSen : )(t—yyrt-eat 


sin (tte—k-S e=k 
=—n(n+1)---(n+k— vfs tf ett fh ) Say (- *.. y)tt**dt 


s=0 


Le polynéme homogéne du k*™* degré 


S() Fy (t—y)*t*-* 


s=0 


peut étre considéré comme l'ensemble des termes du méme degré dans le 
développement du produit 


(1+¢'-(1+t—y)-™= ital 
=(1+?'-"— ™) (1+ th "y+(, ™) (1+) 2- my 
+(5")a+é-"(—y + 

dot l'on voit que le polynéme dont il s’agit sera égal a 

k—m)\ 4, (—m\ (k—1—m) 44 — m\ (k—2—mM) 4. 9.9 

C3") 0-4") (aa) 9 (4") a") Ott 

+? ry = y). 

Il est facile de voir qu’en vertu de la condition 0 << m <1 tous les coef- 


ficients de ¢*-*y* dans ce polynéme seront positifs, s = 0,1,2,---,k. 
Par conséquent, l’expression 


s=k 
1 k\ (—™m —_— 
Secor 
represente une fonction décroissante de ¢, dont les valeurs seront: | pour 


k—m ‘m—1 
t=y et ( k )=C1( k ) pour t = oo 
Nous allons maintenant appliquer le second théoreme de la moyenne 
qui consiste dans légalité 
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b g - 
So 9@ dt = 9(@) fv at + 9 J vidt, a<t<b, 


y(t) étant une fonction monotone. 
Nous aurons 


thedt. / = al ; ; S ( . ) ry (t—y)*t-* dt 
s=0 
y 


= cos (+2—k- =) [fast (fs) 
: tain eee) fet CT St) oars 


y y 





dot Von voit que lintégrale s’annule pour y = 
En faisant l’intégration par parties dans la anaes expression de R,, 
on obtient 


ao 


R= Nth oth af aS 





yttt ‘™ 


sin ( (tt2—K.-F $) s=k a 
ener wwf, + taf” Pr ) Sey 8 )(t—yy erat, 


s=0 





ou le premier terme est égal a 


Pg 


(m — 1) (m—2)---(m—B) ature ff whar-+ 3) dt 
ki dué ‘” , 
0 
. cest-a-dire au terme du développement de @ qui suit celui auquel nous 


avons arrété ce développement; par conséquent le second terme de l’ex- 

pression de R, est égal a R,,, 

e En supposant « et z réels et appliquant le second théoreme de la 

moyenne, nous pouvons affirmer que le second terme de R, est égal a 
35* 
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pate faf’ sin ( — ; 2) Sey(- "it _y)' th-#, 
s=0 


, fi. 
ot y’ désigne un nombre veil 3 inconnu. 

Si l’on applique le second théoréme de la moyenne immédiatement 
& expression 


R,= —n(n+1)-- 
(e+ —k. —— 
sestn feral ¢: it 5 (F) ("yy teat 
on aura 
na sebasettn f aa IS Ere aes 
sin (¢-+-2—k ee 
[AAD cna 
0 


ot, en vertu du méme théoréme, 


. ») ox 
[PSO vee 


s 


wo 


_ [ene ff 2) ap ’>é>0, 


£ gr 
Ss 


de sorte qu’on trouve finalement: 


a-—S222 SS -»)| / pc “ 3) dt 


unt 
kom "in (Ut2—2-4) ‘J 
( k ) 
e 


L’expression de R,,, s’obtient de la en remplagant & par k + 1. 
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Nous pouvons donc écrire aussi 


Rae tar finer 3) dt 
e 





kt dué 
0 


yr teti m 


__ n(n-+1)- sete feo 


fee 
0 


Lorsque wu et z sont complexes, on trouvera d’une maniére analogue que 


Rw RED prt { Acs (+s—E- +) + Bsin(te—k- 2} 


yt 





ov les coefficients A et B restent finis pour wu = oo; la fonction décrois- 
sante, dont on fera usage en ce cas, sera > yew t- 


En récapitulant les résultats, nous aurons 


a 


> s=k—-1 

a sin a (y + + 2) oF m—1 a’ u 7 noon “2 

~— [{* Pa ee = TT(— m) 2 9 joe ee (+2 x) + R,, 
0 


O<m<l1,n>0, R(u) > 0- 


10. On peut obtenir ce développement d’une autre maniére, en trans- 
formant l’intégrale par la méthode de Cauchy, savoir en y substituant 


© 


ee 
— 1 fw pnt gy 
TI(n—1)u” 
0 


au lieu de ————.- On trouve alors 


ar 


° t 
mtg fcietae fo vn (ytz)y "dy, 
0 0 








k 
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ot l’on a 
oe 


t 
ferrin (y+e)y-™dy 


0 


Ned o 


ms fete (EO My mayer [ELEM nay 
0 0 
= BEM feta heen (Ln 


= 3 M—m) { (#+-) ‘(atey te (++-"F) (1- “He 


u 


Done 


mame f eae EN oH 
0 


mn 


tet Mae | ae 


u 


Cette intégrale existe pour R(u)>0, n> 0, quel que soit le nombre m. 
En y portant les développements 


(xs 
1 
s=k-1 L : 
SOE DCE VED wr ate ae 
s=0 
0 


sn, 
= 


‘ ’ + , 
ot (+7)/*=(—1)'e * , on retrouve le développement de o avec cette 
expression du terme complementaire, a savoir 


cs) 1 . 
. = elf cnet td frown F9'( 3 ae 
0 0 


+ e (+--">*,) i (1 a, 


u 








du. 
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En supposant u et z réels et appliquant le premier théoreme de la moyenne, 
nous aurons 


@ 


m—k : - 
Bema y) fete ee) (1 am 
0 


sor} (1 Hee las 








0<W< 1, ot lon peut appliquer le méme théoreme de la moyenne, 
surtont lorsque m<k +1, et nous obtiendrons 





m—k-\ . Cy oe 
ee i 


m— 


4 Py (++- m) (1 4 ; 





O<u"<1, 0<t< co. Nous concluons de la que 


k 


ee aete ("g ){ 4xe08(e—"5 x) +B sin(te—"F “al, 


B, TI(n—1)u"*# 


m—k—1 
» ou 





ou A, et B, sont moindres en valeur absolue que 1 +e"! 
simplement 1 lorsque m<k + 1. 

Cette seconde méthode de touver le développement de w est beaucoup 
plus succincte que celle que nous avons exposée précédement; mais elle a 
un grave défaut: c’est qu’elle exige nécéssairement l'emploi des imaginaires 
lors méme que » et z sont réels. 

11. Revenant a la formule (11), nous trouverons aisément la fonction 


asymptotique de J"(z) pour — . <m< = Remarquant maintenant que 


Jmti(g) = — 2 _ , 

nous trouverons l’expression de J™+'(z) par deux intégrales du type et 
par suite la fonction asymptotique pour J™*+'(z). Enfin les formules qui 
servent a exprimer J™+?(z) au moyen de J™(z), J™**(z), p étant un 
entier positif, (votre Livre, § 11, formules (4) et (5)) permettront de trouver 
la fonction asymptotique pour J"™+?(z) et de conclure comment se com- 
porte cette fonction, lorsque la partie réelle de z augmente indéfiniment. 
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On conclura alors que la formule (9) aura lieu pour » > m — - ,n>-—1, 
m>—1. 

J'ai développé en détail un exemple de l'emploi de la propriété 
cearactéristique de la fonction J™(z) exprimée par l’égalité (8). Si on 
multiplie cette égalité par J™(qb)qdq, qu’on l’intégre entre 0 et 7 et 
qu’on passe a la limite 7 =o on retrouve ma formule générale a, etc. etc. 


St. Pétersbourg, le 6 Mai 1904. 
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Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen. 


Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


In der unter obigem Titel in Band 57 dieser Annalen erschienenen 
Abhandlung habe ich mit Herrn W. Stekloff die Entdeckung des Theoremes, 
welches ich dort als Fundamentalsatz der Fourierschen Konstanten be- 
zeichnete, Herrn Liapounoff, den ersten in vollstiindiger Form veréffent- 
lichten Beweis aber mir selbst zugeschrieben. Neuerdings erhielt ich nun 
durch die Giite des Herrn de la Vallée Poussin eine von diesem im 
Jahre 1893 veréffentlichte Note ,Sur quelques applications de l’intégrale 
de Poisson“*), in welcher man nicht nur den Fundamentalsatz aufgestellt 
und bewiesen, sondern auch seine Anwendung auf die ,,.Integration der 
Aquivalenzen“ findet. (§ 7 meiner Arbeit.) Ich méchte hiermit die Prioritit 
des Herrn de la Vallée Poussin ausdriicklich anerkennen. Bei dieser 
Gelegenheit sei es mir gestattet, auch die neueren Beweise zu zitieren, 
die Herr E. Fischer in Band 15 der Monatshefte fiir Mathematik und Physik 
fiir den Fundamentalsatz gibt, sowie die weitgehenden Verallgemeinerungen, 
welche Herr W. Stekloff in den Mémoires de l’académie de St. Pétershourg, 
t. XV, série VIII veréffentlicht hat. 


Ziirich, Anfang Juni 1904. 


*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XVI. 
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Das Ostwaldsche Prinzip vom Energieumsatz in der Mechanik. 
Von 


Moritz Réruy in Budapest*). 


1. Herr Ostwald hat das folgende Prinzip ,des gréBten Energie- 
umsatzes“ aufgestellt**): 

Unter allen miéglichen Energiewmwandlungen wird diejenige erfolgen, 
welche in gegebener Zeit den griften Umsatz erlaubt. 

Unter méglicher Energieumwandlung wird diejenige verstanden, welche 
mit der Erhaltung der Energie und mit den Bedingungen des materiellen 
Systems vertriiglich ist. 

Dieses Prinzip wurde von Herrn C. Neumann einer naheren Unter- 
suchung unterworfen, unter der beschrinkenden Voraussetzung jedoch, daB 
das gegebene materielle System zu Anfang sich in Ruhe befindet, und 
daB die von dieser Ruhelage aus beginnende Bewegung nur wiahrend ihres 
ersten Zeitelementes in Betracht gezogen wird. Er gelangt zu folgendem 
Satze***); 

yin beliebigen Bedingungen unterworfenes materielles System be- 
wege sich unter dem EinfluB gegebener Kriafte, die ein Potential besitzen.“ 

»Befindet sich dieses System zu Anfang eines unendlich kleinen Zeit- 
elementes t in Ruhe, so wird unter allen mit jenen Bedingungen und mit 
der Formel des Prinzips der lebendigen Kraft vertriglichen virtuellen 
Bewegungen eine vorhanden sein, deren lebendige Kraft zu Ende der ge- 
gebenen Zeit t am griften ist. Diese letztere wird alsdann diejenige sein, 
welche unter dem EinfluB der gegebenen Kriifte wihrend der Zeit t in 
Wirklichkeit eintritt.“ 

*) Die Originalarbeit ist in ,,Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité, 
Budapest 1903 erschienen. Dieser Aufsatz unterscheidet sich von ihr durch aus- 
fiihrlichere Beschreibung in mehreren Punkten, ferner durch den Ausbau der For- 
mulierung des § 2 mittels Einfiihrung des in Nr. 8 (pag. 566) definierten Fundamental- 
systems. 


**) Allgemeine Chemie, 1892, Bd. II, Teil I, S. 36, 37. 
***) Berichte der k. sachs. Gesell. d. Wiss. 1892, Bd. 44, S. 187. 
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Die Herren A. VoB,*) Victor Zemplén*) und E. Férster***) 
unterwerfen das Prinzip einer weiteren Untersuchung ohne die beschrin- 
kende Voraussetzung des Herrn Neumann. Indem sie das Prinzip ahn- 
lich formulieren, wie dieser, finden sie, daB es zur Beschreibung der 
mechanischen Erscheinungen sich nicht eignet, was die Herren Vo8 und 
Forster zu einer sehr verinderten Fassung des Ostwaldschen Prinzips 
veranlaBt: bei der iiblichen Bezeichnungsweise soll naimlich der Ausdruck 
einen extremen Wert annehmen, wenn Systemlage und Systemgeschwindig- 
keit gegeben sind und wenn fiir die zu vergleichenden Systeme der Satz 
von der lebendigen Kraft giiltig ist. 

Bei all diesen Fassungen des Ostwaldschen Prinzips werden die Ge- 
schwindigkeiten resp. Beschleunigungen der Systempunkte variiert, waihrend 
bei Ostwald davon keine Rede ist. Wohl setzt letzterer nur in einem 
sehr speziellen Fall auseinander, wie er sich die Anwendung seines Prin- 
zips vorstellt; eine naihere Analyse der Behandlung dieses speziellen Falls 
zeigt aber, wie wir sehen werden, daB die Lagen auf spezielle Weise zu 
variieren sind und die Variation der Geschwindigkeiten nur in zweiter 
Reihe als Folge der Variation der Lagen in Betracht kommen. Die Fub- 
note auf 8. 37 besagt, daB das Prinzip eigentlich nicht neu, sondern nur 
ein verinderter Ausspruch des Prinzips der kleinsten Aktion sei, was 
auch ein Beweis dafiir ist, daB die Lagen zu variieren seien. (erade 
diese FuBnote veranlaBte mich zu jener Formulierung des Ostwaldschen 
Prinzips, die auf S. 186, 187 meiner im Bd. 58 dieser Annalen erschienenen 
Arbeit ,,Ueber das Princip der Action“ zu lesen ist. Da aber die Varia- 
tion der Zeit, die bei dieser Formulierung eine Rolle spielt, die Sache 
kompliziert, daher besser zu vermeiden ist, da ferner andere Formulierungen, 
in welcher keine Zeitintegrale zum Vorschein kommen, zur urspriinglichen 
Fassung des Prinzips niher stehen, so scheint eine selbstindige Behand- 
lung desselben wohl nicht iiberfliissig zu sein. Wir werden sehen, dab 
jenachdem man wie beim Prinzip der Aktion die mittleren Werte der 
Energien, oder in naherer Ubereinstimmung mit H. Ostwald die Ener- 
gien selbst, aber immer im oben bezeichneten Sinne, einer Variation 
unterwirft: zwei verschiedene Formen des Ostwaldschen Prinzips in Er- 
scheinung treten, von denen keine mit den Erfahrungstatsachen in Wider- 
spruch steht. 


*) Sitzungsberichte der k. b. Akad. d. Wiss. 1901, 8S. 59, 167. 
**) Uber den Energieumsatz in der Mechanik, Ann. d. Phys. 10, 2, S. 419, 1903. 
***) Zeitschrift fiir Math u. Phys. Bd. 49, S. 84. 








556 Moritz Réray. 


§ 1. 


2. Die lebendige Kraft und das Potential des Systems seien mit 7, U 
bezeichnet; f, und /, seien zwei additive Teile von 7+ U, also 
(1) Ath=T+ U; 
man bezeichne mit f; die Mittelwerte von f;(j = 1, 2) wihrend eines 
Zeitintervalls ¢, —¢,, und man setze voraus, daB die Bewegung nur Be- 
dingungsgleichungen unterworfen ist; (der Fall, wenn auch Bedingungsunglei- 
chungen gegeben sind, erfordert namlich in der Behandlung Ahnliche 
Betrachtungen, und ist nur weitliufiger zu besprechen). 

Man denke sich 7 und U, wie auch f, und f,, dargestellt durch die 
freien Koordinaten g,, die Geschwindigkeiten gq, und die Zeit ¢, womit die 
Bedingungsgleichungen eliminiert sind. Ich setze voraus, daB fiir das 
materielle System der Satz von der lebendigen Kraft Giiltigkeit hat; man 
hat demnach die Gleichung 


/ 1(G@A+h) @ OF +A), _ 
om = CE ee 
Es sei endlich der Zerlegung in f, und f, die Beschrinkung 
; (ff —h) d 0 (f, — fe) , 
o* a aa eS 
auferlegt. 


Es besteht der folgende Satz: 

Wird ein materielles System (wie beim Hamiltonschen Prinzip) aus 
der Lage zur Zeit t, m die Lage zur Zeit t, tibergefiihrt, wnd vergleicht 
man die Zwischenlayen zur Zeit t in der wirklichen Bewegung und der 
variierten Bewegung, so verschwinden df, und df, entweder beide zugleich 
oder es verschwindel keine von beiden. Umgekehrt ist die Bewegung, fiir 
welche das Verschwinden von df, und df, sich gegenseitig bedingen, und 
fiir welche der Satz von der lebendigen Kraft besteht, notwendigerweise die 
natiirliche Bewegung des Systems. 

Der erste Teil dieses Satzes ist eine Folge des Hamiltonschen Prinzips, 
demzufolge 


of 1+ of ow 0 
ist. Der zweite Teil entspringt den folgenden Uberlegungen: Wegen 


ty 
1 
ery [tat dt, = dt, =0 
bo 


verlangt er, daB von den Gleichungen 


(3) Of,dt nai 0, G =1, 2) 
f 











- Qe & 
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die eine eine Konsequenz der andern sein soll. Diese Gleichungen (3) 
nehmen infolge der Variationsvorschriften, bei Anwendung der Hamilton- 
schen Transformation die Form an: 


t 
of, a 4, 
(4) SSG -dse)enat-0, — G=1,) 
to 


Ist der Freiheitsgrad = 1, und bezeichnet man die einzige freie 
Koordinate mit q, so folgt aus (2) und (2*) das Bestehen der Unglei- 
chungen 


of, _ 4 oh " Ofs ad Of, 
cq =«at é¢ +9; Gq «at og +0 


Daher ergibt sich aus (4) die Gleichung 


(5) oh _4@%f, ___ 4 (4 d oh) 


dq at ed éq at Gq’)? 


wo zufolge der Gleichung (2) die Konstante 4 = 1 ist. 

Ist der Freiheitsgrad > 1, so folgt aus den Gleichungen (4) eben- 
falls nach bekannten Schliissen des isoperimetrischen Problems das 
Gleichungssystem 

7 ef, def, _ Oh, @ Of), Nes 
(6) oq, at a —* (Fe il at i) (¢=1, *,7) 
wo 2 in allen Gleichungen dieselbe GriBe bedeutet. Aus diesem System (6) 
folgt unmittelbar die Gleichung 


, d : ( , 
(6*) Ds — ne) )% =-1 GE — aaa) @ 

Da die beiden Seiten dieser Gleichung infolge der Beziehungen (2), 
(2*) von 0 verschieden sind, so zeigt ein Blick auf die Gleichung (2), 
daB 4 = 1 ist. Daher nimmt das System (6) die Form an: 

(7) a ater ani =0; (i=1,---,7r) 
dieses System ist daher infolge der Identitiit (1) das bekannte System 
der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. 

3. Beziiglich der Ungleichung (2*) erlaube ich mir die folgende 
Bemerkung: 

Ist das materielle System in zwei Teile zerlegbar, zwischen denen 
keine gegenseitigen Verbindungen und Einwirkungen bestehen, und wihlt 
man fiir f, und f, gerade die kinetischen Potenziale 7,+ U, und 7, +U, 
dieser zwei Teile, so verwandelt sich die Ungleichung (2*) in eine Glei- 
chung; im zweiten Teile des Satzes in 2 tritt dann die Anderung ein, 
daB df, und df, unabhingig voneinander verschwinden. 
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Ist hingegen fiir das materielle System auBer dem Satze (2) auch 
‘eine zweite Gleichung 


a) > (i, —% 04a; 57) % = 0 


vorgeschrieben, so bedeutet josiee soviel, daB die Koordinaten nicht nur 
holonomen Bedingungsgleichungen, sondern auch noch dieser Bedingungs- 
gleichung (2**) zu geniigen haben; daher sind die g, keine freien Koordi- 
naten, sondern unterliegen noch der Gleichung (2**). Wiahlt man nun 
f, und f, der Gleichung 
h-h= 
gemaB, so folgt aus (2) und (2**), daB auBer dem Satze (2) auch noch 
é d 0 
) >'(se “ dt ae ) a “< 
zu erfiillen ist. Da die q; keine freien Koordinaten sind, so ist in dem 
Gleichungssystem (6), welches auch hier Bestand hat, die GréBe 4 keine 
Konstante mehr, sondern eine Zeitfunktion. Infolge von (8) verschwinden 
ferner beide Seiten von (6*), und die Zeitfunktion 4 bestimmt sich erst 
aus (8). Ist zB. U bloB von den Koordinaten und der Zeit abhiingig 


und hat U =f, die Gleichung (8) zu erfiillen, so ist die vorgeschriebene 
nicht holonome Bedingungsgleichung der Bewegung: 


, 1 a Oo + 
und die Widerstandskriifte iia sich aus der GréBe A, die mittels 
der Gleichungen (6) und der Gleichung 


d oU , 
iD 5a, =e 


zu berechuen ist, die eine Folge von (8’) ist.*) 
4. Die Werte von f, und f, zur Zeit ¢, seien /,,, fy, und als Grenz- 
bedingung des Hamiltonschen Verfahrens sei die Gleichung 


1 é A : 4 . 
(9) coe [> ~—~ ) a" = 9 (fio + foo) 


acsninmnans Dann nimmt das Hamiltonsche Prinzip die Form an: 





*) Man kommt zu demselben Resultat, wenn man im Falle (8’) an Stelle von 
q,; (dem VoBschen Verfahren gemi8) dq, setzt, und die so entspringende Gleichung 


> aa dq; = 0 in unserem isoperimetrischen Satz als Bedingungsgleichung fir die 


3q;, die Gleichung (8’) selbst als vorgeschriebenes partikuliires Integral betrachtet. 
Die Verallgemeinerung auf die Gleichung (8) liegt auf der Hand. 
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t 
bf (f+ hi-ho —fa)dt = 0 
a. i. ‘ 
(10) 3 (4, — fo) + 9 (fe — foo) = 0 

Die Bewegung des materiellen Systems geht demnach so vor sich, dap 
bei Eimhaltung der Vorschrift (9) die ersten Variationen der mittleren Energie- 
umsiitze f,—fi, und fy — fey entweder beide zugleich verschwinden oder 
es verschwindet weder die eine noch die andere. 

Der Satz laBt auBer der direkten Umkehrung, bei welcher (9) un- 
verindert beibehalten wird, und die meiner oben zitierten Formulierung 
nahe kegt, auch noch eine andere Art von Umkehrung zu; man hat 
namlich den 

I. Lehrsatz. ase man die Beziehung (9) in zwei Teile 


(9*) Pt da] = 8h (Gj=1,2) 


und stellt die Forderung auf, dap bei Einhaltung der Variationsvorschriften 
(9*) und ohne Lockerung der Verbindungen des materiellen Systems, das 


Verschwinden der ersten Variationen der mittleren Energieumsdtze f, — fy 
und he — fo sich gegenseitig bedingen, so ist die Bewegung des materiellen 
Systems, falls sie dem Satze von der lebendigen Kraft gemaf verliuft, not- 
wendigerweise die natiirliche. 

Man kommt nimlich bei Anwendung der partiellen Integration auf 
4 (f; —fjo) mit Riicksichtnahme auf die Variationsvorschrift (9*) zu den 
Gleichungen (4). 

Substituiert man in I an Stelle von f, und f, 

f,=2U; ,=T—U, 

und ist U von Geschwindigkeiten unabhingig, so erhailt man einen Satz, 
der dem Ostwaldschen nahe steht. Indem ich mich auf konservative 
Systeme von dieser Art beschriinke, spreche ich den Satz spezieller so aus: 

Il. Lehrsatz. Uberfiihrt man das materielle System aus der Anfangs- 
lage in die Endlage auf allen méglichen Wegen, und lift dabei auch den 
Anfangswert der lebendigen Kraft unvariiert, so fiihrt die Forderung, da, 
falls die Gesamtenergie in der wirklichen Bewegung, und der Mittelwert der 
Gesamtenergie in der variierten Bewegung konstant bleibt, der Mittelwert 
des Umsatzes an potentieller Energie einen extremen Wert annehme, not- 
wendigerweise zu den Differentialgleichungen der natiirlichen Bewegung. 

een man in Lehrsatz I an Stelle von f, und f, 

f,=27T; fZ=U-T, 

so erhalt man einen Satz, der dem Ostwaldschen Prinzip ebenso nahe 
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steht, als der Lehrsatz II: an Stelle von ,,potentieller Energie“ erscheint 
eben ,,Bewegungsenergie“. 
Man erhilt eine dritte, und zwar die einfachste Form, wenn man in 


Lehrsatz I 


hA=T; =U, 
oder 
7% i=U; h=T 
substituiert. 
§ 2. 


5. Ich gehe zu einer Formulierung des Ostwaldschen Prinzips iiber, 
wo die Energieumsitze selbst, nicht aber ihre Mittelwerte, eing Rolle 
spielen. Es sei mir gestattet, vorerst das folgende Beispiel samt dazu 
gehérigem Beweisverfahren des Herrn Ostwald*) zu besprechen. 

Ein materieller Punkt, auf den nur die Schwerkraft wirkt, besitzt in 
O die Geschwindigkeit 0. Aus dem Prinzip der Erhaltung der Energie 
folgt, daB sich der Punkt iiber das Niveau von O nicht erheben wird. 
Denkt man sich aber von O aus schiefe gerade Bahnen unter dem Niveau 
und auch die Vertikale durch O, auf welchen sich der materielle Punkt 
in Ubereinstimmung mit dem Prinzip der Erhaltung der Energie gleich- 
zeitig bewegen soll, so ist der geometrische Ort der Lagen A zu einer 
und derselben Zeit ¢ eine Kugelfliiche, deren vertikaler Durchmesser mit 
OA, zusammenfaillt, wo A, die Lage des materiellen Punktes auf der 
Vertikalen bezeichnet. Demnach ist die Anderung der potentiellen Energie 
auf der wirklichen Bahn zur Zeit ¢ gréBer, als auf allen anderen Bahnen, 
auf denen sich der materielle Punkt in Ubereinstimmung mit dem Er- 
haltungsprinzip bewegen kénnte. 

Dies ist mit verinderten Worten der Ideengang des Herrn Ostwald. 

Demnach denkt er sich die Gleichung, welche das Prinzip der Er- 
haltung der lebendigen Kraft ausspricht, integriert, und mittels Elimina- 
tion der Zeit ¢ alles auf zu gleichen Zeiten ¢ gehérigen Lagendifferenzen 
reduziert: das Prinzip vom extremen Wert des Zuwachses an potentieller 
Energie soll erst nach dieser Reduktion angewendet werden. 

Da die Integration im Falle des allgemeinen Problems gar nicht 
denkbar, daher die Elimination von ¢ auf diese Weise unmdglich ist, so 
wird man sie mit Umgehung der Integration zu bewerkstelligen, und so 
die zwischen den genannten Lagendifferenzen stattfindende Gleichung her- 
zustellen haben. Dabei werden Beziehungen, die sich aus dem betrach- 
teten Beispiel zwischen den Lagendifferenzen ergeben, gute Dienste leisten. 
Da niimlich der Satz, daB bei vertikaler Fallbewegung in gegebener Zeit 


*) L. « 8. 8%. 
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eine tiefere Lage erreicht wird, wie auf allen andern von demselben An- 
fangspunkt ausgehenden Bahnen, als Spezialiall eines bekannten Satzes 
giiltig ist, so bleibt es fiir die Umgebung der Vertikalen gleichgiiltig, ob 
man die variierte Bahn als Kurve oder Gerade betrachtet: die zu gleichen 
Zeiten gehérige Lagendifferenz A, A hat die Horizontale zur Grenze. Man 
hat also, die rechtwinkligen Koordinaten von A, mit q,, d2, qs, die Ver- 
hiltnisse der Projektionen von A,A im Grenzfall mit dq,, Oq,, dg, be- 
zeichnet, die gleichwertigen homogenen Gleichungen 

(11’) hi 9% + 92 94 + 95 99; = 9, 

(11”) Hh’ 9q, + 9942 + Is O45 = 9. 

Zu Schlu8 dieser Vorbesprechung sei mir noch, um etwaigen Mib- 
verstiindnissen vorzubeugen, gestattet besonders zu betonen, daB ich auf 
das wirkliche Vorhandensein eines extremen Wertes der potentiellen 
Energie gar kein Gewicht lege; daB vielmehr die Frage einzig und allein 
die sein wird, ob bei der Ostwaldschen Beschriinkung der virtuellen Ver- 
schiebungen die Forderung 0U=0 zu Bewegungsgleichungen fiihrt, die 
mit der Erfahrung im Einklang sind, oder zu solchen, die ihr widersprechen. 

6. Es sei vorerst ein freies Punktsystem gegeben; man fiihre be- 
ziiglich der Masse, die sich am Orte befindet, dessen rechtwinklige, gerad- 
linige Koordinaten 4 ;_2, %3;~1) Ys; Sind, zur Abkiirzung die Bezeich- 


—-- Ms ;_3 = My ;_, = Mg 53 


demgemiB ist die lebendige Kraft des Systems 
3n 
T= = Zz mq; *. 
i=1 
Ferner bezeichne man die potentielle Energie des Systems mit — U, und 
die Gesamtenergie mit £, also 
(12) E=T— U. 

Ich setze voraus, dab die Gesamtenergie konstant ist, sowohl in der 
wirklichen, als auch in der variierten Bewegung. Es besteht also in der 
wirklichen Systembahn, mit H die konstante Knergie bezeichnet, die 
Gleichung: 

(12") 7—U=H, 

und man hat in der variierten Systembahn, die von derselben Lage aus- 
gehen soll, wie die wirkliche, die Variationsgleichung 

(12”) d(T — U)=0 

einzuhalten. Bei der Variation sind der Vorbesprechung gemiiB Lagen 
zu vergleichen, die zu einer und derselben Zeit ¢ statttinden: demgemiB 
ist d¢ = 0. Man hat demnach, wenn dq; die Differenz der Koordinate q; 
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im Vergleich zum Wert derselben auf der variierten Systembahn zur 
Zeit ¢t bezeichnet, 
, dq; 
oq; = dt 
Demzufolge lautet die Variationsgleichung (12”), vorausgesetzt, daB 
die Bewegungen und Variationen im betrachteten Intervall regular sind, 


i t (> mai 94:) a Zz m,q;'0q,—9U =0, 


die mit dem System von Gleichungen 
(13') > mq; 99; = 0(t), 
(13”) dU + > ma,"dq, = 0 (t) 


iiquivalent ist; hier bezeichnen ®(¢) und ihre Derivierte ®’(¢) kontinuier- 
liche Zeitfunktionen, deren Anfangswerte (infolge der getroffenen Fest- 
setzung beziiglich der Anfangswerte aller q;) verschwinden. Da die Glei- 
chungen (13’), (13”) mittels identischer Transformationen abgeleitet 
wurden, so sind die Schliisse bei sonst beliebigen (¢) umkehrbar: es 
ergibt sich, daB, falls (12’) einerseits und (13’), (13”) andererseits giiltig 
sind, die Gesamtenergie auch auf der variierten Systembahn = H ist. 
Ich frage nun, was fiir Bewegungsgleichungen ergeben sich fiir das 
materielle System, wenn man die Forderung aufstellt, daB die Gleichung 


(14) dU=0 


eine Folge der Gleichungen (13’), (13”) sei? 
Da dann die Gleichungen 


(14’) dU=(1+ 4) > mq, OG; + Ps m4; 94; 
(14”) 0=(1+4) 0’ (t) + w(t) 


stattfinden miissen, wo 4 und uw Zeitfunktionen bedeuten, die in die Be- 
wegungsgleichungen einriicken, und daher in jedem vorliegenden Fall 
eindeutig bestimmte endliche GréBen sein miissen, da ferner 1+ A natur- 
gema8 nicht verschwindet, so folgt aus (14) mit Riicksicht darauf, dab 
die Anfangswerte von ®(¢) und ihrer Derivierten ’(¢) verschwinden, der 
SchluB, daB O(¢)=0 sein mu. Dies steht mit den Gleichungen (11’), 
(11”) der Nr. 5 in Ubereinstimmung: die Gleichungen (13’), (13”) gehen 
tatsiichlich in diese iiber, wenn in ihnen 0(¢) = 0, und zufolge (14) auch 
dU=0 gesetzt wird, und wenn nur von einem materiellen Punkt 
die Rede ist. 
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7. Das Ostwaldsche Problem ist demnach, wie folgt, zu formulieren: 

Es ist ein materielles System gegeben, wuf welches Krifte mit einem 
von der Zeit unabhdngigen Potential U wirken, und welches von der Zeit 
unabhidngigen Verbindungen unterliegt. Die Gesamtenergie T — U ist daher 
in der wirklichen Bewegung konstant. 

Man beschriinke die virtuellen Verschiebungen des materiellen Systems 
mittels jenen homogenen Gleichungen zwischen den Verschiebungen, die zum 
Verschwinden des 0(IT'—U) bei dt =O notwendig und hinreichend sind, 
und nenne die Gesamtheit, die den Beschrankungen geniigen, zultissige virtuelle 
Verschiebungen. 

Was fiir Bewegungsgleichungen ergeben sich fiir das materielle System, 
wenn die Forderung 6U=0 fiir alle zuldissigen virtuellen Verschiebungen 
erfiillt sein soll? 

Sind die Verbindungen des materiellen Systems durch die Gleichungen 
(15) F, = const. (j=1,2,-++,v) 
gegeben, wo die F; nur von den Koordinaten g; abhiingen, und bezeichnet 
man mit 4, Zeitfunktionen, so ergeben sich die Bewegungsgleichungen 
formal aus der Identitat 


(16) dU=(1 +) S'm, q; 9g; + > mq; 94; +>’ 1,0F;, 
j=1 


die aus (14’) mittels Addition der Glieder 1,0 F; entsteht. Die Bewegungs- 
gleichungen sind von der Form 


(17) 4 = mq, + 4m,q;' + wm, g; +> A, 


074 


oF, 
6q;’ 
j=1 
( i=1,2,3; ---; 3n—2,3n—1,3n ) 
Mm, = My = Ms; ++ +5 Ms, _9 = M3 __1 = Ms y 
Nach dem bei Ableitung des Satzes von der lebendigen Kraft iiblichen 
Verfahren erhilt man aus dem System (17) die Gleichung 
du aT dT 
wa tte 
daher hat man mit Riicksichtnahme auf die durch (12’) ausgedriickte Er- 
haltung der Gesamtenergie zwischen 4 und uw die Beziehung 


dT 
(18) Oma +2uT. 


Zur Bestimmung der Zeitfunktionen 4, w, 4,, 4,,°--, 4, hat man 
auBer dieser Gleichung (18) nur noch die Gleichungen (15); also hat man 
v-+1 Gleichungen, wahrend die Anzahl der Unbekannten v + 2 ist. 
Nimmt man an, uw sei = 0, so folgt aus (18), daB auch 2 verschwindet; 

36* 
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dann geht das System (17) in die Lagrangeschen Gleichungen der 
Dynamik iiber. 


Ich untersuche noch fiir den Fall 2+ 0 die Zusatzkriafte 
Q; = m,(Aq;" + 4g), (¢=1,---, 3n) 
die mittels (18) iibergehen in 


” aT 4; ° 
(19) Q, = ma (a, —ae) (¢=1,---, 3m). 


Ist die Geschwindigkeit aller Punkte des Systems zur Zeit ¢, gleich 
Null, so ist der Anfangswert aller Krifte @,=0. Man hat namlich 
aT q; 4; > m;4; 9," 
at2T > m,4/4; 
also 
dT q; ” 


lim - gar h: 


t—t,=0 
Daher gehen die Gleichungen (17) zu Beginn der Bewegung jeden- 
falls in die Bewegungsgleichungen der Dynamik iiber. Dies stimmt mit 
dem Resultat des Herrn C. Neumann iiberein. 
Besteht das materielle System aus einem einzigen Punkt, dessen 
Koordinaten mit 2, y, z bezeichnet werden mégen, so sind die Kompo- 
nenten der Zusatzkraft 


X= ma (2 = =) 


~ dt v 
as) y—mily-229), 
Z= ma(2”—% “). 


Die Richtung der Kraft fallt mit dem des ersten Kriimmungsradius 
der Bahn zusammen, und ist im Falle eines positiven 2 vom Kriimmungs- 
mittelpunkt gegen die Bahn gerichtet. Die GroéBe der Kraft ist, mit r 


den Kriimmungsradius bezeichnet, 
vy? 
=Am 

r 


Die Zusatzkraft verschwindet daher sowohl, wenn v = 0 ist, als auch 
bei beliebigem v, wenn die erste Kriimmung der Bahn = 0 ist. Ein 
freier materieller Punkt, der sich in einem Kaumteile bewegen wiirde, wo 
diese Zusatzkraft wirksam ist, und auf den keine andere Kraft wirkt, be- 
schriebe daher eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit. Wirkt 
die freie Kraft, deren Potential U ist, in Richtung dieser Geraden, so ist 
die Bewegung durch das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
(7 — U = const.) bestimmt, also die natiirliche Bewegung. In jedem 
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andern Fall ist die Komponente der Beschleunigung des Punktes in Rich- 
tung der Tangente der Bahn gleich u mal der Tangentialkomponente der 
gegebenen freien Kraft, die Komponente der Beschleunigung in der Normal- 
ebene hingegen nicht gleich - mal der Komponente der gegebenen freien 


Kraft auf die Normalebene. Um daher mit dem Newtonschen Satze von 
der Bewegung des Schwerpunktes in Ubereinstimmung zu bleiben, mubte 
man annehmen, daB im vorliegenden Raumteil auBer den gegebenen auch 
von der Bewegung abhingige, vom Mittel herriihrende Krifte auftreten. 
Mit dieser Annahme wire aber auch die Sache vom prinzipiellen Stand- 
punkt aus betrachtet abgetan. 

8. Wir haben beim Ubergang von der Identitit (16) auf das System 
der Gleichungen (17) stillschweigend vorausgesetzt, daB der Freiheitsgrad 
des materiellen Systems > 2 ist; da namlich die Anzahl der zuléissigen 
freien Koordinaten um 2 weniger ist als die der wahren freien Koordi- 
dinaten, so ist der Ubergang sonst gar nicht erlaubt. Man kann diesen 
Mangel jedenfalls beseitigen, wenn man zu dem gegebenen System ein 
von ihm unabhingiges zweites konservatives System vom Freiheitsgrad 5 2 
adjungiert, und die Ostwaldsche Beschrinkung beziiglich der virtuellen 
Verschiebungen auf das aus diesen beiden zusammengesetzte System aus- 
dehnt. Man erhilt auf diese Weise zugleich ein Mittel zur Ausscheidung 
der sogenannten natiirlichen Bewegung aus der Mannigfaltigkeit der in 
der vorigen Nummer charakterisierten Bewegungen. 

Es besteht namlich der folgende Lehrsatz: 

Ist cin System aus mehreren an und fiir sich konservativen Systemen 
zusammengesetat, deren lebendige Krafte und Potentiale mit 


T,, U, (h=1, 2,---, k) 
bezeichnet werden midgen, und legt man den virtuellen Verschiebungen des 


ganzen Systems (wie im Problem der Nr. 7) die Beschriinkung auf, dap bei 
dt =0 fiir die Variation der Gesamtenergie die Gleichung 


6(T—U) =8 >) (7,—U,) =0 


mittels zweier homogener Gleichungen stattfinde, so entsprechen der Forderung, 
da fiir alle zuldssigen virtuellen Verschiebungen 


S 
dsU=6 S'U,=0 


sei, nur zwei Klassen von Bewegungen: die eine Klasse ist die durch die 
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Lagrangeschen Differentialgleichungen definierte natiirliche Bewegung; die 
andere Klasse ist von der ganz speziellen Beschaffenheit, dap die einzelnen 
Verhiilinisse T,: T im Verlauf der ganzen Bewegung alle konstant bleiben. 

Das System der Gleichungen (17), das man fiir die Bewegung des 
materiellen Systems erhilt, zerfaillt eben, den konservativen Teilsystemen 


entsprechend, in k Gruppen, deren jede je eine Gleichung von der 
Form (18) d. i. 


dT, 
(18) Oma a * 2uT, (h=1,-.-,k) 
ergibt. Daher hat man entweder 
a) A=p=0, 


oder es sind die Verhialtnisse 


1 a7, ; 
T, at (h=1,- -,k) 
vom Index h unabhangig, also mit c, Konstanten bezeichnet 
b) T,=c,T (h=1,---,k) 
q-. e. d. 


Man fiihre demnach ein Fundamentalsystem ein, bestehend etwa aus 
zwei Punkten, deren jeder sich auf gegebener Linie mit konstanter Ge- 
samtenergie und mit lebendigen Kraften bewegt, deren Verhiltnis in 
keinem endlichen Intervall konstant ist;*) ergiinze ein beliebig gegebenes 
Punktsystem, dessen Bewegung zu beschreiben ist, durch dieses Funda- 
mentalsystem, und wende das Ostwaldsche Prinzip auf das ergiinzte System 
an. Das Prinzip liefert so dem soeben bewiesenen Satze gemiS sowohl 
fiir das Fundamentalsystem als auch fiir das gegebene Punktsystem die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen in der ersten Form, ergibt also 
immer auch die von den Verbindungen herriihrenden Krifte. 

9. Bei der Ostwaldschen Beschrinkung der zulissigen virtuellen Ver- 
schiebungen spielt die Gesamtenergie des Systems eine Rolle, und das 
Prinzip findet infolge seiner Formulierung nur auf konservative Systeme 
Anwendung. 

Man kann aber die Formulierung auf folgende Weise verallgemeinern: 

Man denke sich das materielle Punktsystem und die Anfangslage, 
Anfangsgeschwindigkeiten, wie auch die Krifte als explizite Funktionen 
der Koordinaten und der Zeit in einem gewissen Zeitintervall gegeben, 


*) Ein solches Fundamentalsystem kénnen z. B. zwei mathematische Pendel von 
gleicher Linge bilden, falls sie die tiefste Lage mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
passieren; oder zwei schwere materielle Punkte, die sich in Kreisen, gelegen in 
Ebenen von verschiedener Neigung, bewegen. 


















































Das Ostwaldsche Prinzip. 567 


dann ist die Bewegung des Systems durch diese Daten eine prinzipiell 
ganz bestimmte, also sind auch die lebendige Kraft 7, das Potential U 
der Krifte, denen ein Potential zuakommen soll, wie auch (mit @ eine be- 
liebig wahlbare feste Zahl bezeichnet) die Energie T—aU durch die 
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeiten prinzipiell ganz bestimmte 
Funktionen von ¢. Ich bezeichne die durch diese Daten des Problems 
prinzipiell eindeutig bestimmte, wenn auch im Vorhinein unbekannte 
Funktion von ¢, die = 7’ — «JU ist, mit Z(¢). 

Die Beschrankung, die ich den virtuellen Verschiebungen des mate- 
riellen Systems vorerst auferlegen will, ist nun die, dab dZ(t)=0 also 
bei d¢ = 0 die Variationsgleichung 
(20) 6(T—aU)=90 
mittels homogener Gleichungen zwischen den Verschiebungen erfiillt sei. 

Dabei kann, wie schon erwahnt, U von der Zeit auch explizit ab- 
hangen. 

Die Forderung, die ich an die Bewegungsgleichungen des materiellen 
Punktsystems stelle, ist dann die, daB fiir alle der Beschrankung ge- 
niigenden virtuellen Verschiebungen 6 U verschwinde. 

Dieser Forderung geniigt wieder das Gleichungssystem (17), wo die 
F, auch von der Zeit explizit abhingen diirfen, und nur dieses. In diesem 
Gleichungssystem sind aber sowohl 4 als uw Zeitfunktionen, zu deren Be- 
stimmung in den Daten des Problems nichts vorliegt. Das System (17) 
ist daher ein Schema, das auszufiillen Erfahrungstatsachen vorbehalten 
bleibt. 

Man erhalt aber wieder die sogenannte natiirliche Bewegung, wenn 
man das gegebene materielle Punktsystem durch das in Nr. 8 festgesetzte 
Fundamentalsystem ergiinzt; die virtuellen Verschiebungen des materiellen 
Systems an Stelle von (20) mittels der Variationsgleichung beschrinkt 
(20°) 0(7+ 7, —a(U+ U,)) =9, 
wo J, und U, sich auf das Fundamentalsystem beziehen, und fordert, 
daB fiir alle der Beschrinkung geniigenden virtuellen Verschiebungen 
6(U+ U,) verschwinde. 

10. Da die Zahl « hier beliebig wiahlbar ist, so wird es das ein- 
fachste sein, «=O zu wahlen. Indem man noch die Beschrankungen 
fallen laBt, daB die Kriifte des gegebenen materiellen Systems ein Potential 
haben sollen und daB die Verbindungen des Systems durch Gleichungen 
zwischen den Koordinaten und der Zeit ausdriickbar seien, kann man das 
folgende Prinzip aussprechen: 

Man bezeichne die auf das materielle System wirkenden freien Kriifte mit 


Q, ((=1,2,3;--5 3n—2, 3n—1, 3n), 
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und die zwischen den Koordinaten 4,,---, 45, gegebenen Ungleichungen mit 
(21) ; F,=0 (j=1, 2,---,v). 

Man nehme dasselbe Fundamentalsystem an wie in 8 und 9, erginze 
das gegebene materielle System durch dieses Fundamentalsystem, beschrénke 
die virtuellen Verschiebungen des Systems mittels der wihrend des Zeit- 
intervalls der Bewegung durch notwendige und hinreichende homogene Glei- 
chungen zu erfiillenden Variationsgleichung 


(20%) 6(1'+T,) =0, 


und fordere, daB fiir alle der Beschriinkung geniigenden virtuellen Ver- 
schiebungen 


3a 
(22*) > O64, + 60, <0 
i=1 
stattfinde. 


Die Forderung wird dann und nur dann erfiillt, wenn die Bewegungs- 
gleichungen des materiellen Systems die Lagrangeschen sind, wo die zu den 
Beziehungen F, <0 zugehdrigen Multiplikatoren 4, nicht negativ sind. 

Von den Beziehungen (21) kommen zur Zeit ¢ nur jene in Betracht, 
fiir welche in diesem Zeitpunkt nicht nur F’; = 0 sondern auferdem noch 
dF, 

a = 0 ist*); daher ist die Anzahl der im Zeitpunkt ¢ in Betracht 
kommenden Beziehungen < 3n — 1. 
Die Koordinaten der beiden Punkte des Fundamentalsystems seien 


qo (k= 1, +++, 6); 
die Bedingungsgleichungen, denen die Punkte geniigen, 
(21’) o =O (J=1,---, 4); 


die Punkte des Fundamentalsystems bewegen sich niimlich auf festen 
Linien. 

Die einzuhaltende Variationsgleichung (20*) zerfillt in die beiden 
Gleichungen 


3n 6 
a mq; O49; + a Mon Jon 9 dox = 9 
(20**) f=] k=1 
3n 6 
Se ” ” » 
i m4; 94; +> Mo Tox 9 Yor = 9- 


_ 


k=1 


Die Anzahl der ganz willkiirlichen Koordinaten-Variationen ist daher 5 1. 
Dies hat zur Folge, daB die Identitaét, zu der man gefiihrt wird, wenn man 


*) A. Mayer, Berichte der k. siichs. Gesell. d. Wiss. 1899 Bd. 51, S. 225. 
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in (22*) das Gleichheitszeichen anwendet und bei den in Betracht 
kommenden Beziehungen (21) dF; = 0 fordert, in das System von Be- 
wegungsgleichungen zerfallt: 


dU, aFy, 
(23') Odor Mon Tox + AMy x Ion + H Mon Ion + sy hore Odon 
T=1 
(k=1,---, 6) 
arr ” ” , oF; 
(23”) — = ma + Ama + HM, g; +> A, e ’ 
(¢=1,---, 3n) 


wo von den 4, héchstens 3x — 1 von Null verschieden sind. 
Aus den Gleichungen (23’) und (21’) folgt vor allem auf dem in 
Nr. 8 dargestellten Wege, daB 


A=n=0 


ist. Demzufolge reduzieren sich die Bewegungsgleichungen (23’, 23”) auf 
aU, eFy, 
eGo "= Mon ox ->1 0 Odo,” 


oe ” Fy 
Q;, = m4; +a; A, eq; 


Es ist nur noch zu beweisen, daB keines der A, negativ sein kann. 
Da fir simtliche / die Gleichung 6 Fy, = 0 stattfindet, so folgt 
aus (24) 


(25* G64 + dU, = > mai” O0q;+ Mor You 9, +> 4, dr, 
i i i Ok 10k Ok 


also infolge von (20**) 


(24) 


3n 
(25’) > Q.09, + OU => 'a,dF,. 


i=1 


Setzt man alle hier vorkommenden 0F'; eines ausgenommen = 0, 
also dieses eine JF’, <0, was den beziiglich der Freiheitsgrade ge- 
troffenen Festsetzungen nicht widerspricht, so muB die linke Seite von 
(25’) —0 sein. Aus der Gleichung 


>e 04; + é Up = A, oF, 
0=1 


auf die sich (25’) reduziert, folgt daher 
4, > 0. 
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Bemerkung. Das bewiesene Ungleichheitsprinzip kann auch auf 
den Fall «+0 umgeformt werden, wenn nur | + «+0 ist. Es tritt naim- 
lich an Stelle der einschrinkenden Variationsgleichung (20*) die mit (20’) 
bezeichnete resp., falls die Krifte kein Potential haben, diese: 

‘ Bn \ 
(20") é(1+T7,)— «( 3'@80,+00,) =0. 
i=1 / 

An Stelle der Forderung (22) tritt dann diese: 


» ie ; 
(22”) +e)( Seou+e v6) = 0. 
\i=1 
Der Beweis unterscheidet sich von dem soeben dargestellten blos 
darin, daB an Stelle der zweiten Gleichung unter (20**) diese tritt: 


> m4" 84; +>) m9 46,9402 — «(> Q8q, + 8 Uy) = 0. 


Daher folgt aus (25*), die auch jetzt giiltig ist, an Stelle von (25’) 


diese: 
3n 
(1+e) (Seon aU) ->'4,F, 
fal 


woraus hervorgeht, daB 1,50 (j=1,---,v) auch jetzt Folgen der For- 
derung (22”) sind. 

11. Es sei mir gestattet die Bemerkung zu machen, daB die Methode 
der Einfiihrung eines Fundamentalsystems, die ich in den Nummern 8—10 
angewandt habe, einer Verallgemeinerung fahig, daB sie insbesondere auch 
andere Variationsprinzipien der Mechanik allgemeiner, manchmal zugleich 
einfacher gestaltet, namentlich solche Variationsprinzipien, bei welchen der 
extreme Wert eines auf den Zeitpunkt bezug habenden Ausdrucks bei 
vorgeschriebenen Nebenbedingungen gefordert wird. Ich will dies an dem 
Beispiel eines von Herrn Julius Kénig herriihrenden Variationsprinzips 
der Dynamik*) erértern. 

Dieses Kénigsche Prinzip besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil 
spricht das Gesetz aus, nach welchem die Summe 


Sn 


(26) a Q%', 


das Beschleunigungsvirial der freien Krafte, aus den gegebenen Verbin- 
dungen, Kraften und Maen zu berechnen ist. Dieses Gesetz ist im all- 


*) Math. Annalen Bd. 31 S. 1, 1888. 
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gemeinsten Fall kompliziert, hingegen im Falle eines freien Punktsystems 
sehr einfach; man hat namlich fiir einen Massenpunkt m, mit Beibehaltung 
der Bezeichnungen von Nr. 10 


8 3 
, ” ” 1 
(26°) P Vox Iox = m, > Qo 
t=1 k=1 


Der zweite Teil des Kénigschen Prinzips sagt aus, daB bei gegebener 
Systemlage, Systemgeschwindigkeit und bei gegebenen freien Kriften unter 
allen méglichen Systembeschleunigungen, bei welcher der Ausdruck (26) 
den durch das erte Gesetz bestimmten Wert annimmt, jene zu stande 
kommt, die die Beschleunigungsenergie 


3n 
1 7 7g 
= mM 


zum Minimum macht. = 

Fiihren wir am einfachsten einen freien Punkt als Fundamentalpunkt 
ein, auf den die Schwerkraft wirkt, und setzen fiir diesen demgemiéB den 
Bestand der Gleichung (26’) voraus, so nimmt das Prinzip die folgende 
vereinfachte Form an: 

Unter allen méglichen Systembeschleunigungen, bei welchen das Beschleu- 
nigungsvirial des durch den Fundamentalpunkt ergdnzten materiellen Systems 
bei gegebenen freien Kriiften einen vorgeschriebenen (im Vorherein unbekannten) 
Wert annimmt, kommt diejenige zu stande, die die Beschleunigungsenergie 
des erginzten Systems zu ihrem kleinsten Wert fiihrt. 

Wihrend das Kénigsche Prinzip, wie schon der Verfasser selbst 
a. a. O. bemerkte, den Dienst versagt, sobald der Freiheitsgrad des mate- 
riellen Systems = 1 ist, bestimmt diese abgeinderte Form die Bewegung 
und die von den Verbindungen herriihrenden Kriifte auch in diesem Fall. 
Wihrend ferner aus demselben Grunde das Konigsche Prinzip im Falle 
von durch Ungleichheiten ausdriickbaren Verbindungen den Dienst ver- 
sagt, sobald die Anzahl dieser > 3n—1 ist, daher mit dem GauBschen 
Prinzip nicht aquivalent ist, kann dies von der abgeinderten Form nicht 
behauptet werden. 

Um etwaigen MiBverstiindnissen zu begegnen, fiige ich noch bei, dab 
das Kénigsche Prinzip auch in der urspriinglichen Fassung allgemein 
giiltig wird, sobald man in das Variationsgebiet auch jene Bewegungen 


3n 
aufnimmt, bei denen das Beschlennigungsvirial der freien Krifte > Qa" 
1 


gréBer ist, als in der wahren Bewegung. 
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Ich habe demnach in § 1 eine Formulierung des Ostwaldschen Prinzips 
gegeben, in der an Stelle der Energien ihre Mittelwerte treten. Das Prinzip 
ist in dieser Form gleichwertig mit dem Hamiltonschen. 

Im ersten Teil von § 2 (und in Nr. 9) hingegen ist eine Formulie- 
rung des Prinzips gegeben, die wie ich glaube nur eine prizisere (resp. 
verallgemeinerte) Fassung des Ausspruchs des Herrn Ostwald ist. In dieser 
Fassung fiihrt das Prinzip in der Dynamik neben den d’Alembertschen 
Kriiften ma’, my” mz” gleichberechtigte additive Krifte dynamischer Art 
ein. Da aber diese additiven Kriifte auch verschwinden kénnen, so ist 
das Prinzip in dieser Fassung allgemeiner als das Hamiltonsche Prinzip; 
und weil die Kriifte eben additiv sind, so ist mit den Newtonschen Ge- 
setzen der Dynamik kein Widerspruch vorhanden. 

Im zweiten Teil von § 2 habe ich endlich gezeigt, daB diese zweite 
Formulierung des Ostwaldschen Prinzips mittels Anwendung eines Ver- 
fahrens allgemeiner Art eine Gestalt annimmt, bei welcher es mit dem 
Lagrange-Fourierschen Prinzip vollig aquivalent ist. 


Ragusa, Februar 1904. 


Berichtigung 
zu dem Auisatz von M. Réthy im 58. Band, dieser Annalen: 
Seite 176, Z. 2 v. o., vor dem zweiten Glied ist an Stelle von yu setzen +; 
Z. 6 v. o., ist an Stelle von 6’ Tdt zu setzen 
é’7Tdt+d(Toad, da. i. d(T dt); 


t : 
Z. 3 v. u., ist an Stelle von [2 T st’ zu schreiben 


” t, 
| 27 d3t+ >i ea o’q; | + 
- n ’ 


a% 








